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Capitulo 2

Ano 2001

2.1. Modelo 2001 - Opcién A

Problema 2.1.1 (2 puntos) Comprobar que las siguientes matrices tienen
el mismo determinante

l+a 1 11
11““ 11 i 1 1 l1-gq 11
—Qa
A= 1 1 1+4b 1 y B=
) ) 1 1-b 11 1+b 1
11 1 1-b
Solucién:
. a O 212
|B_| 0 1-p? |0
Fl—FQ a a 0 0 1 1 0 0 F1
A = Fy L l-a 1 1 |_ 1 1l-al 1 |_|FR-F
Fy— Fy 0 0 b b 0o 0 1 1 Fy
Fy 1 1 1 1-b 1 1 1 1-b Fy—F
1 1 0 0 F 1 10 0
y[1 1=a 0 0 Fy=F | _ |0 —a 0 0f_
PTo 0 1 1 |7 R “®o 01 1|7
0 0 1 1-b Fy— F; 0 00 —b
10 0 100
=—a’| 0 1 1|=ad*?|0 1 1]|=a%?
00 —b 00 1

Problema 2.1.2 (2 puntos)Sea la matriz A = (

— =
= W
~

a) calcular A~}
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. ) T (21
b) Resolver el sistema A - l( 4 > + ( y )] = ( o4 )

Solucion:

- 4 -3
a)A1:<—1 1)

b) AB+X)=C= X=A"'C-B

r\ 4 =3\ (21 5\ (7

y ] -\ -1 1 24 1)\ 2
Problema 2.1.3 (3 puntos) Sea la pardbola 2% = 4y. Sean u y v las rectas
tangentes a la pardbola en los puntos P de abcisa a y @ de abcisa b, (a1,b),

(al,O), (51,0).

a) (1,5 puntos) Hallar las coordenadas del punto R de interseccién de u
y .

b) (1 punto) Hallar la relacién entre a y b para que las rectas u y v sean
perpendiculares.

¢) (0,5 puntos) Probar que en el caso del apartado anterior, el punto R
estd en la directriz de la parabola.

Solucion:

a) Sean u tangente en el punto P(a,0) y v tangente en el punto Q(b,0).

Tenemos f/(z) = S

my : f'(a) = %a, mo = f'(b) = 1b

m; = — — ab=—4
ma

c¢) Se trata de una parabola vertical cuya directriz es la recta d : y = —2.

—4
Siab:—4:>R(a+b,2> =R(a+b,-2) ed
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Problema 2.1.4 (3 puntos) Se considera la funcién

1
4 — g2

flz) =

a) (1 punto) Indicar el dominio de definicién de la funcién f y hallar sus
asintotas.

b) (1 punto) Hallar los extremos relativos de la funcién f y sus intervalos
de concavidad y convexidad.

¢) (1 punto) Dibujar la grafica de f y hallar su méximo y su minimo
absolutos en el intervalo [—1,1].

Solucidn:
a) Dom(f) =R —{—2,2}. Sus asintotas:

= Verticales:

Enx=2:
I £
x—1>rn2* 4 — $’2 a 0+ -
5 = o]
im =|—|=—-
z—so+ 4 — 22 0~
Enx=-2:
i, = ]
im =|—| =—-
t—s—2— 4 — 22 0~
I ! +
i =|—| =+
r—s 2+ 4 — x2 0+
= Horizontales:
En y=0:
Ii L _ 0
mgnoo 4 — ;(;2 -
= Oblicuas: No hay al haber horizontales.
b)
2 2(322 4 4)

fl(z) = a— 2 f'(x) = A—2p

La segunda derivada no se anula nunca y, por tanto, no hay puntos
de inflexién, y ademés 2(3z% + 4) > 0 siempre. Por otro lado, por el
denominador:

(—00,-2) [ (-2,2) | (2,00)
f"(@) - + -

f(z) | Convexa | Céncava | Convexa
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, 2z
f(:c):m=0:> z=0
(—00,0) | (0,00)
f" () - +

f(z) | Decrece | Crece

Luego en el punto (0,1/4) la funcién presenta un minimo.

Decrece Crece

Céncava Asintota x=2

Minimo(0,1/2)
Asintota y=0 %

(0,0)

Decrece

Asintota x=-2

Convexa

Convexa

Crece
Decrece

2.2. Modelo 2001 - Opcién B

Problema 2.2.1 (2 puntos) Los vértices de un tridngulo son A(—2,—1),
B(7,5) y C(x,y).

a) Calcular el drea del tridngulo en funcién de x e y.

b) Encontrar el lugar geométrico de los puntos (x,y) tales que la anterior
area es 36.

Solucion:
a)

AC = (z+ 2,y +1,0)
AB = (9,6,0)

1 1 ) J k
S=2|ACx AC|==|| 2+2 y+1 0[]
2 2 9 6 0

1 3
= 5\(0,0,6:0 -9y +3)| = 5(2x— 3y+1)
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3
(22 -3y+1)=36= 20 -3y —23=0
2

Problema 2.2.2 (2 puntos) Sea A(1,1) y B(—1,1) dos puntos del plano.

a) Determinar las ecuaciones de todas las circunferencias que pasan por
los puntos A y B razonando dénde estan situados sus centros.

b) De entre las circunferencias del apartado anterior hallar el centro y el
radio de la que es tangente a la recta y = .

Solucion:

a) Los centros de las circunferencias estdn en la mediatriz que une los
dos puntos, es decir, la recta x = 0. Luego el centro de ellas es de la
forma C(0,a) y el radio r = d(C, A) = va? — 2a + 2. La ecuacién de

una circunferencia con este centro y este radio es:

2

2?4+ (y—a?=d®-2a+2= 2> +y’ —2ay+2a—-2=0

b) Silarectay = x es tangente a la circunferencia y el punto de tangencia
tiene que ser A(1,1), necesariamente.

Una recta perpendicular a y = z tiene de pendiente m = —1.

Construimos una recta con esta pendiente que pase por A:
y—l=—(z—-1)= o+y—2=0

Esta recta corta a © = 0 en el punto (0,2), que serd el centro de la

circunferencia. Y el radio 7 = |CP| = v/2|. Luego la circunferencia

buscada es

P24 (y-22%=2= 22 +¢*—2y+2=0

Problema 2.2.3 (3 puntos)

a) (1,5 puntos) Discutir en funcién de los valores de k y resolver cuando
tenga mas de una solucion, el sistema

z+ y+ 2z=3

20— y+ kz=9
r— y— 6z2=5
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11 2 3
b) (1,5 puntos) Si el rango de la matriz A = | 2 -1 k 9 | es 2,
1 -1 -6 5
: e = =
(Etermlnar una combinacion lineal nula de los vectores fila Fy, Fo5 y
F3, asi como una combinacién lineal nula de los vectores columna C1,

—> =
02,033704-
Solucion:
a)
1 1 213
A=1] 2 -1 El9 |, |A|l=2k+16=0=— k=-8
1 -1 —-6|5

= Si A # -8 = |A| # 0 =Rango(4) = 3 =Rango(4) =n°
de incégnitas = Sistema Compatible Determinado. (Solucién

tnica)

s Sid=-8
1 1 213 1 1

A= 2 -1 -8]9 [, 5 _1 = —3# 0 = Rango(A) =2
1 -1 —-615

Al =0, |A2| =0, |A3| =0, |A4] =0

Luego tenemos que Rango(A) = 2 =Rango(A) <n° incégnitas
— Sistema Compatible Indeterminado. (Infinitas soluciones)

Podemos tachar la tercera ecuacién y nos queda el sitema

or gt 23 z=4+2)
20— y— 8z=9 I AR
y o 2=\
b)
2
7+ aF; + bF = (0,0,0,0) = a = —, b=—3

Problema 2.2.4 (3 puntos)
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a) (1,5 puntos) Hallar el valor de la integral definida

/1 e dx
—10v1—¢e*

b) (1,5 puntos) Calcular la integral indefinida de la funcién

fla) = —

Cl—e®

mediante un cambio de variable.

Solucion:

a)

—1 eZ dx —1
- —(1— x —1/2 :Ed —
/40 V1—e® /10 ( ¢) oo

—1
= 2/1— ew} ., = 0,4098344043
dt
b) t=1—-¢€"= dt = —e"dz = (t — 1)dz = da;:m

1 1
/7dx:/7dt:—ln]t]+ln|t—1]zln
1—ev tt—1) 1—

1 _é+ B A(t—1)+ Bt
tt—1) ¢t t—1  tt—1)

t=1—B=1
t=0—= A=-1

2.3. Junio 2001 - Opcién A

Problema 2.3.1 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones:

x+ y+ 2z2= 2
20— y+ 3z= 2
5z— Y+ az= 6
a) (1 punto) Discutirlo segin los valores del pardmetro a.

b) (1 punto) Resolverlo cuando tenga infinitas soluciones.

Solucion:
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A= , Al =-3a+24=0= a=38

(W2 B NG
|
—_ =
ISENGUN )
SN N

= Si a # 8 = Rango(A4) =Rango(A4) = 3 = n°® de incégnitas =

SCD.
» Sia=28:
1 1 2|2
A=]2 -1 3|2
5 —1 8|6
; 1= —3 # 0 = Rango(A) = 2. Estudiamos el Rango(A):
1 2 2
|A1] =]A| =0, |A2]=]2 3 2|=0
5 8 6
1 1 2 1 2 2
As|=|2 —1 2|=0, |A3)=| -1 3 2|=0
5 —1 6 -1 8 6

Luego Rango(A4) = 2 =Rango(A) = n° de incégnitas = SCI. El
sistema tiene infinitas soluciones.

b) Si a = 8 por el menor elegido podemos eliminar la tercera ecuacién.
x=4/3—-5/3\

z+ y+ 2z2= 2 z+ y= 2-2z - B
{Zx— y+ 3z= 2 :>{2:17— y= 2-—3z - Z:i/?) 1/3A

Problema 2.3.2 (2 puntos) Sea k un ntimero natural y sean las matrices:

11 1 0
A=|o 10|, B=| 1 ,02(11 2)
00 1 1

a) (1 punto) Calcular A*.

b) (1 punto) Hallar la matriz X que verifica la ecuacién A*X = BC.

Solucion:
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o = X S~—
s
w
I

S O =

S = W

= O W

0 1 1 2
BC = 1 1 1 2 :(0 1 —1)
1 1 -1 -2
1 —k —k
AHt=1o0 1 o0
0o 0 1
1 —k —k 0 1 -1 0 0 0
x=]0 1 ol-l 1 1 2|=[1 1 2
0o 0 1 1 -1 -2 1 -1 -2

Problema 2.3.3 (3 puntos) Dado el plano 7 : x + y + = 1, la recta
r:(x,y,2z) =(1,0,0) + A(0,1,1), y el punto P(1,1,0), se pide:

a) (1 punto) Hallar la ecuacién de la recta s que sea perpendicular a r y
pase por P.

b) (1 punto) Hallar el punto P’, simétrico de P respecto de r.
¢) (1 punto) Hallar el punto P”, simétrico de P respecto de 7.
Solucion:

a) Hallamos un plano perpendicular a r que contenga a P

— =
) Ux =1ur =(0,1,1)
m.{PuJﬂ) — Ytz tA=0= 14+A=0

Como A=—-1= m:y+2—1=0.

Ahora encontramos el punto de corte de este plano 7 con la recta
r:

=1 1
ris y=2A :>)\+)\71:O:>)\:§
z=A
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11
El punto de corte sera @) (1, 3 2).

La recta que buscamos pasa por P y por Q:
%

s { Us

Py

b) El simétrico de P respecto de r serd el simétrico de P respecto del
punto @ hallado en el apartado anterior:

r=1
i?aj’(g),l/z—l/?) —{ y=1+1/2t

z=—1/2t

/
0= P;P — P =2Q-P=(1,0,1)
c¢) Primero hallamos la ecuacion de la recta ¢ perpendicular a 7 que pasa
por P:
r=1+A
t:q y=14+X
z=A

Ahora hallamos el punto de corte de esta recta ¢t con el plano m:

1
1I+MN+1+N)+A=1= )\:—§:>

22 1
El to d t TRl =, =, —= .
punto de corte sera (3,3, 3>

Este punto R es el punto medio entre P y su simétrico P’:

P+ P 11 2
R= P—9oR_pP=(= 2 _=
2 (3’3’ 3)

Problema 2.3.4 (3 puntos) Sea la funcién f(z) =sinz

a) (0,5 puntos) Calcular a > 0 tal que el drea encerrada por la grafica de

1
f,elejey =0, ylarecta x = a, sea 5

b) (1 punto) Calcular la ecuacién de la tangente a la grafica de f en el
punto de abcisa = = %

c¢) (1,5 puntos) Calcular el drea de la superficie encerrada por la tangente

. [ iy us 3T
anterior, la grafica de la funciéon f y las rectas z = —, x = —.

4 4

Solucion:
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a 1 s
/ sinzdr = —cosz|y = —cosa+1l=-= a= 7
0 2 3
b)
™\ V2
()-4
4 2
2
f’(x) =cosx = m=f (W) = £
4 2
La recta tangente es
V2 V2 ( 7r>
T I
¥
Tangente
y=sen x
(n/4.0) (3r/4,0)
c¢) Calculamos la primitiva de f(z) — g(z):
. V2 m V2 (2% 7z
F(x)—/[smw—2(m—4+1) dm——cosm—T §_T+
3T T Vo2 Vor V2 9
S ’ (4) <4)’ ‘ 16 1 +2 16(7r+7r 6)

2.4. Junio 2001 - Opcién B

Problema 2.4.1 (2 puntos) Sea la funcién real de variable real definida
por
2—-2)% si <1

f(fU):{ 2

¢ si o x>1
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a) (0,5 puntos) Razonar si la funcién es continua en todoa la recta real.
b) (0,5 puntos) Razonar si f es derivable en toda la recta real.

¢) (1 punto) Determinar el drea encerrada por la gréfica de f y por las
tres rectas y =8, z =0, x = 2.

Solucion:

a) Las dos ramas son continuas, el inico punto en el que puede haber
discontinuidad es en x = 1:

Im f(z)= lim 2-z)3=1

r—1— r—1—

lim z)= lim z2=1
r—>1F f( ) T—1—

Como ademds f(1) = 1, podemos concluir que f es continua en R.

N () L S e | f(17)=-3
f(a:)_{ 20 si x>1 :{f’(1+):2

Como f'(17) # f/(17) = f no es derivable en z = 1.

1 4 1
Slz/(8—(2—x)3)da::$——2x3+6x2 _ I
0 4 0 4

2 312 17

5’2:/(8—$2)dm:8x—$] = —

1 3 ) 3

17 17 119
S=|S1|+ 82 =—+ 7% ="

13T 12"
Problema 2.4.2 (2 puntos)

a) (1 punto) Determinar los extremos relativos de la funcién f(z) = 22 —

4x + 2. Dibujar su grafica

b) (1 punto) Hallar las ecuaciones de las dos rectas tangentes a la grafica
de f que pasan por el punto P(3,—5).

Solucion:

a)
f@)=a2?—d2+2= fl(2)=20-4=0=—= =2

f(x)=2= f"(2) =2 > 0= Minimo
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Luego tiene un minimo en el punto (2, —2)

Se trata de una parabola vertical con vértice en el punto (2, —2). Para
dibujarla tan sélo serd nesesario encontrar los puntos de corte con los
ejes:

Corte con el eje OX: hacemos f(z) =0 = 2?2 —42+2 = = = 2+2
Corte con el eje OY: hacemos x =0 = f(0) =2

Los puntos seran: (0,2), (2 —1/2,0) y (2+ v/2,0).

7
/i
N Sy-1e6(x-5)
Npto Cortsl0,2) g
pi1=-2(x-1) N A

o o +
pdiCarte(0, 535, 0) Pto Corto(s, 414,0)
7

(1,-1) /
Yiaino(2,-2) /
/
/
/

i7
{(3,-5)

b) La ecuacién de una recta que pase por (3, —5) es
y+5=m(x—3), vy fl(z)=22—4
Si el punto de tangencia con la grafica es (a,b) tenemos
b+5=m(a—3), m=f(a)=2a—4 y b=a*—4a+2

b+5=02a—4)(a—3) y b=d’—-4a+2=a=1, a=5

Los puntos de tangencia son: (1,—1) y (5,7). Ahora calculamos las
rectas tangentes en estos puntos

» En (1,—1) la pendiente vale m = —2: y +1 = —2(x — 1)
» En (5,7) la pendiente vale m = —2: y — 7= 6(z — 5)

Problema 2.4.3 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones

1

N
el i

1
A
1
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a) (1 punto) Discutirlo segun los valores del pardmetro real A.
b) (1 punto) Resolverlo para A = —3.
c¢) (1 punto) Resolverlo para A = 1.

Solucion:

a)

|
I

1
il A= ery0-P=0= =1 A= 3
1

[

1
1
A
1

S SO TGN

» SiA#1y A# —2=— Rango(A) = 4 #Rango(A4) = SL.

s SiA=-3:
R Lo
A= y |1 1 =3 |=-16#0
1 -3 1 1 1 -3 1
-3 1 1 1

Tenemos que Rango(A4) = 3 =Rango(A) =n° de incégnitas =

SCD.
s SiA=1:
1 11
— 1 11
A= 1 11
1 11
Tenemos que Rango(A) = 1 =Rango(A) <n® de incégnitas =
SCL
b) Si A = —3 quitamos la cuarta ecuacién y nos queda el sistema:
T+ y+ z= -3 z=-1
+  y+ 3z= 1 = ¢ y=-1
z— 3y+ z= 1 z=-1

¢) Si A =1 tenemos que suprimir tres ecuaciones y nos queda z+y+z =
—3, se trata de un plano, en forma paramétrica serd:

r= —-3— A —pu
Y= A
z = H
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Problema 2.4.4 (3 puntos) Sean las rectas

y—1 241 r=1+A
r:m—QZT: 5 5 y=2-X
B z =2\

a) (1 punto) Hallar k para que r y s sean coplanarias.

b) (1 punto) Para el valor anterior de k, hallar la ecuacién del plano que
contiene a ambas rectas.

¢) (1 punto) Para el valor anterior de k, hallar la ecuacién de la recta
perpendicular comtun a las rectas dadas.

Solucion:

P.(2,1,-1)
k=2
1 -1 2|=0=k=-1
-1 1 1
Si k = —1 las dos rectas son coplanarias
b)
W: (17_17_2) @:(1,—1,2)
T {P( 1,-1) S P.(1,2,0) PP, = -1,1,1)
1 1 -1
m:| -1 -1 y—2 |=0= z+y—3=0

-2 2 z

¢) Calculamos el punto de corte

T=2+A r=14+pu

3 1
r:¢ y=1—2A 514 y=2—p :>)\:—1,,u21
z=—1-—2\ z=2u
5 71
El t Pl-, -, =].
punto es (4,4,2>
El vector director de la recta es
7 j k
w=up xus =1 -1 —2|=-4(1,1,0)
1 -1 2



r=5/4+ A\
—{ y=7/4+x

t'{ Ut):(lalao)
z=1/2

P.(5/4,7/4,1/2)

2.5. Septiembre 2001 - Opcién A

Problema 2.5.1 (2 puntos) Determinar la ecuacion cartesiana de los pun-
tos del lugar geométrico de los puntos del plano tales que la suma de los
cuadrados de sus distancias a los puntos (0,0) y (1,1) es igual a 9. Si se
trata de una curva cerrada, calcular el area que encierra.

Solucion:

LLamamos 0(0,0), A(1,1) y P(z,y):

0P| = [AP| = #* 44"~z —y— L =0

11
Se trata de una circunferencia de centro (2, 2> y radio r = 2. Luego el area

serd: S = 7r? = 4w u?.

Problema 2.5.2 (2 puntos) Sean A, B y C tres puntos del espacio tridi-
mensional que verifican la relacién

CB = —3CA

a) (1 punto) Calcular el valor que toma k en la expresién AC = kAD

b) (1 punto) Si A(1,2,—-1) y B(3,6,9), hallar las coordenadas del punto
C' que cumple la relacién de partida.

Solucion:

a) Comoﬁ:ﬁ—i—B?yB?:BCﬁ:—Sﬁ tenemos
AC = AB — 3AC = 4AC = AB — k:i

b) Volvemos a utilizar la propiedad triangular, para ello cogemos como
punto auxiliar el 0(0,0,0) y el resultado del apatado anterior:

(ﬁ:@i+@:o71+i@:(1,z,_1)+i<l 1,1> _ <3 3 3)

27779 27779

3.3
L Cl=,3,=
uego (2, ,2)
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Problema 2.5.3 (3 puntos) Se consideran las funciones f(x) = 22 —2x+3,
g(z) =ax®+b

a) (1 punto) Calcular a y b para que las gréficas de f y g sean tangentes
en el punto de abcisa z = 2.

b) (1 punto) Para los valores de a y b calculados en el apartado anterior,
dibujar las graficas de ambas funciones y hallar la ecuacion de la recta
tangente comun.

¢) (1 punto) Para los mismos valores de a y b, hallar el area limitada por
las graficas de las funciones y el eje vertical.

Solucién:
a) Se tiene que cumplir que f(2) = g(2) y que f'(2) = ¢'(2):
F2)=3=4da+b

fllz)y=22-2= f'(2) =2, J(2)=2az= ¢'(2) =4a

1
luego 4a =2 = aziybzl.Conloque

=—+41
9(z) =5 +
b) En ambas funciones la pendiente en x = 2 vale m = f/(2) = 2y
el punto de tangencia comin a ambas funciones es (2,3). La recta
tangente es

y—3=2(xz—2)

y-3=2(x-2)
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c¢) El area buscada serfa:

2 22 2 (2
S:/ 22 -2 +3 - "= +1 dx:/ — —2x+2| dx =
0 2 0 2

3 ?

2 2
=|—=—-—2"+2z

;

4
0 3

Problema 2.5.4 (3 puntos) Sea el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

ar+ y+ 4dz= 1
—z+ ay— 2z= 1
Y+ zZ2= a
a) (1 punto) Discutir el sistema segun los valores del parametro a.

b) (1 punto) Resolver el sistema para a = 2.

c¢) (1 punto) Resolver el sistema para a = 1.

Solucion:
a)
a 1 4|1
A= -1 a -2|1 |, |[A/=d*4+2a-3=0=—=0a=1, a=-3
0 1

» Sia #1ya# —3 = Rango(A) =Rango(A) = 3 = n° de
incégnitas = Sistema Compatible Determinado. (Solucién 1ini-

ca)
m Sia=1:
1 1 411
A= -1 1 -2]1
01 1|1

Como la segunda columna y la cuarta son iguales Rango(A) =
Rango(A) < n° de incégnitas = Sistema Compatible Indeter-
minado. (Infinitas soluciones)

s Sia=-3:
-3 1 4| 1 5
A=| -1 =3 2| 1|, |} _3‘:107é0:>
0 1 1] -3




Rango(A) = 2 < pero el menor

-3 1 1
1 -3 1|=-2840=
0 1 -3
Rango(A) = 3.
Como Rango(A) #Rango(4) = Sistema Incompatible. (No
tiene solucién).
b) Para a =2
13
rT= ——
5
20+ y+ 4z= 1 3
—z+ 2y— 2z2= 1 = ¢ y= =
y+ z= 2 5
T
5
c) Paraa=1
z+ y+ 4z= 1 —3A
+ z=1 = 1=A
y z = _ )\
2.6. Septiembre 2001 - Opcién B
1
Problema 2.6.1 (2 puntos) Sean la funcién f(t) = T
e
a) (1 punto) Calcular / f(t)dt
b) (1 punto) Se definen g(z) = / " F(t)dt. Caleular 1im 9%
0 r—0 X
Solucién:
1
a) Hacemos el cambio de variable 1+e' =z = e = z—1ydt = 1 dx

r—1

/ ! dt:/ld:czln
1+ et z(x —1)

La descomposicién polindmica seria:

1 A B A(x — 1)+ Bz

‘+C:t—ln]1+et+0

z(zx—-1) = z-1 z(x —1)
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z—0 x 0
Podemos aplicar la Regla de L’Hopital para la resolucién del limite.
Para derivar g(x) aplicamos el Teorema Fundamental del Célculo y
nos queda:

22

z—0 X

= lim ———= =
z—0 X

0

z —1In(1+ e¥) [0} ) 1
z—01+ e®

Problema 2.6.2 (2 puntos) Sea P(z) un polinomio de grado 4 tal que:
» P(x) es una funcién par.
» Dos de sus raices son z =1y = = v/5.
= P(0) =5.
Se pide:
a) (1 punto) Hallar sus puntos de inflexién.
b) (1 punto) Dibujar su grafica.

Solucioén:
P(z) = az? + b2 + ca® +de + e

» P(x) es una funcién par P(—x) = P(x):
a(—2) 4b(—z)3+e(—x)?+d(—x)+e = ar +bad +ex’+drte = bad+dr =0
Luego P(z) = ax* + ca?® + e

» Dos de sus raices son z =1y z = v/5:

r=1= P1)=0= a+c+5=0 _.Ja=
r=vV5= P(/5)=0= 5a+c+1=0

n P(O>:5:> e=2>5

El polinomio es P(z) = z* — 622 + 5
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a) Tenemos: P'(z) = 423 — 12z, P"(x) = 1222 — 12 y P"'(z) = 24x. Para
obtener los puntos de inflexién igualamos la segunda derivada a cero:

P'(z)=1222 - 12=0= o = +1
Sustituimos en la tercera derivada:

P"(1) =24 40
P"(=1) = —24 #0

Luego esta funcién tiene dos puntos de inflexién en los puntos (1,0) y
(—1,0).

b) La grafica sera la siguiente:

\Miximo(0,5)

(-2,236,0) P, Inflex(-1,0) P, Inflex(1,0) (2.236,0) *

Minimo(-1,732,-4) Minimo(1,732,-4)

Calculamos sus maximos y minimos:
Pz)=42-122=0= z=4V3, =0
Por la segunda derivada

P'(0)=-12<0
P"(—/3)=24>0
P'(\/3)=24>0

La funcién tiene un Méaximo en el punto (0,5) y dos Minimos en los

puntos (—v/3, —4) y (v/3, —4).

Ahora calculamos puntos de corte:

o1



Con el eje OY : Hacemos = = 0 y tenemos (0, 5).
Con el eje OX : Hacemos P(z) = 0 y tenemos (v/5,0) y (—/5,0).

Problema 2.6.3 (3 puntos) Se considera el tetraedro cuyos vértices son
A(1,0,0), B(1,1,1), C(-2,1,0) y D(0,1,3).

a) (1 punto) Hallar el drea del tridngulo ABC'y el volumen del tatraedro
ABCD.

b) (1 punto) Calcular la distancia de D al plano determinado por los
puntos A, By C.

c¢) (1 punto) Hallar la distancia entre las rectas AC'y BD.

Solucion:

a) Tenemos:

AB = (0,1,1)
AC = (-3,1,0)
AD = (-1,1,3)
v J k
1 1 19
s=2 01 1|i=bn-sm =Y
-3 10
01 1
1 1
V=gl -3 10 \:6\71:21}
-1 1 3
AB = (0,1,1)
b) Construimos el plano = : /ﬁ:( 3,1,0)
A(1,0,0)
0 -3 -1
m:| 1 1 Y =0=—m:2+3y—32—1=0

1 0 z

04+3-9-1] 7 _7\/Eu
VIF9+9 V19 19

¢) Calculamos las rectas r y s:

T{E -3,1,0) S:{@

A(1,0,0)

d(D,7) =

—1.0.2) ap_ (0,1,1)



7
|AC x BD| = || -3
1

d(rs)_uﬁ,@,ﬁﬁn_ T oA
T ]ﬁxgﬁ\ V4 4

0o 3 4
Problema 2.6.4 (3 puntos) Dada la matriz A = 1 —4 =5 | se
- 3 4

pide:

a) (1 punto) Comprobar que verifica la igualdad A3 + I = O, siendo I la
matriz identidad y O la matriz nula.

b) (1 punto) Justificar que A tiene inversa y obtener A1

¢) (1 punto) Calcular A0,

Solucion:
a)
0 3 4 -1 0 1 -1 0
Al = 1 —4 —5 |, A%2= 1 4 4|, A= -1
-1 3 4 -1 -3 -3 0

Luego A+ 1 =—-1+1=0.
b) B34+ 1=0= A-A2=-T= A-(-A?)=1= A1 =-42

1 0 -1
Al=-A2=| -1 -4 —4
1 3 3
-1 0 1
c) Tenemos A! = A, A? = 1 4 4|, A = -1, A* = —A,
-1 -3 -3
A5 = —A2% AS = I... Dividiendo 100 entre 6 el resto es 4 luego

AlOO :A4 — _A.
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