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Capitulo 3

Ano 2002

3.1. Modelo 2002 - Opcién A

Problema 3.1.1 (2 puntos) Se considera una varilla AB de longitud 1.
El extremo A de esta varilla recorre completamente la circunferencia de
ecuacién: z? + 32 — 4x — 2y + 1 = 0; la varilla se mantiene en todo momento
tangente a dicha circunferencia.

a) (1 punto) Determinar el lugar geométrico descrito por el extremo B
de la varilla.

b) (1 punto) Obtener la ecuacién cartesiana de dicho lugar geométrico.
Solucién:

a) Veamos un dibujo aproximado:

Como se puede ver en la figura el segmento CA = CA’ = r radio de
la circunferencia descrita por el punto A. El segmento AB = A’B’, ya
que la varilla suponemos que siempre es del mismo tamano. El dngulo
CAB = CA'B' = 90°. Luego los tridngulos formados por los puntos
ABC y A’B'C son iguales y, por tanto, CB = C'B’. En conclusién, el

55



punto B recorre una circunfenecia de centro C' y radio R = CB, que
seria concéntrica con la dada en el problema.

b) La circunferencia 22 + y? — 42 — 2y +1=0= C(2,1), r=2.

R=\AB +12=1/5

La circunferencia que buscamos es de centro C(2,1) y radio R = /5:
(x—22+@w—-12=5= 2 4+y* —4x—-2y=0

Problema 3.1.2 (2 puntos) Sean las rectas:

r—2y—6z=1 z y—1
T s — = =2z
r+y=0 2 a
a) (1 punto) Determinar la posicién relativa de r y s segin los valores de
a.
b) (1 punto) Calcular la distancia entre las rectas r y s cuando a = —2:
Solucidn:

P.(0,0,—1/6) Py(0,1,0
0 1 1/6
2
A=l2 2 1 |, 4= 00— a=—2
3
2 a 1

Sia# —2 = |A| # 0 = las dos rectas se cruzan.

Sia=-2= u =u, = (2,-2,1) y ademéas el Rango(A) = 2,
ya que g _; = —2 £ 0, luego las rectas son paralelas.
b) Cuando a = —2 hemos visto que las rectas son paralelas, luego
PP x| /53
d(r,s) = d(Py,s) = TP X ] _
|| 9
i j k 53
PP =[]0 1 1/6|]=](4/3,1/3,-2)|= —~u
3
2 -2 1
@ =3



Problema 3.1.3 (3 puntos) Sea A una matriz cuadrada que verifica A% +
2A = I, donde I denota la matriz identidad.

a) (1 punto) Demostrar que A es no singular (det(A) # 0) y expresa A~}
en funcion de A e I.

b) (1 punto) Calcular dos niimeros p y ¢ tales que A% = pI + A

(1)

cumple la relacién de partida, calcular el valor de k.

¢) (1 punto) Si

Solucién:
a) Aplicamos la propiedad |A - B| = |A| - |B|:
A2 42A=T—= (A+2DA=1= |A+20||A|=|I|=1

Si|Al =0= 0=1, lo que es imposible y, por tanto, la matriz A no
es singular (|A| # 0). Esto quiere decir que siempre tiene inversa:

A2 42A=T= (A+2DA=1= A =A+2I

b) A2=1—24
A3 = A2 A=A-242=A—2] +4A = 2] +5A

Luegop=—-2y qg=>5.

o (1 k& o o (1 Ek+2 ) (10
A _<k k2+1>:>‘4+2‘4_<k+2 k+1)2 ) "o 1

= k=-2

c)

Problema 3.1.4 (3 puntos) Dada la pardbola y = 4 — 2%, se considera el
tridngulo rectangulo T'(r) formado por los ejes de coordenadas y la tangente
a la parabola en el punto de abcisa x = r > 0.

a) (2 puntos) Hallar r para que T'(r) tenga drea minima.

b) (1 punto) Calcular el drea de la regién delimitada por la pardbola, su
tangente en el punto de abcisa x = 1, y el eje vertical.

Solucion:
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a) La pendiente de la recta tangente en x = r es m = —2r, y la ecuacién
de esta recta serd:

y— (=1 =-2r(z—r)= 2raty—(4+r%) =0

La base del tridangulo que buscamos serd el corte de esta recta con el
4412

2r

eje de abcisas, haciendo y =0 = z =

La altura del triangulo que buscamos serd el corte de esta recta con el
eje de ordenadas, haciendo z = 0 = y = 4 + 12,

La funcién a minimizar sera:

4+ r?
(4 +1?) 212
S(r) = 2r _ (4+7%)
2 4r
4+7r%)3r2—4) B
47‘2 =0= r= i%
(=00, =2/V3) | (=2/V/3,2/V/3) | (2/V/3,0)
S'(r) + — +
S(r) Creciente Decreciente Creciente

2 23
V303

S,(T) — (

Luego la funcién es minima cuando r =

b) El recinto es el siguiente:

tangente y=—2x+5

(0,0)

La ecuacion de la recta tangenteen x =les2z+y—-5=0=—= y =
—2x 4+ 5. El area es el comprendido entre esta recta y la pardbola en
el intervalo de integracién [0, 1]:

5= /01(—2:1:—1—5—(4—:132))dx _ /01(x2—2x+1)dx _
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1 1
== —1+1] =
‘3 +‘ 3"

3.2. Modelo 2002 - Opcion B

Problema 3.2.1 (3 puntos) Sean las matrices

10 -1 10 2
A= -10 2|, B=| -1 10
01 0 103

a) (1 punto) Calcular A1
b) (1 punto) Resolver la ecuacién matricial AX = BA.

Solucion:

a)

2 10
At=10 01
110
b) AX = BA= X = A"'BA:
2 10 10 2 1 0 -1 0 4
X=[001 -1 10 -1 0 2 |= 1 3 —
110 103 01 0 -1 2

Problema 3.2.2 (2 puntos) Sea la matriz

a= (13

Para cada numero real O definimos la matriz B = A — OI, donde I denota
la matriz identidad 2 x 2.

a) (1 punto) Hallar los valores de O que hacen que el determinate de B
sea nulo.

b) (1 punto) Resolver el sistema

Para los diferente valores de O.

Solucion:
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2 -3 O 0 2-0 -3
B_A_OL‘<1—2>_<0 0)‘( 1-4—0)
IBl=0%>-1= 0=+l

b) Se trata de un sistema homogéneo

2-0 ~3
BZ( ].4—0)

Por el apartado anterior tenemos que:

Si O # £1 = |B| # 0 = Sistema Compatible Determinado (solu-
ci6én unica). La solucién es la trivial z = y = 0.

Si O = 41 = |B| = 0 = Sistema Compatible Indeterminado

(infinitas soluciones):
1 -3
3A
A

3 =3
1 -1

A
A

» Si0=1

tenemos ¢ — 3y = 0 —

S
I

s Si0=-1
B =

7N

S
I

tenemosx—y:0:>{

Problema 3.2.3 (3 puntos) Sea la circunferencia de ecuacién z? + y? —
2z —4y+1=0.

a) (1 punto) Hallar su centro y su radio y dibujarla.

b) (1 punto) Hallar el punto de la curva, de abcisa cero, més alejado del
origen; hallar también la recta tangente a la curva en ese punto.

¢) (1 punto) Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto
P(3,0) razonando la respuesta.

Solucion:

a) El centro es C(1,2) y el radio r = 2
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b) Para encontrar el punto hacemos z = 0 = 3?2 —4y +1 = 0 =
(0,2 ++/3) y (0,2 —+/3). El punto més alejado es: (0,2 + v/3)

2zdx + 2ydy — 2dz — 4dy = 0 = (2y — 4)dy = — (22 — 2)dx

Y= i 2y — 4 3

3
Larectatangenteesy—2—ﬁ:\3[:n:> \/ga:—3y—6—3\/§:O

7

c;)_}

c) El dibujo es:

(3,2)

y=0 (:350)
(1,0)

Una de ellas es el eje de abcisa y = 0 y tendra de punto de tangencia
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el (2,0), ya que el punto (3,0) estd en el eje de abcisas. La otra recta
tangente que pase por este punto debe de ser x = 3, ya que el punto
de tangencia es el (3,2).

Problema 3.2.4 (3 puntos) Se considera la funcién f(z) = xe

3z

a) (1,5 puntos) Estudiar y representar graficamente la funcién f.

b) (1,5 puntos) Sabiendo que el drea de la regién determinada por la
graficade fyeleje OX entrez =0y z =p (p > 0) vale 1/9, calcular
el valor de p.

Solucion:

a) Estudio:

» Dominio: Dom(f) = R

= Signo:

(—00,0) | (0,00)
fl@)| = +
» Simetria: No hay f(—z) # f(z) y f(—z) # —f(x)
= Puntos de corte:

e Siz=0= f(0)=0=(0,0)

e Sif(r)=0= z)=0=(0,0)

» Asintotas:

e Verticales no hay
e Horizontales:

lim ze’® = oo
Tr—>r00
y=—x = sixz — —o0 entonces y — oo
, ; - P Y
lim ze’® = lim ye ¥ = lim —> = |—
T—>—00 Y—>00 Yy—>00 639

—0o0

o

-1
1m —-5—
y—00 3e3Y

Luego hay una asintota horizontal en y = 0 cuando z —

—0Q.

e Oblicuas: No hay al haber horizontales.

1
» Monotonfa: f/(z) =3Bz +1)=0= x = —3

(=00, =1/3) | (=1/3,00)

f'(x) - +
f(z) Decrece Crece
. . 1
La funcién presenta un minimo en el punto —3
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2
» Curvatura: f’(z) =3e3*(3z +2) =0 = x = -3

(=00, —2/3) | (=2/3,0)
f"(x) - +
f(x) Convexa Céncava
. . s 2 2
La funcién presenta un punto de inflexion en <—3, —32>
e

= Representacion grafica:

y=0

P, Inflexién(-0.67,-0,09 (0,0)
astexsanl . ) Minimo(-0.333, -0, 122)

b) Veamos la figura:

y=0

(0,0 (0.p)

La integral se calcula por partes u = © = du = dz y dv = 3% dx —

1
v= -
3
3z 3x
3x xe 1 3x xe 13:): 390(5C 1)
de — _Z do — L3z _ z 1
/xe YTy T3] ¢ T T 379



c (3 9 39 P=3

3.3. Junio 2002 - Opcién A

Problema 3.3.1 (2 puntos) Calcular las edades actuales de una madre y
sus dos hijos sabiendo que hace 14 anos la edad de la madre era 5 veces la
suma de las edades de los hijos en aquel momento, que dentro de 10 anos
la edad de la madre sera la suma de las edades que los hijos tendran en ese
momento y que cuando el hijo mayor tenga la edad actual de la madre, el
hijo menor tendré 42 anos.

Solucioén:
Sea x la edad de la madre, y la edad del hijo mayor y z la del hijo menor:

r—14= 5( y+2z—28) r— by— Hz+ 126=0
z+ 10 = y+2+20 —=< z— y— 22— 10=0
x—42 = y—z r— y+ 2= 42=0

Multiplicamos la 2% ecuacién por —5 y la sumamos a la 1*:

{ T ooy 5xd 126=00 1760 s — 44

—5x+ bHSy+ Hz+ 50=0

Ahora por simple sustitucion en la 2% y la 3% nos quedaria:
y+z= 34 y =18
{ Yy—z= 2 — { z =16

Problema 3.3.2 (2 puntos) Calcular el rango de la matriz A segun los di-
ferentes valores del parametro real a:

N
I

\
—_
o

\
[
w

Solucién:

2 0 a 2
A= -1 0 -1 3
5 a+4 -4 -3
Es una matriz de dimensién 3 x 4 esto quiere decir que, el rango de la matriz
como mucho serd 3. Consideramos ahora las siguientes matrices:

2 0 a 2 0 2
A= -1 0 -1 Ay =1 —1 0 3
5 a+4 —4 5 a+4 -3
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2 a 2 0 a 2
Az = -1 -1 3 Ay = 0 -1 3
5 —4 -3 a+4 —4 -3

Calculamos sus determinantes:

|Ai|=—(a+4)(a—2)=0= a=—-4a=2

[As| = —8(a+4)=0= a=—4

|A3| =12a+48=0= a=—4

|A4| = (a+4)(B3a+2)=0—= a=-4a= —% El tinico valor de a que anu-
2 2o

. , 2
la todos los determinantes es a = —4. Ademds tenemos que | 1 3

Por tanto podemos concluir de la siguiente manera:
Sia=—4elrango de A es 2
Sia # —4 el rango de A es 3

Problema 3.3.3 (3 puntos) Se consideran las cénicas C y Cy cuyas ecua-
ciones cartesianas son:

O1:92% +16y* =144 ; Cy: 927 — 16y = 144

a) (2 puntos) Identificar Cy y Cs. Especificar, para cada una de ellas, sus
elementos caracteristicos: vértices, focos, excentricidad, y asintotas (si
existen).

b) (1 punto) Hallar una ecuacién cartesiana de la parédbola de eje hori-
zontal, abierta hacia la derecha y que pasa por tres de los vértices de
la cémica Cf.

Solucion:

a) Oy : 922 +16y2 = 144 = 25+ e = 1 = 5+ = 1. Bs decir,
se trata de una elipse centrada en el origen con semieje mayor a =4y
semieje menor b = 3.

Por la igualdad fundamental tenemos que > + ¢ = a?> = ¢ =

Va2 =2 =16 —9 = V7.

Su excentricidad serd: e = £ = %.

Podemos concluir:
Focos: F'(—/7,0) F(\/7,0)
Vértices: (—4,0) (0,3) (0,—3) (4,0)

Excentricidad: e = %

Asintotas: Una elipse no tiene asintotas.

65



. 2 2 2 2 . 2 2_
Cy : 9z — 16y _144:>Lﬁﬂ_dw_1:>%_%_lEs

decir, se trata de una hipérbola donde a = 4, y b = 3, y se encuentra
centrada en el origen.
Para calcular los focos a? + 0> =2 = c=/16+9=5

Para calcular la excentricidad: e = £ = %
Las pendientes de las asintotas serian: m = 2 = % ym' = —g = —%
Teniendo en cuenta que estas asintotas pasan por el punto (0,0) las

rectas buscadas serian:

Podemos concluir:

» Focos: (—5,0) (5,0)
» Vértices: (—4,0) (4,0)
s Excentricidad: e = 2

» Asintotas:

La ecuacién general de una pardbola con vértice en el eje de abcisas
y simétrica respecto a este eje es © = ay® + by + ¢, habra que calcu-
lar estos coeficientes con la ayuda de los tres puntos que nos ofrece el
problema.

Como pasa por el vértice (—4,0), (0,3), (0, —3) por sustitucién ten-
dremos un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:
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—4 = c
4
0= 9a+ 3b+ c :c=—4,a:§yb=0:x:_y2_4

4

0= 9a— 3b+ c 9

Problema 3.3.4 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real

definida por:
1

f0=03

a) (1 punto) Hallar la ecuacién cartesiana de la recta tangente en el punto
de inflexién de abcisa positiva de la gréafica de f.

b) (2 puntos) Calcular el drea del recinto plano acotado limitado por la
grafica de f, la recta anterior y el eje x = 0.
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Solucion:

a) Para encontrar los puntos de inflexién tendremos que ver los puntos
en los que se anula la segunda derivada:

, B —2x
Fz) = (2% 4 3)2

" _ 6($2 — 1)
f (‘T) - (1‘2 +3)3

Es decir, tenemos que calcular los puntos que hacen f”(x) = 0. Como
el denominador (22 4 3)3 no se anula nunca, los puntos buscados son
aquellos que anulen el numerador, 2> — 1 = 0 = x = =+1, de estas
dos soluciones sélo nos interesa la positiva, que es la que nos pide el
problema. Si sutituimos este punto en la funcién obtendremos la or-
denada correspondiente: f(1) = %, luego la recta pedida pasara por el
punto (1, i) Para encontrar la pediente utilizamos la primera derivada
m = f'(1) = —1 En conclusién, la recta tangente serd:

L = aisy—3=0
y 4 8$ {E y -

b) El recinto pedido se calcularia mediante la integral siguiente:

/1[3—56 1 }
— dx
0 8 2 +3

Calculamos la integral

/aﬂlﬁ’)d/m;/&?/ﬁﬁl

7

w

_ V3

3 T
arctant = ? arctan —

V3

Hemos utilizado el cambio de variable % =t dx = +/3dt

Luego:
1 2 1
/{3_35— ! ]da?— ?)—I—x———arctauni =
0 8 x2 43 8 16 3 V3 0
_5 _Virm
16 18
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8.25383

B.18977

B.12652

B.063258

A.69246 I 1.3849 2.8774

3.4. Junio 2002 - Opcién B

Problema 3.4.1 (2 puntos) Hallar una ecuacién cartesiana del plano que
contiene a la recta 7:

r=14+t , y=—14+2t , z=1
y es perpendicular al plano 7:

2r4+y—2z=2.

Solucién:
Los datos que tenemos son los siguientes:

7 —
) wr=(1,2,1) L _
T'{A(l,—l,O) Ty =(2,1,-1)
Es decir, para calcular el plano pedido tendremos los siguientes datos:

(121)
T Tz =(2,1,-1)

(—)
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La ecuacién del plano vendra dada por:

1 2 x—1
2 1l y+1 |=0=m:z2—y+2—-2=0
1 -1 z

Problema 3.4.2 (2 puntos) Los puntos A(1,1,1), B(2,2,2), C(1,3,3) son
tres vértices consecutivos de un paralelogramo.
Se pide:

a) (1 punto) Hallar las coordenadas del cuarto vértice D y calcular el
area de dicho paralelogramo.

b) (1 punto) Clasificar el paralelogramo por sus lados y por sus angulos.

Solucion:

a) Los vectores que nos proporciona el problema son:AB — (L,1,1) y
BC = (-1,1,1).
Las coordenadas del punto que nos piden serdan D(xg,yo, 29). Como
BC = AD = (=1,1,1) = (mo — 1,yo — 1,20 — 1) y por tanto zp =
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0, yo = 2 z9 = 2, el punto serd D(0,2,2). El drea del paralelogramo
viene dada por Area = ]E X BT|

T 7R
ABxBC=| 1 1 1|=(0,-2,2) = Area = |AB x BC| =
-1 1 1

=22 422 =2V2

b) Primero comprobamos la longitud de los lados del paralelogramo, que
no sera otra cosa que calcular el médulo de los vectores AB y B

AB|=vIF1+1=v3 |BC|l=vITI+1=13

Es decir, los lados del paralelogramo son iguales, y por tanto, sélo
puede ser o un cuadrado o un rombo, para diferenciarlo calculamos el
angulo que forman dos de los vectores, y en el caso de que ese angulo

fuese 3§ serfa un cuadrado, mientras que en caso contrario serfa un

rombo. Cogemos AB = (1,1,1) y AD = (—1,1,1)

-14+1+1 1
oS Oy — T1X2 + Y1Y2 + 2122 _ + 1+ :7:>a7ég

Byl a3+ VBVE 3

Luego se trata de un rombo.

Problema 3.4.3 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema lineal de ecua-
ciones, dependiente del parametro real a:

T— Yy = 2
ar+ y+ 2z
z— y+ az= 1

Se pide:
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a) (1,5 puntos) Discutir el sistema segun los diferentes valores del pardmetro
a.

b) (0,5 punto) Resolver el sistema para a = —1.

c¢) (1 punto) Resolver el sistema para a = 2.

Solucion:

a) Sean las matrices A y A siguientes:

1 -1 0 1 -1 0 2
A=1] a 1 2 A= a 1 20
1 -1 a 1 -1 a 1

Vamos a calcular los valores de a que anulan el determinante de A.

1 -1 0
Al=|a 1 2|=d*+a=0=0a=0 a=-1
1 -1 a

Es decir, si a # 0 y a # —1 tendriamos que Rango(A) = Rango(A) =
3 = n° de incognitas; el sistema seria compatible determinado.
Sia=0:

1 -1 0
= Tenemos A= | 0 1 2 | donde podemos encontrar:
1 -1 0
1 -1
‘O 1‘7&0:>Rango(A)—2
1 -1 0 2
» Tenemos A=| 0 1 2 0 | donde podemos encontrar:
1 -1 0 1
1 -1 2
0 1 0|=-1%#0= Rango(A) =3
1 -1 1

= En conclusiéon si a = 0 el sistema seria incompatible.

b) Sia=—1:

1 -1 0
s Tenemos A= | —1 1 2 | donde podemos encontrar:
1 -1 -1
-1 0
1 9 # 0 = Rango(A) =2
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1 -1 0 2
» Tenemos A= | —1 1 2 0 | donde podemos comprobar:
1 -1 -1 1
2
0
1

1 0 -1 0 2
-1 1 0]=0 -1 2 =0 1 2 0]=0
1 -1 -1 -1 1

Es decir, Rango(A) = 2.

» En conclusién, si a = —1: Rango(A) = Rango(A) = 2 <n° de
incégnitas = El sistema es compatible indeterminado.

c) Si a = —1 ya hemos visto en el apartado anterior que el sistema es
compatible indeterminado, resolvemos:

T— Y = 2
-+ y+ 22= 0
r— y— =z= 1
Si a la primera le restamos la tercera nos queda z = 1 y si hacemos
y = A tendriamos el resultado:

= 2+ A
- A
=1

ISEINSI

d) Sia = 2 ya hemos comprobado que el sistema seria compatible deter-
minado, resolvemos:

T— Yy = 2
22+ y+ 2z= 0
z— y+ 2z= 1

Si a la tercera le restamos la primera tenemos: 2z = —1 = z =
1 r— y= 2 T = 1 .
2:>{2x+ y= 1 :{yz 1 Es decir:
T = 1
y= -1
_ 1
F= 73

Problema 3.4.4 (3 puntos) Se considera la funcién:

z?4+3z+1 si > —1
p =
f(x) =
% st < —1
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a) (0,5 punto) Estudiar el dominio y la continuidad de f.
b) (1,5 puntos) Hallar las asintotas de la grafica de f.

¢) (1 punto) Calcular el drea del recinto plano acotado y limitado por la
graficade f ylasrectasy =02 =1, x = 2.

Solucion:

a) Calculamos el dominio:

» Si z > 1 tenemos que f(x) = % es un cociente de poli-

nomios, y en este caso el dominio serd todo el intervalo excep-
to en los puntos en los que se anula el denominador, es decir,
[—1,0) U (0, +00).

2x

= Si z < —1 tenemos que f(x) = =%, como en el caso anterior
tenemos que buscar puntos que anulen el denominador, y resulta
que no hay ninguno. El tnico plosible seria el * = 1, pero no
pertenece al intervalo de definicién, y por tanto el dominio seré:
(—o0, —1).

» En conclusién diremos que el dominio es: R — {0}.

Calculamos la continuidad:

La funcién f(x) es un cociente de polinomios por ambas ramas, y por
tanto continua salvo en los puntos en los que se anula el denominador,
es decir, los puntos en los que es posible que no sea continua serian en
x = —1 donde puede existir un salto y por supueto en z = 0, donde
como hemos visto anteriormente no pertenece al dominio.

= Enx=-1:
2
3 1
lfm  f(z) = 1m STl
z——11 r——11 x
2
im f(z)= lim —— =1
r——1" z——1—T — 1
lim f(z)= lim f(z)=f(-1)=1
z——17+ z—r—1—
Luego f es continua en z = —1.
= Enz =0

2
1
lim f(z) = lim m:oo

r—0 r—0 x

Luego no es continua en = = 0.

» En conclusién: La funcién f es continua en R — {0}.
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b) Asintotas verticales:

s Cuando z > —1:

2
1
lim f(z) = lim S0t _ o

r—0 z—0 xT

Luego = = 0 es una asintota vertical en este intervalo.

= Cuando x < —1:
No hay ningtin valor de =z que sea menor de —1 que anule el
denominador, y por tanto, no hay asintotas verticales por esta
rama de la funcién.

Asintotas horizontales:
s Cuando z > —1:

. 2?43z +1
hm _— =

T—>00 €T

oo

Luego no hay asintotas horizontales en este intervalo.
= Cuando z < —1:

, 2x
lim
rz——ocox — 1

=2

Luego y = 2 es una asintota horizontal en este intervalo.

Asintotas oblicuas:
Recordamos que y = ax + b es una asintota oblicua si

a= lim M

T—00

b= lim (f(z)— ax)

T—>00

s Cuando z > —1:

x) z243x+1
a= lm — = lim —%— =1
Tr—00 T—>00 x
2
, L v+ 3x+1 B
b= lim (f(z) —az) = lim (F——— —z) =
3 1
lfm 221 g

T—>00 €

Luego en este intervalo habra una asintota oblicua en la recta
y=x+3.
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s Cuando z < —1:

2x

X —

a= lim f@) _ lim 2L =0
r—oo Tr—o0

Luego no hay asintotas oblicuas en este intervalo.

¢) Elrecinto comprendido entre las rectas = 1 y = 2 estd en el interva-
lo (=1, 400) donde la funcién es f(x) = % y como estd limitado
por la recta horizontal y = 0(el eje de abcisas) y la funcién, podemos
concluir con que su area vale:

72 2
2+3x+ln]a;\] =

/2x2+3x+1
1 1

2 1
da::/(:c+3+—)da::
T 1 T

4 1
:§+6+ln2—§—3—ln1:g—|—ln2

3.5. Septiembre 2002 - Opcién A

Problema 3.5.1 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

definida por:
x

@ =51

a) (1 punto) Determinar sus maximos y minimos relativos.

b) (1 punto) Calcular el valor de a > 0 para el cual se verifica la igualdad
a
/ flx)de =1
0
Solucidn:

a)

f’(x)—i—0:> z =+l
(22412 N

(—o0,—1) | (=1,1) (1,00)
e - v -

f(x) | decreciente | creciente | decreciente

Luego en el punto (—1, —1/2) tenemos un Minimo y en el punto (1, 1/2)
tenemos un Maximo.

b)

a

¢z 1 9 1 9
/0 x2+1dx:§ln(x +1) 0:1:>§1n(a +l)=1=a=Ve?-1

76



Problema 3.5.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real
definida por:
VSr—2 si z>2
flz) = _9) &
z(r—2) si z<2
a) (1 punto) Estudiar su continuidad y derivabilidad.

b) (1 punto) Hallar la ecuacién cartesiana de la recta tangente a la grafica
de f en el punto (3,1).

Solucion:

a) Estudiamos en el punto z = 2:

Continuidad:
lim f(z) = lim vz —2=0
r—2F T—2
mlirgi f(z) = xh_n>12x(x -2)=0
f(2)=0
Como

lim f(x)= lim f(z) = f(2) = f es continua en z = 2

f— T—2
Derivabilidad:
1 o
f’(x): 73%/@ si x>2
20— 2 st o x <2
f@27)=2 f@2") =
Como

f'(27) # f'(27) = f no es derivable en z = 2

b) Es en la rama x > 2:
f3)=1
1 1

2o "I 0=3

f'(w) = ;

1
y—1:§(x—3):>x—3y:0

Problema 3.5.3 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema de ecuaciones,
dependientes del parametro real A:

T+ oyt Az= A2
y— z= A
T+ Ay+ 2= A
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a) (1,5 puntos) Discutir el sistema segun los diferentes valores del pardmetro
A

b) (1 punto) Resolver el sistema en los caso en que sea posible.

c¢) (0,5 puntos) En el caso A = 2, indicar la posicién relativa de los tres
planos cuyas ecuaciones forman el sistema.

Solucion:

a)

L1 AN
A=]10 1 —-1| X | = |A| =0 siempre
1 A 1] A

Si elegimos el menor

—_ =

(1] =1+# 0 = Rango(A) = 2 siempre

Si elegimos el menor
)\2

1
0 Al=221-N)=0=A=0A=1
1 A

> = =

SiA=00A=1= Rango(A) =Rango(A) = 2 <n° de incégnitas y
el sistema es compatible indeterminado.

SiA\# 0y X # 1= Rango(4) = 3 #Rango(A4) = 2 y el sistema
es incompatible.

b) SiA=0:
r4y=0 Tr=—t
_L—0 - y=t
Y o
Six=1:
eyt —1 r=—2t
y o = y=1+t
y—z=1 J

¢) Si A =2 el sistema es incompatible y no tiene solucion.

x+ y+ 2z2= 4
y— Z 2
z+ 2y+ z= 2

Los tres planos se cortan dos a dos
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Problema 3.5.4 (3 puntos) Se consideran las rectas

9~ 2 %73 1 -1

r:

x y—1 z-3 x—=2 'y z+1
: =

a) (1 punto) Calcular la distancia entre  y s.

b) (1 punto) Hallar las ecuaciones cartesianas de la recta perpendicular
comun a r y § y que corta a ambas.

¢) (1 punto) Hallar unas ecuaciones cartesianas de la recta que corta a r
y $ y que pasa por el punto P(1,0,0).

Solucion:

— - 7 — —
r:{uT_(l’ 22) 3:{}2S (37_17 ) PP, = (2,-1,—4)

PT(Oﬂ ]‘7 3) (25 05 1)
2 -1 —4
[BP,,ur,w)| =11 =2 2||=|-35=35
3 1 -1
i j k
wxwl =11 -2 2|[=|077)|=7v2
3 1 -1
d(?" S) HPTES717T>7'ITS>” _ 35 _5\/§
’ ur x w72 2

b) La encontramos como interseccién de dos planos y para ello nos apoya-
mos en el vector perpendicular a ambas rectas u; = u; x us = (0,7,7):

al = (0,7,7) a; = (0,7,7)
mid m=(1,-2,2) m:{ w=(31,-1) t:{”l
P.(0,1,3) P,(2,0,—1) i
0 1 T
m:| 7 -2 y—-1|=0=4do+y—2z=-2
7 2 z-—3
0 3 r—2
mo | 7T 1 Y =0= 2z -3y+32=1
7T -1 z+1

£ dr+y—2=-2
]l 22—-3y+3z=1
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c¢) La encontramos como interseccién de dos planos:

~1,1,3) PP, = (1,0,-1)
il = (1,-2,2) mi{ W= (3,1,-1) t-{m

P(1,0,0) P(1,0,0) 2
11 z-1

e 1 -2 Y =0= 8z +5y+2=38
3 2 z
1 3 -1

o : 0 1 Y =0=z—-2y+z=1
-1 -1 z

8r+5y+2=38
t:
r—2y+z=1

3.6. Septiembre 2002 - Opcién B
Problema 3.6.1 (2 puntos) Hallar una ecuacion cartesiana del lugar geo-
métrico de los puntos del plano cuya diferencia de distancias a los puntos

A(0,3) y B(0,—1) es igual a 1. Identificar dicho lugar geométrico.

Solucién:
Sea X (x,y) un punto genérico, tendremos:

d(A, X) =/22 4+ (y—3)?, d(B,X)=1/22+ (y+1)?

\/$2+(y—3)2—\/x2+(y+1)2:1
422 — 60y® + 120y — 45 =0

Se trata por definicion de una hipérbola.

Problema 3.6.2 (2 puntos) Para cada valor del pardmetro real a, se con-
sideran los tres planos siguientes:

mirxt+ytaz=-2; m:xt+ay+z=-1; miar+y+z=3
Se pide:

a) (1,5 puntos) Calcular los valores de a para los cuales los tres planos
anteriores contienen una recta comun.

b) (0,5 puntos) Para los valores de a calculados, hallar unas ecuaciones
cartesianas de dicha recta comun.
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Solucion:

a)

T+  y+ az= -2 1 1 a|-2
r+ ay+ z= -1 A=]1 a 1|-1
ar+ Y+ z= 3 a 1 1 3
— A= +3a-2=0= a=-2, a=1

Sia# —2ya#1 el sistema es compatible determninado y los tres
planos se cortan en un punto.

Si a = —2 el RangoA =Rango(A) <n°® de incégnitas con lo que el
sistema es compatible indeterminado, los tres planos tienen infinitos
puntos comunes. Como ademads no son planos coincidentes, tienen por
tanto, una recta comun.

Si a = 1 tenemos que Rango(A) = 2 #Rango(A4) = 1 y el sistema
es incompatible.

b) Sia= -2
T+  y— 2z= -2 x=-5/3+ A
x— 2y+ z= -1 = r:q y=-1/3+2A
—2z+ y+ z= 3 z2=A

Problema 3.6.3 (3 puntos) Sea A una matriz cuadrada de orden n que
verifica la igualdad A2 = I, siendo I la matriz identidad de orden n.

Se pide:

a) (1 punto) Expresar A~! en térmninos de A

b) (1 punto) Expresar A™ en términos de A e I, para cualquier nimero
natural n.

¢) (1 punto) Calcular a para que A? = I, siendo A la matriz:

Solucion:
a) A2=A - A=T=— A=A"1
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b) A=A, A2 =1, A3 =A, A* =1, - luego:

An — A si nesimpar
| I si nespar

s (11 11\ (1 a+1) (10
A_<Oa 0a) \o &) \o1]~
{a—|—1—0:>a——1

2=l—qg=v1 071

Problema 3.6.4 (3 puntos) Sea f(x) una funcién real de variable real, de-
rivable y con derivada continua en todos los puntos y tal que:

f0)=1 f(1)=2 f(0)=3 [f(1)=4
Se pide:

a) (1 punto) Calcular ¢’(0), siendo g(z) = f(z + f(0)).

b) (2 punto) Caleular I 2 (2D = J@+1)

x—0 et —1

Solucion:

a)

A(f (@) (@) = [l +1) _ ¢

z—0 et
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» El punto que buscamos P” tiene que cumplir:

PP 110 2y
2 37 37 3

=P = P”:2P’—P:<

b) Calculo un plano 7 L r, que contenga a P, calculado en el apartado
anterior 7 : 2x +y — 2z = 0, y el punto de corte P; de este plano con la

recta s
z=0
s:d y=0 = 2.0+04+A=0= A=0= P, =0(0,0,0)
2=\

La recta t que buscamos pasa por los puntos O y P:

=0
OP = (0,1,1) v
t: { T = t:q y=2A
0(0,0,0) R
Problema 12.6.2 (3 puntos). Dado el sistema de ecuaciones lineales

2+ 4y = 4k
—k3r+ Ky+ kz= 0
z+ ky = k2

se pide:
a) (2 puntos). Discutirlo en funcién del valor del pardmetro k.
b) (0’5 puntos). Resolver el sistema para k = 1.

c¢) (0’5 puntos). Resolver el sistema para k = 2.

Solucidn:
a)
2 4 0|4k 2 4 0
A= -k K k| 0 |; |Al=| -k k? k|=2k(2-k)=0= k=0, k=2
1 k 0] Kk? 1 k 0

» Sik#0yk#2= |A] # 0 = Rango(A4) = 3 =Rango(4) =
n° de incégnitas = SCD Sistema compatible determinado.

» Sik=0:

2
A= 0
1

S O =
o O O
o O O

2 4
1 O‘_—47é0:>

Rango(A) = 2 =Rango(A) < n° de ncégnitas = SCT Sistema
compatible indeterminado.
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m Sik=2:

[\)

y i .

(0¢)
DN >

0
2
0

= O
[\]
e
|
&
<

_

Rango(A) = 2 =Rango(4) < n° de ncognitas = SCI Sistema
compatible indeterminado.

b)
2x+ 4y = 4 =0
—x+ y+ z= 0 = y=1
T+ oy =1 z=—1
c)
w4y = s [z
—8z+ dy+ 22= 0 y=
z=A
Problema 12.6.3 (2 puntos). Dada la funcion
el/w si z<0
_ k si x=0
f(ac) o cosx — 1 .
——— si >0
sin

hallar el valor de k para que f sea continua en z = (. Justificar la respuesta.
Solucién: f es continua en x = 0 si

lm f(x)= lim f(z) = £(0)

z— 0t z— 0~

lim f(z)= lim e /=0

z— 0~ z— 0~
, ) cosx — 1 0 ; —sinx
lIm f(z)= lim ——— =|-| = lim =0
z—s 0T z— 0+ sinx 0 z— 0+t COSZT

Como f(0)=k= k=0

Problema 12.6.4 (2 puntos).

a) (1 punto). Hallar el drea del recinto limitado por la gréfica de f(z) =
—sinx y el eje OX entre las abscisas x =0y z = 27.

b) (1 punto). Hallar el volumen del sélido de revolucién que se obtiene al
hacer girar la gréfica de f(x) = —sinz alrededor del eje OX entre las
abscisas x =0y x = 2m.

Solucion:
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a) f(xr) =—sinx =0= 2 =0y z = m. En el intervalo [0, 27] hay dos
recitos de integracion Sy = [0, 7] y S = (7, 27]

S) = / (—sinz) dx = cosz]y = —2
0

2
Sy = / (—sinz)de = cosz]" =2

S =|S1| + |Ss| = 4 u?

b)

™ ™ 1
V:27r/ (—sinac)Qd:r:ﬂ/ (1—cos2z)dx =7 <m—2sin2x)] =72}
0 0 0
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Capitulo 13

Ano 2012

13.1. Modelo 2012 - Opcién A

Problema 13.1.1 (3 puntos) Dados los puntos A(1,-1,2), B(2,0,—1),
C(0,1,3), se pide:

a) (2 puntos). Hallar todos los puntos que equidistan de A, By C. jCuales
de ellos pertenecen al plano 7 : 2x + 2y + 2z + 1 = 07

b) (1 punto). Hallar la ecuacion del plano que pasa por A, By C.

Solucion:

a) El lugar geométrico de los puntos que equidistan de A, B y C seré la
recta en la que se cortan los planos mediadores definidos entre A y B,
entre Ay C y entre B y C. Calculando dos de ellos sera suficiente.

Plano mediador entre A y B:

Ve =124+ (y+ 12+ (2 =22 = \/(z —2)2 + 42 + (z + 1)2 = 2042y—62+1 =0

Plano mediador entre A y C":

\/(x—1)2+(y+1)2+(z—2)2:\/x2+(y—1)2+(z—3)2=> r—2y—242=0

2= 147\
= _
. 204+2y—624+1=0 e uT_(,?’%?)) s _ 1 2)\
N z—2—242=0 N P —1,2,()) Y Y=ot
z =3\

Sustituimos en el plano m:
1
2(—1—1—7/\)+2<2+2)\> +2BN)+1=0= A=0
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El tinico punto es el (—1, %, 0).

b) La ecuacién del plano que contiene a los puntos A, B y C' vendra de-
terminada por:

AB = (1,1,-3) 1 -1 2—1
7 AC=(-1,2,1) = 7| 1 2 y+1|=0= Te+2y+32-11=0
A(1,-1,2) -3 1 z-2

Problema 13.1.2 (3 puntos) Dado el sistema lineal de ecuaciones:

T+ y+ 2z2= 2
—3z+ 2y+ 3z2= -2
224+ my— 5z= —4

se pide:
a) (2 puntos). Discutir el sistema segin los valores de m.

b) (1 punto) Resolverlo para m = 1.

Solucion:
a)
1 1 2 2
A=] -3 2 3|2 | = |Al=-9Im—-2T=0=—= m=-3
2 m —-5|—-4

Si m # 3 = |A] # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A) = n° de incégni-
tas = Sistema compatible determinado.

Sim = 3:
11 2 2 11
A= -3 2 3|-2 | = |4]=0, _3 o =5+#0=
2 3 -5|-4
Rango(A4) = 2.
11 2
-3 2 —2|=-44+# 0= Rango(4) =3
2 3 -4

Como Rango(A) # Rango(A) = el sistema es incompatible.
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b) Param = 1:

z+ Y+ 2z= 2 r=1
—3z+ 2y+ 3z2= -2 — (¢ y=-1
2z+ y— bz= -4 z=1

Problema 13.1.3 (2 puntos) Halla el valor de A para que la funcién

At .
— s1 x>0
322
f(z) =
sin2x .
si <0
T

sea continua. Razonar la respuesta.

Solucion:
A z2 A z?
e -1 0 2\xe 0
1, - 1’ —_— = — = 1’ _— = — =
20 42222 ) A
lim ==
rz— 0t 6 3
in2 2 2
lim f(z)= lim “oof = m = lim 2%y
z—> 0~ z—s0— X 0 z—> 0~ 1

Para que f sea continua en x = se tiene que cumplir:

m f(z) = lm f(z) = f(0)

r— 0T z— 0~
Luego
A

—=2= A=6
3

Problema 13.1.4 (2 puntos) Dado el polinomio P(z) = 2+ az? + bx +c,
obtener los valores de a, b y ¢ de modo que se verifiquen las condiciones
siguientes:

» El polinomio P(x) tenga extremos relativos en los puntos de abscisas
x=-1/3,z=-1.

» La recta tangente a la grafica de P(x) en el punto (0, P(0)) sea y =
x + 3.

Solucién:
P(x) = 2® 4+ az® + bx + c = P'(z) = 32° 4+ 2ax + b

307



1 1 2a
Pl-2)=0= - 4b=0
< 3) 3 3+
a =
P(-1)=0= 3—-2a+b=0 — b=
P'(0) =1 pendientede y=z+3 = b=1

El punto (0, P(0)) también pertenece a la recta y = = + 3 luego para x =
0= y=3=— P(0) =3 = c¢=3 El polinomio buscado es

Px) =2 +222 + = +3

13.2. Modelo 2012 - Opcién B

Problema 13.2.1 (3 puntos) Sabiendo que la funcion F'(x) tiene derivada
f(z) continua en el intervalo cerrado [2, 5], y, ademas, que:

F(2)=1, F3)=2, F(4)=6, F(5)=3, f(3)=3 y f(4) =1
Hallar:

5
a) (0,5 puntos)./2 f(x)dx
3
b) (1 punto). /2 (5f(z) - 7) da

4
¢) (L5 puntos). /2 F(2)f(z) da.

Solucion:

5
a) /2 flx)de = F(5) = F(2) =3 —1 =2

b) /23(5f(x)—7)dx:5/23 f(x)dx—7/23 dr —

=5(F(3)—F(2)-7(3-2)=5(2—-1)—7=—2

c) /4 F(z)f(z)dz = (F(f’“”))Qr F(A? F(2)? _36 1 _35
2 2

2
Problema 13.2.2 (3 puntos) Dado el sistema:

z+ 2y= 1
3+ y= —a
=3+ 2ay = 7

se pide:
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a) (1,5 puntos). Discutir el sistema segun los valores del pardmetro a.

b) (1,5 puntos). Resolver el sistema cuando sea compatible..

Solucién:
a)
1 2] 1
A= 3 1|-a | = [A]=2d*+12¢-32=0=—= a=2, a=—8
-3 2a| 7
1 2
3 1 = —5# 0 = Rango(A) =2

Sia#2ya#—-8= |A] # 0 = Rango(4) = 3 #Rango(A) = el
sistema es incompatible.

Si a = 2 = Rango(A) = 2 =Rango(4) = n° de incégnitas y el
sistema es compatible determinado.

Si a = —8 = Rango(A) = 2 =Rango(A) = n° de incégnitas y el
sistema, es compatible determinado.

z+ 2y= 1 . r=—1
3r+ y= -2 y=1

z+ 2y= 1 . z=3
d3z+ y= 8 y=—1

Problema 13.2.3 (3 puntos) Dados los planos de ecuaciones:

b) Sia=2:

Sia=-8:

mix—2y+22+4=0, 7'=20+2y—2-2=0
se pide:

a) (1 punto). Obtener la ecuacién en forma continua de la recta que de-
terminan.

b) (1 punto). Hallar todos los puntos que equidistan de 7 y 7.

Solucioén:
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r—2y+224+4=0 T=—2X
: 23:—1—2y—z—2:0:>r: y =5\
z=—2+46A
En su forma continua:
T (T
r.—=5==
-2 5 6
J k
Up =Up XUy =| 1 =2 2 |=(=2,56); P.(0,0,—2)
2 —1

b) Sea P(x,y,z) un punto tal que d(P,7) = d(P,n’):

v —2y+22+4] 2042y —2z-2|
V9 V9

Luego tenemos las soluciones siguientes:

= |z—2y+2z+4| = |20+2y—2—2]

r—2y+224+4=224+2y—2—-2= x2+4y—32—-6=0
x—2y+2z24+4=—-22+2y—2—-2)= 3zx+2+2=0

Problema 13.2.4 (2 puntos) Dadas las rectas

r+3 y—-9 =2-8 z—=3 y—-9 x-—8

"G 4 1 % 3 9 —9

se pide:
a) (1 punto). Hallar la posicion relativa de las rectas r y s.

b) (1 punto). Hallar la distancia minima entre r y s.

Solucion:
a)
- =
. uT—(*67474) . . us—(37*2a*2) . _
r.{ PT(—3,9,8) ;S8 Ps( ,9,8) ; PTI_DS—(6,O,O)
6 0 0 6 0
—6 4 4 |=0; up=-2uy 6 4‘:247A0
3 -2 -2

Las dos rectas son paralelas.
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b) Como las dos rectas son paralelas se coge un punto al azar de una de
las rectas y se calcula la distancia desde este punto a la otra recta:

Prjs _r> 2
d(r,s) =d(Ps,r) = PPy X @] = 12\/1—7 u

7|
i ]k
BExm=|| 6 0 0| =[240,-1,1) = 24V2; |w}|=2V17
—6 4 4

13.3. Junio 2012 - Opcién A

Problema 13.3.1 (3 puntos) Dadas las matrices

E kK2 12 4 x
A= 1 -1 k|, B= 6 |, C=|31], X=1|wuw
2%k —2 2 8 3 z

se pide:
a) (1,5 puntos) Hallar el rango de A en funcién de los valores de k.

b) (0,75 puntos) Para k = 2, hallar, si existe, la solucién del sistema
AX = B.

c¢) (0,75 puntos) Para k = 1, hallar, si existe, la solucién del sistema
AX =C.

Solucidn:

a)
Al =4k(k* —1)=0= k=0, k=+1

» Sik#0o0k#+l = Rango(4)=3

= Sik=0:
0 00
A=]11 -1 0 | = Rango(4) =2
0 -2 2
= Sik=1:
1 11
A=]11 -1 1 | = Rango(4) =2
-2
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s Sik=-1:

-1 -1 1
A= 1 -1 —1 | = Rango(4)=2
-2 -2 2
b) Sik=2:
1/12 —-1/2  1/3 12 2/3
AX=B= X=A'B=| 1/4 -1/)2 0 6 | = 0
/12 1/2 —1/6 8 8/3
2 2 4 1/12 —-1/2  1/3
A=11 -1 2 | = A1=| 1/4 —1/2 0
4 -2 2 /12 1/2 —-1/6

c) Si k=1 el sistema AX = C tiene como matriz asociada:

1 1 14
A= 1 -1 1|3 |, Rango(A) =2
2 =2 213
1 1 4
1 —1 3|=20+#0= Rango(A) =3
2 -2 3

Como Rango(A) #Rango(A) = el sistema es incompatible y no tiene
solucién.

Problema 13.3.2 (3 puntos) Dados los puntos P (1,3, —1), P»(a,2,0), P3(1,5,4)
y P4(2,0,2), se pide:

a) (1 punto). Hallar el valor de a para que los cuatro puntos estén en el
mismo plano.

b) (1 punto). Hallar los valores de a para que el tetraedro con vértices en
P, P,, P53, P, tenga volumen igual a 7.

c¢) (1 punto). Hallar la ecuacién del plano cuyos puntos equidistan de Pj

y de P3.
Solucidn:
a) Tenemos P1P; = (a—1,-1,1), PLP3; = (0,2,5), PP, = (3,-3,3):
a—1 -1 1 4
0 2 5 :7(3a—4):O:>a:g
1 -3 3
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—1 -1 1

1] _
=4l 0 2 5| = Ba—dl—6— { 2103
6 1 _3 3 a=-2/3

c)

V=124 =32+ 112 = /@ - 12+ -52+ (-4 =
4y+ 102 —-31 =0

Problema 13.3.3 (2 puntos) Hallar a, b, ¢ de modo que la funcién f(z) =
23 + ax? + bx + ¢ alcance en = 1 un méximo relativo de valor 2, y tenga

en x = 3 un punto de inflexion.

Solucién:
f(x) = 322 + 2ax + b, f"(z) =6z +2a

f)=0= a+b+c=1 a=-9
F()=0= 2a+b=-3 = { b=15
f"3)=0= a=-9 c=-5

f(z) =23 — 922 + 152 — 5
Problema 13.3.4 (2 puntos) Calcular razonadamente las siguientes inte-

grales definidas:
s
» (1 punto). / e cos x dx
0
sin 2z

/2
= (1 to). _—
(1 punto) /0 1+ cos?2x a:

Solucidn:
m 2

= (1 punto). / e cosx dr = —5(627r +1)
0

: 2x

u=coszx = du= —sinz cos e 1 9

I:/e%cosxdx: 9 1Lox | = +7/e”"sinxd;v:
dv=e*"dr = v=ge 2 2

u=sinxr => du = cosz cosze?® 1 [sinze*® 1 2
= = — - | e cosxdr

dv = e2* dy — v:%e% 2 +2 2 2

e2$

coswe?  1sinze?® 1 1 (2cosx +sinx)
- - Iy N
2 + 2 2 4 * 4 4
9 : 2x
/ o2 cos 1 dir — (2cosx +sinx)e
)
T/2  sin2x 1 T2
. /0 1T cos2 22 dx = ~5 arctan(cos 2x)} . =1
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13.4. Junio 2012 - Opcién B

Problema 13.4.1 (3 puntos) Dadas las funciones

3z +In(z+1)

2 -3

f(x) , g9(z) = (Inz)*, h(x) = sen(m — x)

se pide:

a) (1 punto). Hallar el dominio de f(z) y el lim f(z).

Tr—>—+00

b) (1 punto). Calcular ¢’(e).

c¢) (1 punto). Calcular, en el intervalo (0, 27), las coordenadas de los pun-

tos de corte con el eje de abscisas y las coordenadas de los extremos
relativos de h(x).

Solucion:

2) Dom(f) = (V3,0)

= lim =3
r—>400 2z

2v/z22-3

1
. 3x—l—ln(x+1): {OO} , 3+ 41

T—+00 r2 3 00

g (z) = (Inz)”* <ln(ln($) + lnlzv) = ¢'(e) =1

c) h(z)sen(r —z) =0= w—x =kr = x = (1—k)m,, el tnico punto
de corte en este intervalo es en x = 7.

1
h'(z) = —cos(m — ) =0 = ﬂ—x:g+k;7r:> ;U:ﬂ(Q_]{)

3T

T
L =—,x=—.
uego T = o, T = -

Problema 13.4.2 (3 puntos) Dadas las rectas

z=-1-—AX
r—2 y—1 =z
T = === 1= y=34+ A
3 -5 B
z=25

se pide:
a) (1 punto). Estudiar su posicién relativa.

b) (2 puntos). Hallar la minima distancia de 1 a 7.
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Solucion:

r {11“—7'1>:(37_5?2) {U—T;Z(_lalvo) —>_
1- 2 1

P, (2,1,0) P.,(—1,3,5)
a)
-3 2 5
3 =5 2 |=-8#0= r;yry se cruzan
-1 10
b)
s
d(T’l 7“2) _ Prlpfzvqm)’@” _ |_8| _ 4\/§
’ Ur] X Urj| 2v3 3
i j k
@ xaml=1] 3 -5 2||=|(-2,-2,-2)=2v3
-1 1 0

0 1 2 4 -1 1 -2
A=| -2 -1 0|, B=| -2 -3 -7 -8
1 1 3 2-a 3+a 3

se pide:

a) (1 punto). Estudiar el rango de la matriz B en funcién de a.
b) (1 punto). Para a = 0, calcular la matriz X que verifica AX = B.

Solucioén:

a)
4 -1 1
|Bi| =] —2 -3 —71=40(1-a)=0= a=1
3 2—a 3+a

Luego si a # 1 = Rango(B) = 3. Sia = 1:
4 —1 1 -2
B=| -2 -3 -7 -8
3 1 4 3
|Bﬂ = |B2| = |Bg| = |B4| =0= Rango(B) =2
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b) Sia=0:

0 1 2 4 -1 1 =2
A=| -2 -1 0|, B=| -2 -3 -7 -8
1 01 3 2 3 3
AX=B=— X=A"'B:
—1/4 —1/4 1/2 4 -1 1 =2 1 23 4
X = /2 —-1/2 -1 -2 -3 -7 -8 |=10 -11 o0
1/4  1/4 1/2 3 2 3 3 2 00 -1

Problema 13.4.4 (2 puntos) Calcular el valor del determinante

r 1 1 1
1y 11
11 2 1
111 1
Solucién:
DO paemy [t b
11 2 1]° ?2:? =l 0 o z-1 o @ DEDE
1111 3 1 1 11

13.5. Junio 2012 (coincidente)- Opcién A

Problema 13.5.1 (3 puntos) Dada la funcién f(x) = cos? x, se pide:

a) (1 punto). Calcular los extremos relativos de f en el intervalo (—m, )
b) (1 punto). Calcular los puntos de inflexion de f en el intervalo (—m, )
c¢) (1 punto). Hallar la primitiva g(z) de f(x) tal que g(w/4) = 0.
Solucidn:
/ . . km
fi(x) =—2sinxcosz = —sin2z =0= = = 5 keZ

a) En el intervalo (—m,7) sélo hay tres soluciones: x = £7/2 y o =
0. Analizamos estos extremos por el criterio de la segunda derivada.
f"(x) = —2 cos 2u:

f"(0) = =2 < 0 = en x = 0 hay un Maximo

1" (;T) =2>0= en z =0 hay un Minimo

f" <_g) =2>0= enz =0 hay un Minimo
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k
f(x) = —2cos2r =0 = azz%%—g, keZ
En el intervalo (—m, ) las soluciones seran: © = £7/4 y x = £37/4.
Analizamos estos puntos por el criterio de la tercera derivada. f'(z) =
4 8in 22

f" (£7/4) = +4 # 0 = en = = +7/4 hay un punto de Inflexién

" (£37/4) = +£4 # 0 = en x = +37/4 hay un punto de Inflexién

1 2 9 9
g(@:/comdmzfmdx:ww

2 1
9+ sin /2 2 2
glrjay = T2ESIT/Z o TE2 o oo T
1 8 8
() 2x + sin 2x T+ 2
T) = —
g 1 8

Problema 13.5.2 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

3+ 2y+ (a—1)z= 1
—z+ ay+ Z =
20+  y— 2z =

w O

se pide:
a) (2 puntos). Discutir sus soluciones segun los valores de a.

b) (1 punto). Hallar la solucién del sistema para a = 1.

Solucién:
a)
3 2 (a—1)]1
A=| -1 a 1 0 |; |A|:—2<a+)(a+2):0:>
2 1 -2 3
1
a:—i, a=—2
s Sia=—=
3 2 —1/2]|1 -
A= -1 1/2 1 |0 |[=]A|=0y 112 #0=
2 1 -2 |3



Rango(A) = 2

3 2 1
-1 1/2 0 |# 0= Rango(4) =3
2 1 3

Luego en este caso el sistema es Incompatible.

s Sia=——2:
3 2 =31 3 9
A= -1 =2 1|0 | = |Al=0y 1 9 #0=
2 1 =23
Rango(A) = 2
3 21
-1 =2 0 |# 0= Rango(4) =3
2 1 3
Luego en este caso el sistema es Incompatible.
b)
3z+ 2y =1 x=-1/3
—z+ yt 2= 0 =qy=1
20+ y— 2z= 3 z=—4/3

Problema 13.5.3 (2 puntos)

a) (1 punto). Dados los puntos P(2,1,—1), Q(1,0,2) y la recta

r =242\
r=< y=1-—-2A
z=3

determinar los puntos de r que equidistan de P y Q.

b) (1 punto). Determinar la ecuacién del plano 7 que pasa por el punto
Q@ y es perpendicular a r.

Solucion:
a)

(2422—2)24+(1-A—1)24+(3—(-1))2 = (2422—1)+(1-)1)*+(3-2)? =

13 11
A= — 15, ——.3
2:>( ’ 2’)
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2e—y4+A=0, 2-1-1-0+4A=0= A=-2

m:2x—y—2=0

Problema 13.5.4 (2 puntos) Una de las caras del paralelepipedo H tiene
vertices en los puntos A(4,2,8), B(6,4,12), C(6,0,10) y D(8,2,14).

a) (1 punto). Si el punto E(6,8,28) es otro de los vertices, hallar el volu-
men de H.

b) (1 punto). Hallar el punto E’ simétrico de F respecto del plano que
contiene a la cara ABCD.

Solucion:

AB =CD = (2,2,4); AC = BD = (2,-2,2)

a)
2o 2 4
AE = (2,6,20) = V=2 -2 2|=11243
2 6 20

b) Seguimos los siguientes pasos:

= Calculo del plano que contiene la cara ABCD:

2 2 z—4
T=|-2 2 y-2 |=0=7m1=3r+y—224+2=0
2 4 z-8

= Calculamos las ecuacién de la recta r L 7 que pasa por E:

x =064 3\
r=<{ y=8-+2A
z =28 — 2\

s Calculamos el punto de corte E” de r con

3(6430)+(840)—2(28—20)+2 = 0 = A =2 = E"(12,10,24)

E+FE
2

= E" = E' =2E"—E = (24,20,48)—(6,8,28) = (18,12, 20)
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13.6. Junio 2012 (coincidente)- Opcién B

Problema 13.6.1 (3 puntos) Dadas la recta r y la familia de rectas s,

mediante

)

z+2y=-3 _ ) 2o +2y+z=a
z=1 - r+2z=0
se pide:

a) (1,5 puntos). Hallar el valor de a para que ambas rectas se corten.
Calcular el punto de corte.

b) (1,5 puntos). Hallar la ecuacién del plano determinado por ambas rec-
tas cuando estas se cortan.

Solucién:
a)
z=—3— 2\ T =p —3-2A=up
r= = s= y:a—,u — )\:a_'u ==
B 2 2
= z=—p = —pu
A=-—1
u=—-1 = a= -3, y el punto de corte es P(—1,—1,1)
a=-3
b)
- ur = (-2,1,0) o = (1,-1/2,-1) = 1/2(2, -1, -2)
| P.(-3,0,1) | Ps(0,-3/2,-1)
u = (-2,1,0) -2 2 z+3
T=_ w=2,-1,-2) == 1 -1 gy |=0=
Py(—3,0,1) 0 -2 z-1
T=x+2y+3=0
Ty z
Problema 13.6.2 (3 puntos) . Sabiendo que | 1 1 0 | = 1, calcular los
2 3 5
siguientes determinantes:
31 0 r+1 y+1 =z
a) (1,5 puntos) | 3z y 2z |, b) (1,5puntos) | 2—z 2—y —z
6 3 10 3 4 )
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Solucion:

31 0 T Yy z
a) 3r y 2z |=—-6/1 1 0|=-6
6 3 10 2 35
z+1 y+1 =z z+1 y+1 =z z+1 y+1 =z
b) 2—x 2—y —z|= 2 2 0]|- x Yy
3 4 5 3 4 5 3 4
T oy =z 1 10 T Yy z T Yy Z Ty
211 0|4+2{1 1 0|—|2z vy 2z|4+]1 1 0]=31 1
3 45 3 45 3 45 4 5 4
P T Yy Z2
Fy =31 1 0|=3
F3— 2 3 5
Problema 13.6.3 (2 puntos) Dada la funcién
z—3
r = —
se pide:
a) (1 punto) Hallar lim f(z), lim f(x)
z—> 3T T— —3~
b) (1 punto) Hallar xgn}roo f(x), xgnloo f(zx)
Solucién:
a)
§ r—3 . r—3 . Vr—3
lIim ——= lim ———= lim ——
z— 3t /22 —9 z—> 3T mm z— 3+ \/m
, z—3
Iim ——=-x
z— 3= /22 —=9
b)
m 23—
r— +00 2 -9
m 23—y

Problema 13.6.4 (2 puntos)
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8
a) (1 punto) Sea f(x) una funcién continua tal que / f(u)du = 3.
1
Hallar

/2 f(z®)x? dx
1

b) (1 punto) Hallar el dominio de definicién y las abscisas de los puntos
donde la funcién

F(z) = \/(x — 3)(9 — 2)?

alcanza sus maximos y minimos relativos.

Solucion:

2)
/1 f($3)x2dx:[u::r3]:§/1 fu)du=1

b) Dom(F(z)) = [3,400)

Flay=2@=9E=9) o 5 g
2y/(x —3)(9 — )2
(3,5) (5,9) (9, 00)
F'(x) + — +
F(x) | creciente | decreciente | creciente

En el punto (5,41/2) hay un méximo relativo y en el punto (9,0) hay
un minimo relativo. En el punto (3,0) hay un minimo global.

¥

(5,5.656854249)

3.0 00
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13.7. Septiembre 2012 - Opciéon A
Problema 13.7.1 (3 puntos) Dada la funcién

Fz) = 3r+ A si <3
) 4410z —2% si x>3

se pide:

a) (1 punto). Hallar el valor de A para que f(z) sea continua. ;Es deri-
vable para ese valor de A?

b) (1 punto). Hallar los puntos en los que f'(z) = 0.

c¢) (1 punto). Hallar el maximo absoluto y el minimo absoluto de f(x) en
el intervalo [4, 8].

Solucioén:

a)
lim f(z)=6+A4; lim f(x)=17
x—> 37T

r— 3~

9+ A=17T— A=8

f(a:)— 3r +8 si x<3 :>f’(:c)— 3 si x<3
T ) 4410z —22 si >3 T ) 10—-2z si ox>3

f'(37)=34# f/(37) =4 = no es derivable en z = 3
b) f'(z) = 0 sélo en el intervalo (3,00) y serd: 10 —2x =0=—= x =5

c) f(4) =20, f(8) =12, f(5) = 21, luego tendriamos un maximo abso-
luto en el punto (5,21) y un minimo absoluto en el punto (8, 12).

Problema 13.7.2 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

3z+ ay+ 4z= 6
z+ (a+1)y+ =z= 3
(a —1)z— ay— 3z= -3

se pide:
a) (2 punto). Discutir el sistema segun los valores de a.
b) (1 punto). Resolverlo para a = —1.

Solucioén:
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3 a 4 6
A= 1 (a+1) 1| 3| |Al=-3¢*-8a-5=0= a=-1, a=-5/3
(a—1) —a —3|-3

» Sik# —10k# —5/3 = Rango(4) = 3 =Rango(A) = n°
de incégnitas, y el sistema es compatible determinado (solucién
Unica).

» Sik=-5/3:

3 =5/3 4| 6

A= 1 -2/3 1| 3 |=
~8/3 5/3 —3|-3

le g‘:6#0=>Rango(A):2

3 4 6
1 1 3|=-4+#0= Rango(A)=3
~8/3 -3 -3

Luego Rango(A) #Rango(A) y el sistema es incompatible (no
tiene solucién).

m Sia=-1:

3 -1 4] 6
A= 1 0 1 3 |; F3=F—F;
-2 1 -3|-3

Luego en este caso el sistema es compatible indeterminado (in-
finitas soluciones).

b) Sia=—-1:

v~ y+ 4z= 6 _ r=3-X
T+ z= 3 y

Problema 13.7.3 (2 puntos) Se dan la recta r y el plano 7, mediante

r—4 y—-1 z-2
2 -1 3

, T=2x+y—22—7=0

r

Obtener los puntos de la recta cuya distancia al plano es igual a uno.

Solucion:
I [ @=(2.-13)
r=¢ y=1-\ = r= P.(4,1,2)
z =243\ T



124+ 20) + (1 = A\) — 2(2+3X) — 7|
Vit1+4

3A+2=3= A=1/3=> P(14/3,2/3,3)
—3\—2=3=> A=-5/3 = P,(2/3,8/3,-3)

1=d(P,m) =
3)\+2]:3=>{

Problema 13.7.4 (2 puntos) Dadas las rectas

r= = = — =

2 2 “2" T 2w tz=4

r—1 y—2 z { z+y=4
se pide:

a) (1,5 puntos). Hallar la ecuacién del plano que pasa por A(2,3,4) y es
paralelo a las rectas r y s.

b) (0,5 puntos). Determinar la ecuacién de la recta que pasa por B(4, —1, 2)
y es perpendicular al plano hallado anteriormente.

Solucién:
a)
i 7 k
=11 0|=(1,-1,-2)
2 0 1
= (2,2,-2) 2 1 z-2
T up=(1,-1,-2) = 7:| 2 -1 y—3|=0= 32—y+22-11=0
A(2,3,4) -2 -2 z—-4
b)
. uf = (3,-1,2) :>:U—4:y—{—1:z—2
- Pt(47_172) 3 7]. 2

13.8. Septiembre 2012 - Opcién B

Problema 13.8.1 (3 puntos) Dado el punto P(2,1,—1), se pide:

a) (0,5 puntos). Hallar el punto P’ simétrico de P respecto del punto
Q(3,0,2).

b) (1,25 puntos). Hallar el punto P” simétrico de P respecto de la recta
r=r—1=y—1==z.

c¢) (1,25 puntos). Hallar el punto P simétrico de P respecto del plano
T=x+y+z=3.

Solucion:
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P'+P
2

=Q= P =2Q - P=(4,-1,5)
b) Calculamos un plano 7 L r que contenga a P
r+yY+z2+A=0= 24+1-14+XA=0= A=-2= z+y+2—2=0

Calculamos el punto de corte P; de 7w con 7:

r=14+ A
r: y=14+2A
z=A

I+ +0+N)+A2—-2=0= A=0= P1(1,1,0)
Por ultimo:

P//+P
2

=P = P”:2P1—P:(0,1,1)

c¢) Calculamos una recta r L m que contenga a P:

@ =(1,1,1) v=24A
T P2,1,-1) =< y=1+2A
T z=—-14+X

Calculamos el punto de corte P> de 7w con 7:

1 74 2
24X+ (1+X) +(-1+X) =3 =0= A= = P2(3,3,—3)

Por ultimo:

P/l/ + P

85 1
5 :P2:>P”I:2P2—P:< >

373 3
Problema 13.8.2 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = x?sinz, se pide:

a) (1 punto). Determinar, justicando la respuesta, si la ecuacién f(z) =0
tiene alguna solucién en el intervalo abierto (mw/2,7).

b) (1 punto). Calcular la integral de f en el intervalo [0, ].

c¢) (1 punto). Obtener la ecuacién de la recta normal a la grafica de y =
f(z) en el punto (m, f(m)). Rectierdese que la recta normal es la recta
perpendicular a la recta tangente en dicho punto.

Solucion:
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a) #2 #0en (7/2,7) y sinz # 0 en (7/2,7), luego podemos concluir que
f(z) =2?sinz # 0 en (7/2, 7).

b) La integral se calcula por partes:

2 . u =2’ = du = 2xdx 9
zesinx dx = . = —z“cosz+2 | wcosxdxr =
dv=sinxdr — v = —cosz

_[ u=x=— du=dz

. = —2%cosz+2 msinx—/sinxdm =
dv =cosrdr — v =-sinx

= —2?cosz + 2zsinz + 2cosz = (2 — %) cosx + 2z sinz

/ J:Qsinxda::(2—:62)cosx+2xsina:}g:7r2—4
0
c) f'(x) =2zxsinz + 2%cosz, f/(r) = —7m2 = m = 1/72, f(x) =0:

y = — (@ —m) recta normal
m

y = —7m?(x — 7) recta tangente

Problema 13.8.3 (3 puntos) Sean @, 7, Ty de R3, vectores columna.
Si

det(@, D, d) = -1, det(@, @, d)=3, det(D,?,d)=—
calcular razonadamente el determinante de las siguientes matrices:
a) (0,5 puntos). det(ﬁ,?)j, 7)
b) (0,75 puntos). det(@ — _b>, z, —7)
c¢) (0,75 puntos). det 7 +37 27 -37@ + 7)

Solucién:

a) det(ﬁ,Sj,z> :?niet(ﬁ,j,f> = —3det(@

Y

T
b) det(@—b, 7, —d) = det(@, @, — d ) +det(—
5

,d)=3

2, —d)=-3-2=

) det(d+37,2@, 0 37+7 — det(d, 27, ) +det(d, 2@, -37)+
det@ 2@, d)+det(3T 27, b)+det(3b 27, 3_>)+det(3b 23 7)
—240+04+0+0+6=14
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Problema 13.8.4 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

r— 2z = 2
ax— y+ z= =8
2+ az = 4

se pide:
a) (2 punto). Discutir el sistema segin los valores de a.
b) (1 punto). Resolverlo para a = —5.
Solucion:
)

A=|la -1 1|-8 |; |4=-a-4=0= a=—-4

» Sia# —4 = |A| # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A) =n° de
incognitas y el sistema es compatible determinado.

s Sia=—4
1 0 -2 2 _—
A= -4 -1 1|-8 |;|4] =0, 4 -1 = —1# 0 = Rango(A) =2
2 0 -4 4
10 2
|A1| = [A[=0;]As]=| -4 -1 -8 =0
2 0 4
1 -2 2 0 -2 2
2 4 4 0 -4 4
Como
1 0 _
4 1 = —1# 0= Rango(4) =2

Luego cuando a = —4 tenemos que Rango(A) = 2 =Rango(A) <
n° de incégnitas y el sistema es compatible indeterminado.

b)
r— 2z = 2 =2
—5z— y+ 2= -8 =>4 y=-2
2r— 5z = 4 z=0
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Capitulo 14

Ano 2013

14.1. Modelo 2013 - Opcién A

Problema 14.1.1 (3 puntos) Dada la funcién

222 +3x .
—— si o x <0
r—1

f(x): a si =0
e~/ si x>0

se pide:
a) (1 punto). Determinar el valor de a para que f sea continua en z = 0.
b) (1 punto). Para ese valor de a, estudiar la derivabilidad de f en x = 0.

c¢) (1 punto). Hallar, si las tiene, las asintotas de la grafica y = f(x).

Solucion:
a)
222 + 3z
1f = lim = —=0; I = I Uz —0; f(0)=
A f@)= lm oy =0 iy, fle) =l e [0 =a
Luego a = 0.
b)
202 —4x — 3 <0
si @
(z — 1)
f,(if) = 0 si =0
1
7671/1 si >0
x




F(0+h) = f(0) e t/h

0~ — 3. (ot — l’ — 1/ —
SO =3 f07) =, lim h w0t h
1/h  [oo ) -1/n* I
e oo] = S zern =, cn =0

Como f'(07) # f/(07) = f no es derivable en z = 0.

c) Siz<O0:

= Verticales: La tnica posible serfa en x = 1, pero no esta en la
rama y, por tanto no es valida.

s Horizontales: No tiene

3 222 + 3z
Im — =-00
r——o00 1 — 1

s Oblicuas: y = mx + n:

9 2
m= tim 1% =T T3
T— —00 I r——00 ¢4 — 1
, i 222 + 3z
n = wirrioo(f(x) — mx) —xgnioo <w— 1 —2x> =

lfm ( i ):5:> y=2x+5
z— —oco \x — 1

Siz>0:

= Verticales: No puede haberlas.

» Horizontales: y =1

lim e V7T =¢'=1
xr— +00

s Oblicuas: No hay por haber horizontales.
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Problema 14.1.2 (3 puntos) Dado el sistema

z+ 2y+ (m+3)z= 3
2+ y+ (d+m-m?z= 3
2x+  dy+ 3(m+2)z= 8

se pide:
a) (2 puntos). Discutir el sistema segin los valores de m.

b) (1 punto). Resolverlo para m = 2.

Solucion:
a)
1 2 m+ 3 3
A= 11 44+m-m?|3 | = |Al=—-m=0= m=0
2 4 3m+2) |8

Sim # 0= |A| # 0 = Rango(A4) = 3 =Rango(A) = n° de incégni-
tas = Sistema compatible determinado.

Sim=0:
1 2 3(3 1 9
A= 11 43 | = A=0 |, {|=-1£0=
2 4 618
Rango(A) = 2.
1 3
1 1 3|=-2%#0= Rango(4)=3

Como Rango(A) # Rango(A) = el sistema es incompatible.

b) Para m = —2:

4+ 2y+ z= 3 r=-2
T+ yYy— 2z2= 3 = y=3
2z+  4dy+ = 8 z=-—1

Problema 14.1.3 (2 puntos)

a) (1 punto). Hallar el punto de corte entre el plano 7 = 6x—y+3z = —2
y la recta r que pasa por el punto P(1;2;0) y es perpendicular al plano
mo =2z + 3y — 2z = 8.
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b) (1 punto). Hallar el punto comtn a los tres planos ms3; 74; 75 siguientes:
m3=br+2y+7z2=4; my=x+2y—32=10

y 75 el plano definido por las rectas

3 3 7
rlzx; :%224—3; r25x+2:y:z;
Solucion:
a)
T == (2,3, 1) z=1+24
T = r:< y=2+3XA
P.(1,2,0 )\

6 —y+32=-2= 6(1+2)) = (2+3) +3(-)) = 2=
A=-1= P/(-1,-1,1)

2 1 z+2
| 3 1 Y =0= 75:52—3y—z2= -3
1 2 z+47
S5+ 2y +T7z=4

P:¢ z4+2y—32=10 = P(1,3,-1)
or — 3y —z = —3

Problema 14.1.4 (2 puntos) Dados el plano m = x —y + 2z = 1 y la recta
_y+1l =z

r

x
-6 1 2
se pide:

a) (1 punto). Determinar la posicién relativa entre el plano 7 y la recta
r.

b) (1 punto). Determinar el plano que contenga a r y pase por P(1;1;1).

Solucion:
a)
@ = (~6,1,2) =04
T P.(0,~1,0) = r:q y=-14+A
T Y Y 2= 2)\

r—y+2z=1= (=61 —(-14+X)+22\) =1=
A =0=> se cortan P'(0,—1,0)
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b)

T e ﬁ’z(l,ll) == T: 1 2 y+1|=0= m :3x—8y+132 =38
P(111) 21 z

14.2. Modelo 2013 - Opcién B

Problema 14.2.1 (3 puntos)

a) (1 punto). Hallar, si existe, el punto de corte de las rectas

{ r—y=2 xr=—1+42\
1: __ ) T y:2+)\
r+y+z=3 N

b) (1 punto). Determinar el valor de a para que los planos

mirx+2y+z2z=3 mo:2x+3y—2=2>5
ms:2x + 2y +4z =3 msx+3y=a

tengan un tnico punto en comun.
c¢) (1 punto). Hallar la recta paralela a los planos
m5:2r+dy—2=2; mg:6r—y+2=38

que pasa por el punto P(1;5; —3).

Solucién:
a)
T.{J:y:2 — - gZzJFM
1: . : =
r+y+z=3 s=1-2
24 pu=-142X A=5
=2+ A = pu="7 = 1-2(7) # —5 = se cruzan
1—-2u=-X 1—-2u=-X

Otra forma:

P, (2,0,1) P.,(—1,2,0)
1 1 -2
2 1 —1|=-8#0= r1y re secruzan
-3 2 -1
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z+ 2y+ 2= 3 1 2 113
2z4+ 3y— z= 5 N 2 3 —-1|5
204+ 2y+ 4z= 3 12 2 413
x+ 3y = a 1 3 0fa
1 2 1
2 3 —1|=-8%#0=— Rango(A4)=3
2 2 4
12 1 3
2 3 -1 5 9
9 9 4 3 —36—8a—0:>a—§
13 0 a

Si a = 9/2 = Rango(4) = 3 =Rango(A) =n° de incdgnitas y el
sistema tiene solucidon tnica. Se trata de un sistema compatible de-
terminado. Por tanto, en a = 9/2 los cuatro planos se cortan en un

punto.
c)
i j k r=1+2A
= 2 -1 [=4(1,-2,-8) = ¢ y=5—-A
6 -1 1 z=—3—-8)\

Problema 14.2.2 (3 puntos)

a) (0,5 puntos). Representar graficamente el recinto limitado por la grafi-
ca de la funcién f(z) = Inz y el eje OX entre las abscisas x = 1/e,
T =e.

b) (1,25 puntos). Calcular el drea de dicho recinto.

c¢) (1,25 puntos). Calcular el volumen del sélido de revolucién obtenido
al girar dicho recinto alrededor del eje OX.

Solucion:

a) f(1/e)=—1, f(e) =1y f(1) = 0:
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b)

Fa)= [modo= [ ue e du = ade ] — oo [ do = a(ina-1)

Sy = F(1) — F(1/e) = 2 % S=Fle)- F(1) =1

2—e

Area = |S1] + || :'

»
(2/e0)
N ? oy

_ 2, | u=(nr)?= du:m%dx _
F(:z:)—/(lna:) dac—l Jo = do s v — o =

z(lnz)? — 2/ Inzdr =z(lnz)? — 2z(lnz — 1)

B € B B B m(e? —5) "
V= W/I/e (n2)* dz = n(F(e) - F(1/e)) = = u?

Problema 14.2.3 (2 puntos)

2 1 z t
obtener las relaciones que deben cumplir x, y, z, t para que la matriz
X verifique AX = XA.

a) (1 punto). Dada la matriz A = < L2 y la matriz X = ( vy )

b) (0,5 puntos). Dar un ejemplo de matriz X distinta de la matriz nula
y de la matriz identidad que cumpla la igualdad anterior.

c¢) (0,5 puntos). Calcular la inversa de la matriz A.
Solucioén:
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1 2
AX_XA:><2 1)(

r+2z y+2t\ [ x+2y 2x+y N
2042z 2+t ) \ z+2t 22+t

w8
~ <
~_—
Il
N
ISEE
~+~
N~
/N
N
DN

)=

T+2z=x+2y=— 2=y

Yy+2Ut=2z+y=t=x [Ty
WHz=z+2=t==zx — X = '

31
b)X:<1 3>.
(=13 23
C)A1_< 2/3 —1/3)‘

Problema 14.2.4 (2 puntos) De las matrices cuadradas A y B se sabe que:

210 —2 0 0
A+B= 2 0 0|, A2~ AB+BA—-B?>= 0 20
-1 0 2 2 —1 0
a) (1 punto). Calcular la matriz A — B.
b) (1 punto). Calcular las matrices A y B.
Solucion:
a)
—2 0 0
(A+B)(A—B)=A?—- AB+BA - B*= 0 20 |=
2 -1 0
-2 00
A-B=(A+B)™! 0 20 |=
2 -1 0
0 1/2 0 -2 00 0 10
A-B=|1 -1 0 0 20 )|=1-2 =20
0 1/4 1/2 2 -1 0 1 00
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