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Capitulo 4

Ano 2003

4.1. Modelo 2003 - Opcién A

Problema 4.1.1 (2 puntos) Determinar los valores de las constantes A, B,
C vy D para los cuales la grafica de la funcién real de variable real

f(z) = Asinz + Bz + Cx + D

tiene tangente horizontal en el punto (0,4) y ademés su derivada segunda
es f"(z) = 3sinz — 10

Solucioén:
f(0)=4= D=4

f'(z) = Acosz + 2Bz + C como f'(0)=0= A+C =0
f"(z) = —Asinzx +2B= A= -3, B=-5
Luego A=-3,B=-5,C=3y D=4
f(z) = —3sinz — 5x? + 3z + 4

Problema 4.1.2 (2 puntos) Calcular la siguiente integral indefinida:

2
4
/Ldm

22 —5x+6
Solucion:
x2+4 _ S5r — 2
22 —5x+6 +x2—5x+6
S50 -2 A B A(x—2)+ B(x—3)
22—5x+6 =x—3 x—2 22 —5x+6

bx —2=A(x —2)+ B(z — 3)

83



Six=2=— 8=-B=— B=-8

Siz=3= 13= A= B = 13. Luego:

24 13 8

22 —-5x+6 +x—3 x—2

r +4
dr= | d 13
/x2—5x+6 v /$+ /

z+13In|z —3| —8lnjz —2|=x+1n

|z — 3|3
|z — 28

Problema 4.1.3 (3 puntos) Sea M una matriz cuadrada de orden n que
verifica la identidad M? — 2M = 31, donde I denota la matriz identidad de
orden n. Se pide:

a) (1 punto) Estudiar si existe la matriz inversa de M. En caso afirmativo,
expresar M1 en términos de M e I.

b) (1 punto) Expresar M3 como combinacién lineal de M e I.

c¢) (1 punto) Hallar todas las matrices de la forma M = ( Z 2 ) que

verifican la identidad del enunciado.

Solucion:

2)

1
M? —2M =3 = (M —2)M = 3] — g(M-2)M:I:>

M~ = 1(M —2)
3

M? =2M + 3 = M3 = (2M + 31)M =

IM? 4+ 3M = 2M? 4+ 3M = 2(2M + 3I) + 3M = TM + 61

o @ b a b\ [ a+¥? 2ab
“\b oa b a | 2ab a® + b?

(30 9% 2\ [ 3+2a 9%
3”2M_<0 3>+(2b2a>< 2b3—|—2a>



a® + b? 2ab \ [ 3+ 2a 2b
2ab a?+b? | 2b 3+ 2a

a’>+ > =3+2a o=1, b==42
{ 9ab — 2b =< b=0, a==+1
= b=0, a=3

Las matrices serian:

1 2 1 -2 10 -1 0 3 0
2 1) -2 1) 0 1)’ 0o -1/’ 0 3
Problema 4.1.4 (3 puntos) Se consideran el plano 7 y la recta r siguientes:

-1 1
mrx+y—2z=06; r:x _y_z7

2 3 -1
Se pide:

a) (1,5 punto) Hallar el punto simétrico de M(1,1,1) respecto del plano
.

b) (1,5 punto) Hallar el punto simétrico de M (1,1, 1) respecto de la recta
r.

Solucion:

a) Calculamos una recta perpendicular a 7 que pase por el punto M(1,1,1):

r=1+ A
y=1+X
z=1-—2\

Calculamos el punto de corte de esta recta con el plano :
IT+A+(04+N)=-2(1-20)=6=)1=1

M'(2,2,-1)
Este punto es el punto medio entre M y el simétrico M":

_M”—FM

M g = M'=2M' M = (4,4,-2)~(1,1,1) = (3,3,-3)

b) Calculamos un plano perpendicular a m que contenga al punto M:

204+3y —2+A=0= 24+3-14+A=0= A= -4
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20 4+3y—2—4=0

Calculamos el punto de corte de este plano y la recta, para ello ponemos
la ecuacion paramétrica de la recta

=142\
y =3\
z=—1-=-A
1
2(1+2)\)+3(3)\)_(_1_)\)_4ZOZ>>\:ﬂ
8 3 15
/ — E— PR —
M <7’14’ 14)
Este punto es el punto medio entre M y el simétrico M":
M"+ M 8 3 15
M="—"— M'=2M' -M=2(=,=- -——)—-(1,1,1) =
2 (7’14’ 14) (1,1,1)

(9 _4 _22)
7T

4.2. Modelo 2003 - Opcién B

Problema 4.2.1 (3 puntos) Hallar todas las matrices X tales que XA =
AX, siendo A la matriz
11

SHICHERIEH
(o) =(re )

a=a+c=— c=0

c+d=d= c=0
a+b=b+d= a=d

Solucion:

La matriz buscada es de la forma

(5 2)
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Problema 4.2.2 (2 puntos) Para cada valor del pardmetro real k, se con-
sidera el sistema lineal de ecuaciones:

r— y= 3
2c— 3y = 2k
3r— by= k2

Se pide:
a) (1 punto) Discutir el sistema segin los valores de k.

b) (1 punto) Resolver el sistema en los casos en que sea compatible.

Solucién:
a)
1 -1} 3
_ 1 -1
A= 2 =3|2k |, 5 _3 = —1 = Rango(4) =2
3 —5|k?

A= k2 +4k-3=0=—= k=1, k=3
Sik=10k=3= |A|] # 0 = Rango(A4) =Rango(A) = 2 = n°

de incégnitas y el sistema es compatible determinado, es decir, tiene
solucién unica.

Sik#1yk#3=Rango(A) #Rango(A) = Sistema Incompatible.
rx— y= 3 )= 7
20— 3y= 2 y=4

z— y= 3 . r=3
20— 3y= 6 y=20

Problema 4.2.3 (3 puntos) Se consideran los puntos:

b) Sik=1:

Sik=2:

A(1,1,1), B(0,-2,2) C(-1,0,2) D(2,—1,-2).
Se pide:
a) (1 punto) Calcular el volumen del tetraedro de vértices A, B, C'y D.

b) (1 punto) Calcular la distancia del punto D al plano determinado por
los puntos A, By C.

c¢) (1 punto) Hallar unas ecuaciones cartesianas de la recta que pasa por
D y es perpendicular al plano determinado por los puntos 4, By C.

87



Solucion:

AB = (-1,-3,1) AC = (-2,-1,1) AD = (1,-2,-3)

-1 -3 1
1
V=gl -2 -1 1 :gu?’
1 -2 -3
b)
AB = (-1,-3,1) 1 -2 21
7l AC=(-2,-1,1) = 7:| -3 -1 y—1|=0=
A(1,1,1) 1 1 z—1
2r4+y+52—-8=0
4—1-10-8 15 /30
d(D,Tr): = g
VA+1+25 V30 2
c)
7= (2,15 =242\
r= DT(Q _1’ ;2) = 7r:{ y=—1+X
T z=—2+4+5A

Problema 4.2.4 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real
definida por:

fl@)=Ve+1-Vz
a) (1 punto) Hallar sus maximos y minimos relativos y sus asintotas.

b) (0,5 puntos) Hallar los puntos donde la grafica de f tiene tangente
vertical.

c¢) (0,5 puntos) Representar graficamente la funcién.

d) (1 punto) Calcular el area del recinto plano acotado limitado por la
grafica de la funcion, el eje OX y las rectas ¢ = —1, z = 1.

Nota: Para obtener las asintotas puede ser de utilidad la igualdad:

A3_B3

A-B=—"—
A2+ AB + B?

Solucion:
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a) Monotonia:

Wl

fla) = v (x +1)? 2

<i’/m7—€/(x+1)2> |

(00, —1/2) | (=1/2,00)
f'(z) + -

f(x) | creciente | decreciente

La funcién es creciente en (—oo,—1/2) y decreciente en (—1/2,00).
Luego en el punto (—%, \3/41) tenemos un Maximo.
Asintotas:

= Verticales: No hay

= Horizontales:

, +1-—-x
lim (Vx + 1—Jx) = [oo—o0] = lim x =
ac—>oo( ) =1 ) z—vo0 3(x 1 1)2 4+ ¢/22(x + 1)2 + Va2
1
0

lim =
e—o0 3/(x 4+ 1)2 + Ya2(x 4 1)2 + Va2
Luego y = 0 es una asintota horizontal.

= Oblicuas: No hay

fl(a) =00= {Ja2(a+1)2=0=a=0, a= -1

c) Representacién gréfica

Maximo(-0.5,1.567401051)

J x=—1 =0 \\

=0

-




4.3. Junio 2003 - Opcién A

Problema 4.3.1 (2 puntos) Calcular los siguientes limites (donde ”In”significa
logaritmo neperiano).

., In(cos(3z))
a) (1 punto) thnO In(cos(2z))

L A+ —Vi—=x
b) (1 punto) xhi% .
Solucién:
a) (1 punto)
—3sin(3z)
lm In(cos(3x)) _ [O} ~ lim cos'(Bx) ~ lim —3s¥n(3x) cos(2x)
2—0 In(cos(2z)) 0] «—0 —2sin(2z)  2—0 —2sin(2z) cos(3z)
cos(2x)
B {0] 3 m 3cos(3z) cos(2z) — 2sin(3z)sin(2z) 3 3 9
~ 0] 22-02cos(27) cos(3x) — 3sin(2x)sin(3x) 2 2 4

b) (1 punto)

- Vit+z—Vi—z WVi+z—Vi-2)(Vi+z+Vi—x)

i =1
50 dx 50 dr(vVA+x+V4—x)
A+z—(4-2) 2 1

It _
0 4e(VEt s+ vVA—z) 8

=50 dr(vV/A+x+ V4 —x)

Problema 4.3.2 (2 puntos) Dada la funcién

.73‘5—LU8

1 — 26

fz) =

a) (1 punto) Encontrar los puntos de discontinuidad de f. Determinar
razonadamente si alguna de las discontinuidades es evitable.
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b) (1 punto) Estudiar si f tiene alguna asintota vertical.
Solucién:

a) Los puntos en los que f es discontinua es en aquellos en los que se
anula el denominador, es decir, 1 — 2% =0= 2 =1, 2 = —1. Para
ver el tipo de discontinuidad calculamos el limite en estos puntos

i oxd—28 0 . bzt —8z7 . zt(5—8z%)
Jim, o) = Jim, T =[] = pim P = i
., 5—82% 1
lim = -
z—1 —0x 2

Luego la discontinuidad que hay en x = 1 es evitable.

5_ .8
x° —x -2
lim )= lim ———=|—F|=—-x
z—r—1% f( ) z—s—1+ 1 — a6 0+
5_ .8
° —x —2
lim )= lim ———=|—| =4
r——1" f( ) z—s—1— 1 — a6 {0_:| +
Luego la discontinuidad que hay en x = —1 no es evitable.
b) Por lo visto en el apartado anterior = —1 es una asintota vertical.

Problema 4.3.3 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones
(m+2)z+ (m—1)y— z=3
mr— y+ z2=2
T+ my— z=1
a) (1 punto) Resolverlo para m = 1.

b) (2 puntos) Discutirlo para los distintos valores de m.

Solucion:

a) Para m =1 el sistema queda de la siguiente manera

3o+ z=3
T— Y+ z=2 =
z+ y— z=1

IS TN
Il
N W o w
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(m+2)xz+ (m—1y— z=

mr— y+ z2=2
T+ my— z =
m+2 m-—1 -1 m+2 m—1 -1 3
A= m -1 1 A= m -1 1 2
1 m —1 1 m -1 1
m+2 m-—1 -1
[Al=] m -1 1 |=-m(m+1)
1 m -1
m=20
—m(m+1)—O:>{m:_1

» Cuandom # 0y m # —1 = |A| # 0 = Rango(A) =Rango(4) =
3 =n° de incégnitas, luego en este caso el sistema es compatible
determinado.

» Cuando m =0 = |A| =0, y como el menor g :1 =-2#0
tenemos que Rango(A) = 2
2 -1 -1 3
A= 0 -1 1 2
1 0 -1 1
-1 -1 3
Elmenor | -1 1 2 |=-1%# 0= Rango(A) =3
0 -1 1

En conclusién, cuando m = 0 = Rango(A) = 2 #Rango(A) =
3, luego en este caso el sistema es incompatible.

» Cuando m = —1 = |A| = 0, y como el menor 1 :? =
—3 # 0 tenemos que Rango(A4) = 2
1 -2 -1 3
A=1] -1 -1 1 2
1 -1 -1 1
-2 -1 3
Elmenor | -1 1 2 |=1%# 0= Rango(A) =3
-1 -1

En conclusién, cuando m = —1 = Rango(A) = 2 #Rango(4) =
3, luego en este caso también el sistema es incompatible.
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Problema 4.3.4 (3 puntos) Dadas las rectas en el espacio:

x—=2 y—-1 =z
A |
x4+l y+2 z-—1
STy T T T e

a) (1,5 punto) Hallar la distancia entre las dos rectas.

b) (1,5 puntos) Determinar las ecuaciones de la perpendicular comun a r

y s.
Solucién:
a)
P u—z:(&_ll) 5 : u_§:(2,—1,2)
1 Pr(2,1,0) 1 Ps(—1,-2,1)
i j k
U=upxus=1]3 -2 1 |=-3i—4j+k=(-3,-4,1)
2 -1 2
| 7| =vV9+16+1 =26
PP, =(-1,-2,1) —(2,1,0) = (=3, -3,1)
3 =2 1
@@ PF|=| 2 -1 2 |=2
-3 -3 1
Luego la distancia entre las dos rectas seréa:
H:IT/‘)7u—>87P7‘j s} 292
d(r,s) = =
[z V26
b)
m: <37 _27 7TS>: (27_172)
i W= (-3,-4,1) m:{ W= (-3,-4,1)
Pr(27170) Ps(_17_27 1)
3 -3 -2
m:| -2 -4 y—-1|=0=2-3y—92+1=0
1 1 z
2 -3 z+4+1
mp:| =1 -4 y4+2 |=0=Tx—-8y—-1124+2=0
2 1 z-1

z—3y—92+1=0
Tr—8y—1124+2=0
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4.4. Junio 2003 - Opcién B

Problema 4.4.1 (2 puntos) Comprobar, aplicando las propiedades de los
determinantes, la identidad:

a’> ab b?
20 a+b 2b|=(a—0b)>

1 1 1
Solucion:
a? ab b2 a? ab — a? b2 — a2 b_a? B _ a2
20 a+b 2b|=|2a a+b—2a 2b—2a | = a a @ =
) ) : ) 0 0 —a+b 2b—2a
alb—a b—a)b+a a b+a
(b—a) ( 2(b)£a) )|:(b_“)2 1 | =@ ab) = (b

Problema 4.4.2 (2 puntos) Encontrar un nimero real X\ # 0, y todas las
matrices B de dimensién 2 x 2 (distintas de la matriz nula), tales que

sy )-u(5%)
(o) (3 0)-(su)(5%)

A +3y = 3x+9y N A=3)z=0
y= 3y y=0

Solucion:

Az+3h= 3z4+9h A=3)z=0
{ h= 3h é{ h=0

En conclusion, A = 3 y © y z pueden ser cualquier valor que no cumpla

r=2z=0.
z 0

Problema 4.4.3 (3 puntos)

a) (1 punto) Dibujar la grafica de la funcién g(z) = e* — z

1
b) (1 punto) Calcular el dominio de definicién de f(z) = — y su
et —x
comportamiento para r —» o0 y £ — —00.
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c¢) (1 punto) Determinar (si existen) los maximos y minimos absolutos de
f(x) en su dominio de definicién.

Solucion:

a) El dominio de g(x) = €® — x es todo R, calculamos los méximos y
minimos de esta funcién

Jr)y=e"-1=0=¢e"=1=2=0

J'"(x) =e" = ¢"(0)=1>0

Por el criterio de la segunda derivada tenemos que el punto (0,1) es
un minimo.

Observando la segunda derivada, nos damos cuenta que ¢’ (x) = e* >
0, Vx € R = la funcién es siempre céncava hacia arriba |J.

Su gréfica serfa:

Como el denominador de esta funciéon no se anula nunca tenemos que
el dominio de f(x) es todo R.

Por otra parte, si calculamos los limites

1
lim f(zx)= lim ——— =0

T—>—00 r—0 e~ T +

xhl}HOO f(l’) - xhjlm el —x

=0

Se pueden valorar estos limites dandonos cuenta de que se puede des-
preciar e® frente x cuando x — —oo. Y por el contrario, se puede
despreciar x frente a ¢* cuando z — oo.
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En conclusién, la recta y = 0 (el eje de abcisas) es una asintota hori-
zontal.
c)

! 1—e" x

" _€2x+6x($—4)—|—2
f (.’E)— (em_$)3

= f"(0)=-1<0
Por el criterio de la segunda derivada tenemos que el punto (0,1) es
un maximo.
Problema 4.4.4 (3 puntos) Dados el plano
mix+3y—z=1

y la recta

6 2 1

a) (1,5 punto) Hallar la ecuacién general del plano 7’ que contiene a r y
es perpendicular a 7.

z+2 y-—1
S =

b) (1,5 puntos) Escribir las ecuaciones paramétricas de la recta intersec-
cién de los planos 7, 7.

Solucioén:
a) Datos:
77—
— _ X UT—(6,2,1)
Ty =(1,3,-1) r'{Pr(—Q,l,O)
1 6 =242
I 3 2 y—-1|=0=7":50—-Ty—162+17=0
-1 1 z
b)
z4+3y—z—1=0 z+3y=1+=2
S —
5 — Ty — 162 +17=0 5r — Ty = —17+ 162z
5
=24 2.
z —1-2
1
=1-=-A
Y 2
z=A




4.5. Septiembre 2003 - Opciéon A

Problema 4.5.1 (2 puntos) Dados los puntos A(1,0,1) y B(0,2,0), y el
plano m = x — 2y — 2z — 7 = 0, determinar el plano que es perpendicular al
plano 7 y pasa por los puntos A y B.

Solucién:

u_7r> = (17 _27 _1)

AB = (-1,2,-1)

1 -1 z
7=]-2 2 y-2|=0=224+y—2=0
-1 -1 z

Problema 4.5.2 (2 puntos) Dadas las rectas:
r—1 y+1 z—k

T

—1 1 1
s xT— y+ z2=3
] 3x+ z=1

a) (1 punto) Hallar el valor de k para que las dos rectas estén contenidas
en el mismo plano.

b) (1 puntos) Para el valor de k obtenido en el apartado anterior, deter-
minar la ecuacién general del plano que las contiene.

Solucion:
a)

=1 -

k
1 |=—i+2j+3k=(-1,2,3)
1

W o~
O = .

Si en la recta s hacemos x = 0 obtenemos un sistema de dos ecuaciones
con dos incégnitas con el resultado de y = —2 y z = 1, luego un punto
de la recta serfa Ps(0,—2,1).

u; = (—1,1,1) s = (—1,2,3)
A S
Pr(l)_lvk) Ps(07 _271)

El plano 7 que buscamos contiene a las dos rectas:

= (—1,1,1) -1 -1 -1
7:8 uwp=(-1,2,3) == 1 2 y+1|=0
P.(1,-1,k) 1 3 z—k
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—x—-2y+z—1-k=0=z+2y—2z+1+k=0
Como este plano contiene al punto Ps(0, —2, 1) sustituimos en el plano
0-4—-1+1+k=0= k=14
b) El plano buscado es:
z+2y—2z+5=0
Problema 4.5.3 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones

3z+ 4y+ 32=9
mz+ 2y+ z2=95
T+ y+ z=2

a) (1,5 puntos) Determinar los valores de m para que el sistema dado

tenga solucién tnica.

b) (1,5 puntos) Resolverlo para m = 1.

Solucion:

a)
3z+ 4dy+ 32=9
max+ 2y+ z=05
T+ y+ z=2

3 43 3 439
A= m 2 1 A= m 2 1 5
1 11 1 11 2
3 4 3
Al=|m 2 1|=-m+1=0=m=1
1 1 1

Sim # 1= |A| # 0 = RangoA =RangoA = 3 =n° de incdgnitas,
luego en este caso el sistema es compatible determinado.

b) Para m =1 el sistema queda de la siguiente manera

3z+ 4y+ 32=9
z4+ 2y+ z2=95
T+ y+ z=2

Tenemos

N

Il
— = W
— N
— = W

|

Il
— = W
— N
— =W
N Ot O
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Rango(A) = 2 ya que 1 f =—-1#0.

Calculando todos los determinantes posibles que se pueden hacer de
orden 3 en la matriz A, comprobamos que se anulan todos ellos, y por
tanto, RangoA = 2.

En conclusién, si m = 1 Rango(A) =RangoA = 2 <n° de incégni-
tas, luego es este caso el sistema es compatible indeterminado.

Por el menor escogido anteriormente, podemos eliminar la primera
ecuacién y nos queda el siguiente sistema:

r= —-1-t
{er 20+ z=5 N _ 3
T+ Y+ z2=2

Problema 4.5.4 (3 puntos) Sea la funcién

sinzx

fz) =

- 2—cosx
definida en el intervalo cerrado y acotado [—27, 27]. Se pide:

a) (1 punto) Calcular los puntos del intervalo dado donde f alcanza sus
valores maximo y minimo absolutos.

b) (1 punto) Dibujar la gréfica de la funcién f en el intervalo dado.

/(:/3 f(z)dx

¢) (1 punto) Calcular

Solucién:
a)
2 -1 1
f’(x):%:0=>2cosx—1:0=>cosx:§:>
us T s om - .
Luego x = 3 r=—,x = —3 y T = Y son los tnicos posibles

extremos en el intervalo de definicion.
Vamos a recurrir a la segunda derivada.

—2sinz(1 + cos x)

(@) = (2 —cosx)?
()4
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/)-
(5)-

., ;. ™
Luego la funcién presenta dos méaximo en los puntos (3, 3) y

57 V3
33

9
(5)- 4

V3

Luego la funcién presenta dos minimos en los puntos (—g, —3) y
br _ V3
37 3
b) Para dibujar la grafica voy a calcular los puntos de corte:
Si & = 0 tenemos que f(0) =0 = (0,0)
Si f(z) = 0 tenemos que
sin x

——— =0=sinz=0=z=m, z=—7
2 —cosx

Luego tenemos los puntos (7,0) y (—m,0).

Si tenemos en cuenta que la funcién es impar:

c¢) Para resolver la integral hacemos un cambio de variable

t=2—cosx = sinxdx = dt
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(/3,0.577) Nax imo

)

-4 ] -2 -1

09 1 2 3 4

-1

Minimo (-7/3,-0.577)
-2

-3

a

i 1
/f(x)dx:/ﬂdm:/Edt:1n|t|+C:1n|2—cosx\+C

—cos T
Luego la integral pedida valdra:

sinx

/3 /3
/o f(x)dac:/o 2 —cosx

Problema 4.5.5 (3 puntos) Dado el plano

3
de =In|2 — cosx\]g/3 = 1n§

m:x4+y+2z=0

y la recta
r—1 y 2z41
T ==

1 2 2

se pide:

a) (1 punto) Calcular el punto @ en el que se cortan el plano 7 y la recta
r.

b) (2 puntos) Encontrar un plano 7', paralelo a 7, tal que el punto @’ en

el que se cortan el plano 7’ y la recta r esté a distancia 2 del punto Q
hallado en el apartado anterior.

Solucion:

2)

T = (1,2,2) = 1t
T =T Yy = 2t
Pr(lvoa_l) 2= —14+9t

1+t4+2t—142t=0= t=0= Q(1,0,-1)

b) Calculamos una esfera de centro Q y radio 2: (z—1)2+y%+(2+1)? = 4;
esta esfera corta a la recta r en dos puntos Q' y Q":

2
2+ 42 + 42 =4 — t:i§
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2 54 1
Sit= 3 == Q' <3, 3’ —3), y un plano que sea paralelo a m y con-
tenga a este punto serd n':

5 4 1 8
T I NP DU .
373737 — 3

8
w':z+y+z—§:O

2 1 4 7
Sit= —3 = Q" <3,—3,—3>, y un plano que sea paralelo a 7 y
contenga a este punto serd m”’:

1 4 7 10
,,,,, A=0=— \= ——
3 3 3+ 0 3
10
7r’::1c—|—y—|—z—§:0

4.6. Septiembre 2003 - Opcién B

Problema 4.6.1 (2 puntos) Un mayorista del sector turistico vende a la
agencia de viajes A, 10 billetes a destinos nacionales, 10 billetes a destinos
extranjeros europeos comunitarios, y 10 billetes a destinos internacionales no
comunitarios, cobrando por todo ello 12.000 euros. A una segunda agencia
B le vende 10 billetes a destinos nacionales y 20 a destinos internacionales
no comunitarios, y cobra 13.000 euros. A una tercera agencia C le vende 10
billetes a destinos nacionales y 10 a destinos extranjeros europeos comuni-
tarios, cobrando 7.000 euros. Se pide:

a) (1,5 puntos) Hallar el precio de cada billete.

b) (0,5 puntos) Por razones de mercado, el mayorista se ve obligado a
bajar un 20 por ciento el precio de todos los billetes nacionales. Hallar
en qué porcentaje debe incrementar el precio de todos los billetes ex-
tranjeros europeos comunitarios (suponiendo que mantiene constante
el precio de todos los billetes internacionales no comunitarios) para
mantener constantes sus ingresos totales por las ventas a las tres agen-
cias.

Solucion:

a) x = precio de un billete con destino nacional.
y = precio de un billete con europeo comunitario.
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z = precio de un billete con internacional no comunitario.

10z+ 10y 410z = 12000 z+ y+ 2= 1200
10z+ 20z = 13000 = ¢ z+ 2z = 1300 =
10z+ 10y = 7000 z+ oy = 700
x =300
= ¢ y =400
z =500

b) Si el precio de los billetes nacionales bajan un 20 por ciento costarian
0,8 - x = 240 euros, por lo que hay que subir el precio de los billetes
europeos comunitarios en 300 — 240 = 60 euros, lo que significa que el
nuevo precio seria de 400 + 60 = 460 euros, lo que supone una subida
de estos billetes del 15 por ciento. (400(1 + ¢) = 460 =t = 0, 15)

Problema 4.6.2 (2 puntos)

a) Sean Ay B dos matrices invertibles que verifican la identidad A+ B =
AB. Comprobar que entonces se tiene la férmula:

(I-B)'=-B'A

(Donde I denota la matriz identidad).

11

hallar la matriz B para la cual se verifica A + B = AB.

b) Dada la matriz

Solucion:

a) A+t B=AB=—A+B-AB=0—A—-AB=-B—
A(I-B)=-B=— —A(I-B)(I-B)'=B(I-B)' =
BI-B)'=-A=B'BI-B)'=-B'A=
(I-B)'=-B"'A

b) LLamamos B = ( "Z z >, y tendremos:

-1 1 AN —r+z —y+h
2 —1 2 h ) \ 20—z 2y—h
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Tenemos:
r—1=—-x+=2 N z=0
24 z2=2x—=2 z=-—1
y+1l=—-y+h h=0
{ 1+h=2y—h :>{ y=—1/2

0 —1/2
o= ()

Problema 4.6.3 (3 puntos)Sea la funcién f(z) = 2x|4 — x|.

Luego

a) Estudiar su continuidad y su derivabilidad.
b) Dibujar su gréfica.

c¢) Calcular el drea del recinto acotado por la gréafica y = f(z), las rectas
x=0,x=2>5,yel eje OX.

Solucion:

x(4 — si x<4

x(4 — si z>4
i f() = g(— o(4-2) =0
lim f(a:) m( x(4—2x)) = =

r—4~

f(4) =
xlm fl@)= lm f(z) = F(4)

Luego la funcién es continua en z = 4, y por tanto, en todo R.

roon 8—4x si <4 4 ): -8
f($)_{—8+41: sioa>4 :>{f’( =8

fl(47) # f/(47)
Luego la funcién no es derivable en z = 4, pero si es derivable en

R {4}.
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b) Para dibujar el recinto estudiamos la gréfica de cada rama por sepa-
rado:

f(z) =8z — 222 si x € (—o0,4]

fl2)=8-4dex=0=2=2

17(2) = =4 = (2,8) es un méximo.

Si hacemos f(z) =0 = (0,0) y (4,0), como puntos de corte.

f(x) = =8z + 222 si x € (4, +00)

f'(z) = =8+ 42 =0 = x = 2, que no estd en el intervalo (4, +00).
En este intevalo la funcién es siempre creciente, es decir, f'(z) > 0

cuando z € (4, 400).
Con estos datos estamos en condiciones de dibujar la grafica:

18 5
HMaximo(2,80

c) A la vista de la gréfica podemos entender facilmente de que recinto se
trata.

. 4 5
Area = /0 2x(4 — x)dx + A (—22(4 —z))dx =

4 5
= / (8x — 22%)dx + / (=8 + 22%)dx = 26 u?
0 4
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