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Capitulo 5

Ano 2004

5.1. Modelo 2004 - Opciéon A

Problema 5.1.1 (2 puntos)

a) (1 punto) Calcular el limite de la sucesién cuyo término general es

<3n— 1\

3n

b) (1 punto) Sean las funciones F'(z) = / \/5+et'dt, g(x) = 22. Cal-
1
cular (F(g(x)))'.

Solucion:
a)
1 2n
lim (3" ) — 1% =
T—>00 n
; 3n—1 —2n 2
2n
lfm (3” — 1) =23
T—00 3n
b)

Fl(z) =1\/5b+e", ¢(x)=2z

Por la regla de la cadena:



Problema 5.1.2 (2 puntos) Dada la funcién
e’ —1

2 —
fla) =

a si =0

si x#0

a) (1 punto) Determinar su dominio, y calcular los limites laterales cuan-
do x — 1.

b) (1 punto) Estudiar su continuidad, y hallar el valor de a para el que
f es continua en x = 0.

Solucién:
a)
2 =0= 2=0, 1=1= Dom(f) =R—{1} enz=0 f(0) =a

Los limites laterales pedidos son:

, et —1

lim 27:4‘00
r—1t x4 — X
e’ —1

lim —5—— = —o0
r—17 T° — X

b) En x = 1 hay una discontinuidad inevitable por el apartado anterior.

En x =0:
, et —1 0 , er
lim =|=| = lim =-1
z—022 — 1 0 z—02x — 1
Para que f sea continua en ese punto a = —1.

Problema 5.1.3 (3 puntos) Discutir segin los valores del pardmetro \, y
resolver en los casos que sea posible el sistema:

6z+ dy+ 2 z= 2
Ar+ y— z= 2
Sz+ 3y+ 3z = 2A

Solucion:
6 4 2x| 2
A= X1 1| 2|, |A=2BN-11A+8)=0= A=1, \=8/3
5 3 32X

SiA#1y X #3= |Al # 0 = Rango(A) =Rango(A4) = 3 = n° de

incognitas y el sistema es compatible determinado, es decir, tiene solucion
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Unica.

SiaA=1:

|
Il
= o
W =
w b
ORI

=2 # 0 = Rango(A) =2

= —12# 0 = Rango(4) =3

W A
|
W =N
RO N

Luego el sistema es incompatible.
SiA=8/3:
6 4 16/3| 2
A=18/3 1 -1 2
5 3 3 |16/3
| 8/2 411 :—%4750:>Rango(/l):2

4 16/3 2 968
1 -1 2 :—?7&0:>Rango(ﬂ):3
3 3 16/3

Luego el sistema es incompatible.

Sélo es compatible en los casos A # 1 y A # 3, resolvemos por Cramer:

2 4 2)
2 1 -1
o2 3 3] 2(W2 - +3)
TTOBN 1IN +8)  3AZ—11A+8
6 2 2\
A2 1
5 2x 3] 2x3—7a+413
YT OBN 1A +8)  3AZ_1IA+8
6 4 2
A12
5 3 2\ 4N — 9N +3

Zz = =

T 2302 —11A+8) 3A2—11A+8
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Problema 5.1.4 (3 puntos) Dado el plano:
m:x+y+az+1=0

y las rectas

r=1 T = =23
T =1 il oy =2t " y=3t
z=1t z = z =

Se pide:

a) Calcular el valor de a para que los puntos de corte del plano 7 con las
rectas r, ' y r” estén alineados (1,5 puntos).

b) Calcula las ecuaciones de la recta que pasa por esos tres puntos (0,75
puntos).

¢) Calcula la distancia de dicha recta al origen (0,75 puntos).
Solucién:

a) Sea A el punto de corte de r con

2 2 2
l+ttat+1=0=— t:—:>A<1,_’_ >
a+1 a+1 a+1
Sea A’ el punto de corte de r’ con T
2 6 3
24Ut a4l =0 f= o — A/(g,_,_>
a+2 a+2 a+2
Sea A” el punto de corte de r” con 7
4 12 4
343t+at+1=0=—=t=— :>A”<37_7_>
a+3 a+3 a+3
ﬂ:<1_ da + 2 B a—1 )
" (a+)(a+2) (a+1)(a+2)
7 -1
A/A,:(l,— 6a + 6 - a )
(a+3)(a+2) (a+3)(a+2)
Para que estén alineados los tres puntos:
- T 4 2
AA/:A,A/:> a+ _ 6(I+6 — a=0 a=1

(a+1)(a+2) (a+3)(a+2)
AA' = (1,-1,1/2) # AA" = (1,-1,-1/6)
Esta solucién no vale.

a=1:

AA! = (1,—1,0) = A’A"

Luego cuando a = 1 los tres puntos estan alineados.
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b) La recta h que une estos puntos:

=1+t
h.{A(L_L_I) — h: z:_i t

_0Ax @] |(1L,-1,-1) x (1,-1,0) _ V2 _
WM =" = o ve

5.2. Modelo 2004 - Opcién B

Problema 5.2.1 (2 puntos) seconsideran las rectas

S x—y=2 ) 22—-2+4+2=0
"Yoaw-z+1=0 °° 2y —mz =26

a) Hallar el valor de m para que r y s sean paralelas.

b) Para el valor de m obtenido en el apartado anterior, determinar la
ecuacién del plano que contiene las rectas r y s.

Solucion:

a)

T=A a:zl—i—%/\
riq y=-2+A\ 5:4 y=3+3FA
uy s

P.(0,-2,1) Ps(1,3,0)
Prj s = (1751 _1)
1/2 m/2 1
1 1 2 ==

2(m—l):0:> m=1

Cuando m = 1 los vectores directores de las rectas r y s coinciden,
luego para este valor las rectas son paralelas.

b)
o =(1,1,2) 1 1 x
¢ T=(1,5-1) =7w:|1 5 y+2|=0= 1llz—3y—42-2=0
P(0,-2,1) 2 -1 z-1

111



Problema 5.2.2 (2 puntos) Calcular las ecuaciones parametricas de la rec-

ta que pasa por el punto P(3,—1,0) y corta perpendicularmente a la recta

r =342\
r:Q y=4+XA
z=54 3\

Solucién:
. =(2,1,3)
. { i
Un plano perpedicular a esta recta y que contenga al punto P sera:

m:2r+y+3z24+4A=0—=6—-1+A=0= A= -5

T:2x+y+32—-5=0

Este plano corta a la recta r en el punto P’

1
93+ 20) 44+ A+3(543)) —5=0= A=

7
118 5

Pl-= =2

(7’7’7)

— 1 18 5 22 25 5
PP=6-10-(—553)= (573
22
=3+ )
x + -
13_’15:(2 -%,-4) 25
: T T = sl y=—1—"AN
P(3,-1,0) 7
5
=2\
S

Problema 5.2.3 (3 puntos) Se considera la funcién :

Se pide:

a) (1 punto) Calcular sus puntos criticos en el intervalo abierto (—, )

b) (1 punto) Calcular los extremos relativos y/o absolutos de la funcién
f(z) en el intervalo cerrado [—, 7).

¢) (1 punto) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grifica de la
funcién f(z) en el punto (7/4, f(mw/4).
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Solucién:
a) 1+sin?2 # 0 siempre = no hay puntos criticos.

La funcién es par.

b)
—2sinx cosx
/ .
r)=————5——>=0= —2sinxcosz =0
(=) (1+ (Sin2 x))?
smr=0— =0, x=—-7, =7
—2sinxcosr =0 = us T
cosr=0—= == r=——=
2 2
(—=m—=3) | (=30 | (0,3) (3.7)
f(x) — + - +
f(x) | decreciente | creciente | decreciente | creciente
En los puntos de abcisa x = 0, x = —7 y = 7 la funcién presenta un
Méximo.
. ™ . ™
En el puntos de abcisa z = —3 y en el punto de abcisa z = 5 la

funcién presenta un Minimo.

La ecuacion de la recta tangente

2 4 ( 7r>

I (P

Y737 79 1

d) Representacién gréfica
\\‘\\;
\\\\
_// T i
\\\\—/_/
\\\
S
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Problema 5.2.4 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema lineal de ecua-
ciones, dependiente del parametro real a:

z+ 3y— az= 4
T+ ay+ z= 2
z+ 4dy— 5z2= 6

Se pide:

a) (2 punto) Discutir el sistema segtin los diferentes valores del pardmetro
a.

b) (1 punto) Resolver el sistema en el caso de que tenga infinitas solu-

ciones.
Solucion:
a)
1 3 —al4
A=|1a 1|2 ]|, [Al=c®>-9%+14=0=0a=2, a=T7
1 4 -51|6

Sia#10a# 3= |A] # 0 = Rango(A) =Rango(4) = 3 = n°
de incégnitas y el sistema es compatible determinado, es decir, tiene
solucién unica.

Sia=T7:
1 3 =74
A=117 112
1 4 —-5|6
1 3
=4 = Rango(A) =2
1 7
1 3 4
1 7 2 |=10%# 0= Rango(A) =2
1 46
Como Rango(A) # Rango(A)Rango(A) = el sistema es incompati-
ble.
Sia=2:
1 3 -2]4
A=|1 2 112
1 4 —5|6
1 g = —1 = Rango(4) =2
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1 3 4
A1l =|A] =0, |As]=|1 2 2|=0
1 4 6
1 -2 4 3 -2 4
A3l=]1 1 2[=0, |A4=]2 1 2|=0
1 -5 6 4 -5 6

Luego Rango(A) = 2 =Rango(A4) <n° de incégnitas = El sistema es
compatible indeterminado, es decir, admite infinitas soluciones.

b) Por el menor elegido cuando a = 2 para discutir el Rango(A) pode-
mos decidir que la tercera ecuacién es combinacién lineal de las dos
primeras, por tanto, el sistema a resolver es:

r=-2-—-"TA
z+ 3Jy— 2z= 4 N
T+ 2y+ 2= 2 L=\

5.3. Junio 2004 - Opcién A

Problema 5.3.1 (2 puntos) Calcular la base y la altura del tridngulo isésce-
les de perimetro 8 y area maxima.

Solucion:

» ¥
5
Ryl x2
z-h 2
S g i TH2y=8 v
2 _ z?
ry/y? — &
S(z) = 5 L —avi—z



8 — 3z

S/ = — = 0 e =
@)= /i=s v
—88 + 21 8 3v3
S”(;U) _ + 21z : S () _ _7\[ <0
16(4 —z)vV/4—=x 3 4
(. . 8 8
Luego se trata de un maximo. Si x = 3 =y = 3 y, por tanto se trata de
4v3
un triangulo equildtero. Su altura sera: h = \3[

Problema 5.3.2 (2 puntos) Se considera la funcién

(22 —1)?
422 +1

fz) =

a) (1 punto) Calcular las asintotas, el maximo y el minimo absolutos de
la funcién f(z).

1
b) (1 punto) Calcular/ f(z)dx
0

Solucion:

a) a) Asintotas:

» Verticales: No hay (el denominador no se anula nunca)
» Horizontales:

2z —1)?

e g1 YT

= Oblicuas: No hay al existir horizontales.

b) Extremos:

, 422 —1)(22z + 1 1 1
fla) = (@ﬂﬁn2)::$:2’x:_2
(_007_1/2) (_1/27 1/2) (1/27+OO)
x+1/2 — + +
x—1/2 - - +
f(x) + - +
crece decrece crece

1
Luego en el punto (—2, 2) la funcién tiene un maximo y, por el

contrario, en el punto (2, 0) la funcién tiene un minimo.
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2—1 4x* —4 1
/(a: /a: T+ do —

4$2+1 4z + 1

1 2
—/( 4x2+1>dx—:1;—21n(4x +1)+C

12z —1)? 1 ! 1
_ dr =2 — -In(42?+1)] =1- =1
/0 yra— der =z 5 n(4z* + )L) 5 nb

Problema 5.3.3 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones

(1—-a)z— 2+ 42=0
z— (I4+a)y+ 2=0
—x+ ay— z2=0

a) (1,5 punto) Estudiar su compatibilidad segun los valores del pardmetro
a.

b) (1,5 puntos) Resolver el sistema anterior cuando sea compatible inde-
terminado.

Solucion:

a) Sea la matriz

1—a —2 4
A= 1 —(14a) 1 |=|4=-a-3=0=a=-3
-1 a -1

Sia# —3 = |A| # 0 =-Rango(A) = 3 y como el sistema es ho-
mogeneo resultaria que es compatible determinado. la solucién en este
caso serfa z =y = z = 0.

Si a = —3 tenemos
4 =2 4 4 9
A= 1 2 1], 1 9 =84+2=10#0
-1 -3 -1

Luego tenemos que Rango(A) = 2 y como el sistema es homogeneo
podemos concluir, en este caso que, el sistema es compatible indeter-
minado.
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b) Resolvemos este tltimo caso. Por el menor que hemos escogido pode-
mos despreciar la tercera ecuacion.

dz— 2y+ 4z=0 do— = 4z _ xfO_A
z+ 2y+ 2=0 T+ 2y= —z z:/\

Problema 5.3.4 (3 puntos) Se consideran la recta y los planos siguientes:

T =2—-3\
riq y=142\ ; m:2—-3x+2y—2=0; m:34+2x+2y—22=0
z=4—-A

a) (1 punto) Determinar la posicién relativa de la recta con respecto a
cada uno de los planos.

b) (1 punto) Determinar la posicién relativa de los dos planos.
c¢) (1 punto) Calcular la distancia de r a 2.

Solucion:

x—2 y-1 z—4:> 20 —4=-3y+3
—x+4+2=-32+12

20 4+3y—7=0
r—32+10=0

Primero estudiamos la posicién de esta recta con respecto a 7wy : 3z —
20+ 2 —2 =0, y tenemos:

2 3 0 2 3 0]-—7
A=1 o0 =3 |, A=|1 0 —=3]| 10
3 -2 1 3 -2 1] -2
Tenemos que |A| = —4 =>Rango(A) = 3 =Rango(A) = La recta

corta al plano .

Ahora estudiamos la posiciéon de esta recta con respecto a mo : 2z +
2y — 224+ 3 =0, y tenemos:

23 0 23 0|-7
A=|11 0 -3 |; A=[1 0 =3]| 10
2 2 =2 2 2 =2|-=-2
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Tenemos que |A| =0 y como

? g ‘ = —3 # 0 =Rango(A) = 2.

Por otra parte tenemos que

3 0 -7
0 —3 10 | =36 # 0=Rango(4) = 3.
2 -2 =2

Luego la recta es paralela al plano.

3 2
b) —5 #+ 3 — 1 y 9 se cortan.

¢) Un punto de r es P.(2,1,4) y tendremos:

0P ) 2-24+41-2-2-4+3] V3
7‘77T2 - _- —
Vi+4+4 6

5.4. Junio 2004 - Opcién B

Problema 5.4.1 (2 puntos) Dadas las matrices

1 0 O 1 00
A=| -3 1 -1 ]; B=|l0 -1 0
5 -1 2 0 00
Se pide:
a) (1 punto) Hallar A~
b) (1 punto) Hallar la matriz X, tal que:
A-X-AT=B
(donde AT significa la matriz traspuesta de A).
Solucién:
a)
1 00 1 -3 5
A7l = 121 |; AT=]10 1 -1 |; A t=@a"HT
-2 1 1 0 —1 2
b)

AXAT = B = A'AXAT(AT) " = A7'B(AT) ' —= X = A7'B(AT)™!

1 00 1 0 0 11 -2 1 1 -2
X = 1 21 0 -1 0 0 2 1 | = 1 -3 -4
-2 11 0 00 01 1 -2 -4 3
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Problema 5.4.2 (2 puntos)

z+ 2y=1

3 9 escribir una tercera ecua-
r— Y=

a) (1 punto) Dado el sistema {

cién de la forma ax + by = ¢ (distinta de las anteriores) de manera que
el sistema de tres ecuaciones y dos incégnitas resultante siga siendo
compatible.

2z4+ 2y— z=1

x+  y+ 2z=1"
ecuacién de la forma az + fy + vz = 1 (distinta de las anteriores) de
manera que el sistema de tres ecuaciones y tres incégnitas resultante
siga siendo compatible indeterminado.

b) (1 punto) Dado el sistema { escribir una tercera

Solucion:

a) La tercera ecuacién debe de ser una combinacién lineal de las ante-
riores, ya que en caso contrario el sistema resultaria incompatible. La
suma de las dos puede ser una solucién:

dr+y =3

b) La tercera ecuacién tiene que ser una combinacion lineal de las dos
anteriores, pues en caso contrario, el sistema resultaria compatible
determinado o incompatible. Como el término independiente tiene que
ser 1, podemos multiplicar la primera por 2 y le restamos la segunda:

3r+3y—4z=1

Problema 5.4.3 (3 puntos)

a) (2 puntos) Determinar la posicién relativa de los siguientes planos,
para los distintos valores del parametro k:

m o 2+ 3y+ kz= 3
me:  x+ ky— z= -1
mg: 3x+  y— 3z= —k

b) (1 punto) En los casos en que los tres planos anteriores se corten a lo
largo de una recta comun, hallar un vector director de dicha recta.

Solucion:
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a) Sea la matriz

2 3 k| 3 P
A=1 %k 1| -1 | =4 = -3k -5k+2=0—=
31 -3|—k k— 9

1 _
Sik # 37 k # —2 = |A] # 0 =-Rango(A) = 3 =Rango(4) =
Sistema Compatible Determinado=—=- Los tres planos se cortan en un
punto.

1
Sik= 3 tenemos

2 3 1/3 3
A=11 1/3 -1 -1 |, ? 1%’——2#0
3 1 -3|-1/3

Luego tenemos que Rango(A) = 2. Por otra parte tenemos

3 1/3 3
224
1 -3 —1/3

Luego Rango(A4) = 3 #Rango(A) = 2 = Sistema Incompatible. En
este caso tenemos que comparar los planos dos a dos:

2 3
T Con Ty : 1 #* m —> se cortan
1 con 73 : % # % = se cortan ==
1 1/3 -1, -1
mpeonmyig=-——=—3 #* ?/3 = son paralelos

Dos planos son paralelos (w2 y 73) y otro plano corta a los dos (7).

Si k = —2 tenemos
2 3 =2 3
A=1 —2 —1|-1 |, f _g =-7#0
3 1 -3 2

Tenemos que Rango(A) = 2, y si observamos la matriz A la tercera
fila es la suma de las anteriores y, por tanto, Rango(A) = 2. Con-
cluimos con que el sistema es Compatible Indeterminado; comparando
los planos se compruebo que no hay coincidentes y concluyo con que

se cortan los tres en una recta.
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b) Puedo definir esta recta como interseccién de dos de estos planos r :

2 3y— 2z= . [
{ T oy N y su vector director sera:

z— 2y— z= -1
ik
=2 3 -2|=(-7,0-7)
1 -2 -1

Problema 5.4.4 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = 1 — 22, se pide:

a) (1 punto) Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en el
punto P(a, f(a)), donde 0 < a < 1.

b) (1 punto) Hallar los puntos A y B en los que la recta hallada en el
apartado anterior corta a los ejes vertical y horizontal respectivamente.

c¢) (1 punto) Determinar el valor de a € (0,1) para el cual la distancia
entre el punto A y el punto P(a, f(a)) es el doble de la distancia entre
el punto B y el punto P(a, f(a)).

Solucion:

a) Tenemos que calcular la recta tangente a la gréfica de f en el punto
(a, f(a)) = (a,1 — a?). Calculamos la pendiente de esta recta

f'(z) = 22 = m = f'(a) = —2a
La ecuacion de la recta buscada serd

y—(1—-a*) =—-2a(z—a) =20z +y— (1+a*)=0
b) Corte con el eje OY: Hacemos * = 0 = y = 1 +a? = A(0,1+a?)

1—a® a®>+1
Corte con el eje OX: Hacemos y =0 = x =a + 2a :a2+ .
a a

241
Luego el punto buscado es B <a 2+ ,0].
a

c)

d(A,P) = /(a—0)2+ (1 —a? — (1 +a?)? = aV/1 + da?

d(B,P)—\/<a— (a+12a2)> +(1—-a2-0)2=
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1— 2
@1+ 402 —

d(A,P)=2d(B,P) = aV1+4a®> =2
1— a2 \/i

a= :>a2:1—a2:>2a2:1:>a:i7
a

V2

Como a € (0,1) la solucién pedida es la positiva a = -

5.5. Septiembre 2004 - Opcion A

Problema 5.5.1 (2 puntos) Dadas las matrices

120 11 2
A=|lo01 2|, B=|11 -1
02 3 01 3

a) (1 punto) Determinar la matriz inversa de B.
b) (1 punto) Determinar una matriz X tal que A = B - X.

Solucion:

4/3 -1/3 -1
B l=1| -1 1 1
1/3 —1/3 0

b) A=BX = B 'A=B'BX = B 'A=X

4/3 -1/3 -1 120 4/3 1/3 —11/3
X = -1 1 1101 2 |= -1 1 )
1/3 —1/3 0 02 3 1/3 1/3 —2/3
Problema 5.5.2 (2 puntos)

a) (1 punto) Si A es una matriz tal que A? = ( 8 8 ), jcudl es el valor

del determinante de A?

b) (1 punto) Calcular un ntmero k tal que:

() ()2
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Solucion:

a) A2 = |A- A = [A]-]A] = 0= |A] = 0

(F o) e ()] = LY -

[ K> —6k+5 8k—1)\ [0 0
- 2—-2k k*+2k-3 ) \0 0

Tenemos que:

k2 —6k+5=0
8(k—1)=0 -
92— 2% =0 — k=1
k24+2k—3=0

Problema 5.5.3 (3 puntos) Sea el plano 7 :  + 2y + 3z = 6.
a) (1 punto) Hallar el punto simétrico del (0,0,0) respecto de 7.
b) (1 punto) Hallar el plano perpendicular a m que contiene a OZ.

¢) (1 punto) Hallar el volumen del tetraedro cuyos vértices son el origen
y los puntos de interseccion de 7 con los ejes de coordenados.

Solucion:

a) Calculo r, recta perpendicular a 7 que pasa por P(0,0,0):

P bl
P(0,0,0) R I

Esta recta cortard con el plano 7 en el punto P”:

3 369
+2(2t) + 3(3t) - N
El punto simétrico P’ de P tendra por punto medio a P”, es decir:

_P+P’
2

P//

12 1
:>P’:2P”—P:<6 8)

T
P , (6 12 18
El punto simétrico de P(0,0,0) respecto al plano 7 es P A L
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uy = (1,2,3) 1 0 =z
7 7 =(0,0,1) =2 0 y|=0=22-y=0
0(0,0,0) 31 2

c¢) Los puntos de corte de m con los ejes sera:

Corte con el eje OX: y=0,2=0= =z =6 = A(6,0,0)
Corte con el eje OY: 2 =0, 2 =0=— y =3 = B(0,3,0)
Corte con el eje OZ: 2 =0,y=0—= 2z =2 = C(0,0,2)

Tendremos: OA = (6,0,0), OB = (0,3,0), OC = (0,0,2):

Problema 5.5.4 (3 puntos) Sabiendo que una funcién f(z) tiene como

derivada
f(x)=(x— 4)2(302 —8x+7)

a) (1 punto) Hallar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

b) (1 punto) Hallar los méximos y minimos relativos de f.

c¢) (1 punto) ;Es el punto x = 4 un punto de inflexién de f?. Justificar
razonadamente la respuesta.

Solucion:
a)
fllx)=(x—4)?*@* -8 +T)=0=2=4, 2=1, =7

Como (r—4)% > 0 solo tendremos que estudiar el signo de 22 —8z+7 =

(z=1)(z=17)
(_007 1) (177) (7700)
z—1 - + +
x =7 — — +
/(@) + - +

Luego f crece en los intervalos (—oo, 1) U (7,00), mientras que decrece
en el intervalo (1,7).
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b)

5.6.

Por el apartado anterior observamos que en x = 1 la funcién pasa de
crecer a decrecer, por lo que podemos asegurar que estamos ante un

. 16 . .,
Maximo en <1, 5); en el punto x = 7, por el contrario, la funciéon
pasa de decrecer a crecer, por lo que estamos ante un Minimo en

162 .
(7, —5>. En x = 4 la funcién pasa de decrecer a decrecer y, por
tanto, en el punto (4,0) no hay ni Maximo ni Minimo.
Para que en z = 4 exista un punto de inflexién la funcién debe de cam-

biar de céncava a convexa o viceversa. Para comprobarlo calculamos
la segunda derivada

() = 2(x—4) (202 —162423) =0 = x =4, = =1,8787, = =6,1213

Serfan los posibles puntos de inflexién. En el intervalo (1,8787;4) f”(x) >
0 = f es convexa, mientras que en el intervalo (4;6,1213) f"(z) <

0 = f es céncava. Por tanto, podemos asegurar que la funcién f
tiene un punto de inflexién en (4,0). Otra manera de comprobarlo es
através de la tercera derivada:

f"(x) = 6(22% — 162 + 29) = f""(4) = —18 #0
Luego se trata de un punto de inflexion.

Miximoi] F2.4)
™,
3g
r

Ty I 10

-10 "-III J

=20

|—':=-:| Y,

Mimimmoy 7,324}

Septiembre 2004 - Opcién B

Problema 5.6.1 (2 puntos)
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a) (1,5 puntos) Hallar el conjunto formado por los puntos del plano z = 0
que distan 3 unidades del plano de ecuacién 2z — y + 2z = 4.

b) (0,5 puntos) Describir dicho conjunto.
Solucidn:

a) Un punto del plano z = 0 serd P(x,y,0)

|22 —y — 4

Vi+1+4

Los puntos que cumplen esta condicién serdn las rectas:

2z —y— 13=0

d(p,m) = 2z —y+ 5=0

=3 = |2x—y—4] :9:>{

—_13 4,1

{Qx—y—B:O T="7 oA
T L _g y=A
z=0

= —24+3A

y=2A
z=20

z =

{2x—y+5:0 v
S —

b) El conjunto sera:
{(#,9,2) € B+ (3,9,2) € ro(w,y,2) € 5}
Problema 5.6.2 (2 puntos) El plano 7 : 2z — 2y + z = —2 determina un

tetraedro con los tres planos coordenados. Se pide:

a) (0,5 puntos) Calcular la longitud de la altura del tetraedro que parte
del origen.

b) (0,5 puntos) Determinar las ecuaciones paramétricas de la recta que
contiene a dicha altura.

¢) (1 punto) Calcular el area de la cara del tetraedro que esta contenida
en el plano .

Solucion:
a)
4O, 7) = 04+0+0—2  2V3
T A+ 4+1 3
b)
r { 7772:(27_271) Zjii};)\
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c) Corte coneleje OX:y=0, z2=0=—z=—-1= A(-1,0,0)
Corte con el eje OY: 2 =0, z=0=y =1= B(0,1,0)
Corte con el eje OZ: x =0, y=0= 2z = -2 = C(0,0,—-2)

AC = (0,0,-2) — (—1,0,0) = (1,0, —2)
AB = (0,1,0) — (~1,0,0) = (1,1 )

AC x AB =

— = e

— O S
|
N
Il
—~
N
N
—_
S—

Problema 5.6.3 (3 puntos) Sea la funcién f(z) =

a) (1 punto) Hallar sus maximos y minimos relativos y sus asintotas.

b) (1 punto) Dibujar la gréfica de la funcién, utilizando la informacién
obtenida en el apartado anterior, teniendo en cuenta, ademds, que f
tiene exactamente tres puntos de inflexiéon cuyas abcisas son z; =
-1-3 1 —1+V3

2 2 BT T

c¢) (1 punto) Calcular el area del recinto limitado por la grafica de la

funcion f, el eje OX, la recta z = 0, y la recta x = 2.

, Tg = — , respectivamente.

Solucién:
6 1
a) Maximos y Minimos relativos: f'(z) = —m =0=
x = —1, x = 0. El denominador no se anula nunca, y es siempre
positivo.
(—OO,—l) (_170) (0,00)

r+1 — + +

—T + + —

E0 ) I N
En x = —1 la grafica de la funcién pasa de decrecer a crecer, luego

1
estamos ante un Minimo en el punto (—1, 3). En x = 0 la grafica de

la funcién pasa de crecer a decrecer, luego estamos ante un Maximo
en el punto (0, 1).
Asintotas:

= Verticales: No hay, ya que el denominador no se anula nunca.
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= Horizontales:
20+ 1 , 20 +1

m T fm gy —0
s—rtoo (2242 +1)2 s (22 + 2+ 1)2 Y

= Oblicuas: No hay al existir horizontales.

b) Representaciéon Gréfica:

bty ¥, 1)
- . k' -
-1 Asimigde y=at 1 z

o .
Mlimimoy-f #12E)

/2 2z 41 1 2 6
= = - | ==
0 (22+x+1)2 ?24+x+1]y 7
Problema 5.6.4 (3 puntos)

a) (2 puntos) Discutir segin los valores del pardmetro real \ el sistema

Az+ 3y+  z= A
x+ Ay+ Az= 1
z+ y— z= 1

b) (1 punto) Resolver el sistema anterior en el caso A = 2

Solucion:
a)

A=

e
—_ > w

11 A
Al
171

Al = 2 2 +22A+4=0=X1=2, A=-1

SiA#2y A# —1= |A|] # 0 = Rango(A) =Rango(A4) = 3 =n° de
incégnitas = Sistema Compatible Determinado.

SiA=2:

|
Il
— = N
— N W
N =
— =N

129



Observamos que la tercera fila es la resta de la primera menos la se-

gunda, y teniendo en cuenta que ? ; =1 # 0, podemos concluir

en este caso:

Rango(A) =Rango(A) = 2 <n° de incégnitas = Sistema Compatible
Indeterminado

SiA=-1:
-1 3 1] -1
A= 1 -1 -1 1
1 1 -1 1

Basta observar las columnas de la matriz para darnos cuenta que la
primera y la cuarta son iguales y la tercera esta multiplicada por —1.
. -1 .
Si tenemos en cuenta que 1 _:13 = —4 # 0, podemos concluir en

este caso:

Rango(A) =Rango(A) = 2 <n° de incégnitas = Sistema Compatible
Indeterminado.

20+ 3y+ 2= 2 20+ 3y= 2— =z
e
z+ 2y+ 2z2= 1

= 144t
= Y= -3t
z = t
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