Problemas de Selectividad de Matematicas 11
Comunidad de Madrid
(Resueltos)

Isaac Musat Hervas

22 de mayo de 2013



Capitulo 7

Ano 2006

7.1. Modelo 2006 - Opcién A

Problema 7.1.1 (2 puntos) Un punto de luz situado en P(0, 1, 1) proyecta
la sombra de la recta:

rT=9y=—z2

sobre el plano 7 : x — 2z = 0.

Calcular las coordenadas del punto de esta proyeccién que pertenece al plano
z=1.

Solucion:

P(8,1,1) foco de Lug

= B e x=y7/

Sombre de la rect



El plano que contiene a P y a r sera:

m Prﬁ:((),l,l) = 7 : 11 y|=0=m:2xr—y+2=0
P,(0,0,0) 11

La proyeccién de r serd la interseccion de los planos m; y 7

T =\

S:{Q:chrz—O = 5:4 y =3\
r—2=0

Z2=A\

El corte con el plano z =1serd z=A=1=2zx=1, y=3 = (1,3,1)

Problema 7.1.2 (2 puntos) Se consideran las rectas:

x y—6 z-95 T=3+A
ri—-=>—= s:8 y=—443X\
1 1 2
z=0

Hallar la ecuacién de la recta que contiene al punto P(2, —1, 1) y cuyo vector
director es perpendicular a lo vectores directores de las dos rectas anteriores.

L [m=a
"1 £(0,6,

Solucion:
12 [ @=(1,3,0)
5) 1 Ps(3,-4,0)

1 j k
u=u xu=1]1 1 2|=(-6,2,2)=2(-3,1,1)
1 30
fa=sy ] rTE
t: = t:q y=—1+2A
3(27_171) Z:1+)\

Problema 7.1.3 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones:

2¢+ 3y— z= k
T+ 2y+ 3z = 2
kx+ ky— 4z= -1

a) (2 punto) Discutirlo segtin los distintos valores de k.
b) (1 punto) Resolverlo cuando sea compatible indeterminado.

Solucion:
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2 3 —1| k
A=|12 3| 2|, |A=4k—-4=0= k=1
k k —4| -1

Si k #1 = |A| # 0 = Rango(A) =Rango(A) = 3 = n° de incégni-
tas y el sistema es compatible determinado, es decir, tiene solucién

Unica.
Si k=1
2 3 -1 0
A=1|1 2 3 2
00 —4|-1
2 3
Como el menor L 9| = 1 # 0 = Rango(A) = 2. Por otro lado se

observa que la cuarta fila es la diferencia entre la primera y la segunda,

luego el Rango(A) = 2, en conclusién: Rango(A) =Rango(A4) =2 < n°
de incégnitas y en este caso el sistema es compatible indeterminado,
tiene infinitas soluciones.

b)
224+ 3y— z2z= 1 T =4+ 1A
=4 y=3-T7A
x4+ 2y+ 3z= 2 L=\

Problema 7.1.4 (3 puntos) Dada la funcién:

—4x

f(x):m

a) (2 puntos) Hallar sus méximos y minimos locales y/o globales.

b) (1 punto) Determinar el valor del pardmetro a > 0 para el cual es:

’ f(z)dr = -1
0

Solucion:

a)

'(x) = = =4y/- =+
fi(z) (15 22)8 0= =z 3
a2 —) | (59 | (F.00)
T + — =+
f(x) | creciente | decreciente | creciente
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Maximo(-0|577,1,299)

b
J\\ X
\ﬁ
\
%

Minimo(0.577,-1,299)

V3 38

L 1 to | —
uego en el punto 54

<\/§ 3v/3

— —) tenemos un Minimo.

) tenemos un Méaximo y en el punto

37 4
b)

R 1 a _ (1+22)71 ¢

—— dr=-2 22(142*)%dz = —2-— —
/0(1—1—902)2 x /0 x(1+2*) " “de — i
2 1 2

= —2=—-1=—=a==1, comoa>0=— a=1

1+.’E20 1+CL2

7.2. Modelo 2006 - Opcién B

Problema 7.2.1 (2 puntos)

a) (1 punto) Hallar el punto P en el que se cortan las graficas de las

funciones: 5
fl@)== g@)=+Va®-3

x
b) (1 punto) Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes en el punto P a
cada una de las curvas anteriores y demostrar que son perpendiculares.

Solucion:

a)
2
flx)=g(x) = =-=Va? -3 = =42
x
La solucién negativa no vale, luego x = 2 es el tinico punto comun.
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b) Tangente a f(z):

fla)=—2=m=f@)=—3, yi@)=1= y-1=—_ (@)

Tangente a g(x):

@)= === m'=¢2)=-2, y9(2)=1= y-1=2(z-2)
1 .

Como m = —— = las dos rectas son perpendiculares.
m

Problema 7.2.2 (2 puntos) Se considera la funcién:

1
24 sinx —cosx

()

Se pide:

a) (1 punto) Calcular los extremos locales y/o globales en el intervalo
[_77’71-]

b) (1 punto) Comprobar la existencia de, al menos, un punto ¢ € [—, 7]
tal que f”(¢) = 0. (Sugerencia: utilizar el teorema de Rolle). Demostrar
que en ¢ hay un punto de inflexién.

Solucion:
a)

cosx +sinx . .
f/($):_(2+ - )2:0:> cosz+sinz =0 = sinx = —cosx
sinx — cosw

:tanx:—l:x:%—kﬂm, xz%—i—le

El denominador de f’(z) es siempre positivo y no se anula nunca.

0.5 [ | (0
Fe | - ¥ -

f(x) | decreciente | creciente | decreciente

3
Luego en el punto x = Zﬂ + 2km tenemos un Minimo y en el punto
i

T T + 2k7 tenemos un Méaximo.
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Maxime

//v M

+

b) Como f”(z) es una funcién continua y derivable en el intervalo [—m, 7]
y ademds f'(r) = f'(—m) = 1/9 por el teorema de Rolle existe un
punto ¢ € [—m, 7] en el que f”(c) = 0.

Como el punto ¢ anula la segunda derivada y en él la funcién es con-
tinua tiene que tratarse de un punto de inflexién.

Problema 7.2.3 (3 puntos) Dadas las rectas:

x+1 y+2 z+3 T y+1 z2-2
T3 T T 1 AT T T2

a) (1,5 puntos) Hallar la ecuacién del plano que contiene a r y es paralelo
a s.

b) (1,5 puntos) Calcular la distancia de s al plano anterior.

Solucion:

a)

T 7 — (— _
T:{PT_(?,,LQ S:{us—(l,l, 2)

(—1,—2,—3) Ps(0,-1,2)
3 -1 z+1
|1 1 y+2 |=0= 32—-5y—42—-19=0
1 2 z+3

C3-0-5-(-1)—4-2-19] 11v2

d(P,,
(Po, ) JO+ 251 16 5
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Problema 7.2.4 (3 puntos) Se consideran las matrices:

2 2 -1 1 00
A= -1 -1 1 I=(010
-1 -2 2 0 01

Se pide:

a) (1,5 punto) Hallar (A — I)2.

b) (1,5 punto) Calcular A* haciendo uso del apartado anterior.

Solucién:
a)
1 2 -1 1 2 -1 000
(A-I?*=| -1 -2 1 -1 -2 1 |=]1000
-1 -2 1 -1 -2 1 000

b) (A-I1)2=A4%2-2A4+1=0= A2=24-1

At = (A?)2 =4A% —4A+ T =402A 1) —4A+ T =4A—3I

2 2 -1 100 5 8 —4
At =4 -1 =1 1 |=-3]l 010 |=| -4 -7 4
-1 -2 2 00 1 -4 -8 5

7.3. Junio 2006 - Opcién A
Problema 7.3.1 (2 puntos) Dado el sistema homogeneo

x+ ky —z=0
kx— y +2=0
(k+1Dz+ gy =0

averiguar para qué valores de k tiene soluciones distintas de x =y = z = 0.
Resolverlo en tales casos.

Solucion:

k
A= k -1 1 |=A=k-k-2=0=Fk=—1, k=2

Sik # -1y k # 2= |A| # 0 el sistema es compatible determinado
r=y=2z=0.
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Sik=2= SCI

_1
r+2y—2=0 e 35)\
3z4y=0 y=5A
y z=A
Sik=—-1= SCI
{x—y—z:O z=X
4 z2=A

Problema 7.3.2 (2 puntos) Dada la matriz A = ( (1) ? ) encontrar todas

a b
tales que AP = PA.

) (ea)=(a) ()

at+2c=a=—=c¢c=0
(a—i—?c b+2d> <a 2a+b> b+2d=2a+b=a=d
c d = —

c=c
a b

d=2c+d=—=c=0
Problema 7.3.3 (3 puntos) Se pide:

las matrices

Solucion:

2
a) (1 punto) Dibujar la grafica de la funcién f(x) = wl indicando su
x

dominio, intervalos de crecimiento y decrecimiento y asintotas.

2n

b) (1 punto) Demostrar que la funcién a,, = es mondtona creciente.

¢) (1 punto) Calcular lim n*(a,11 — an)

n—-~aoQ

Solucion:

a) = Domf=R-{-1}.
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= Asintotas:

a) Verticales: z = —1
lim 2z = [_2] = +00
z——1- 2+ 1 0-
2z -2
i oy =[] =
b) Horizontales: y = 2
lm 22—

z—oo 4+ 1 B
¢) Oblicuas: No hay al haber horizontales.

= Monotonia:

f(z) = _z > () = siempre creciente
(x+1)2

Luego no hay ni maximos ni minimos.

= Representacion grafica:

¥

Maximo(-0,5,1, 587401051)

a

x==1

y=0

b) Si tenemos en cuenta que una sucesién es una funcién cuyo dominio
es el conjunto de los niimeros naturales excluido el cero, y si tenemos

2n
en cuenta que la funcién a, = f(n) = T hemos demostrado en el
n

apartado anterior que es creciente en R —{—1}, con mayor razén lo es
en el conjunto N — {0}.

Otra manera de demostrarlo:
2n + 2 2n 2

n+2 n+1:(n+1)(n+2)

luego la sucesién es creciente.

>0

an+1 — Qp =
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i 9 _ K 2n? -
A o o) = 0 S e T

Problema 7.3.4 (3 puntos) Sean las rectas:
z+1 y-—2 z z—2 y+1 2z+2
T = ——=— = =

—2 2 —4 3 1 1

a) (1,5 punto) Hallar la ecuacién de la recta ¢t que pasa por el origen y
corta a las dos rectas anteriores.

b) (1,5 puntos) Hallar la recta perpendicular comun a las rectas r y s.

Solucién:
r- 'U,—>7~:(—2,27—4) g : u—>8:(37171)
"1 P(-1,2,0) O Ps(2,-1,-2)
a) OP, = (~1,2,0), OF, = (2,1, -2)
OP, OF, _
TR Uy To 1] UL t:{wl
P, P, 2
-1 -2 z+41 2 3 -2
m 2 2 y—-2|=0, m:| -1 1 y+1|=0
0 —4 z -2 1 z+2
) 4 +2y—2=0
"l x—8y+52=0
b)
v j k
W, =urxup=| -2 2 —4|=2(3,-5,-4)
3 1 1
af, j, -
m u; o u} t{ !
P, P, "
3 -2 z+1 3 3 z—2
m | =5 2 y—2|=0, m:| -5 1 y+1|=0
—4 —4 z —4 1 z+2

) Tx+5y—2—-3=0
T+ 15y — 182 —23 =0
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7.4. Junio 2006 - Opcién B

Problema 7.4.1 (2 puntos) Sea r la recta que pasa por el origen de coor-
denadas O y tiene como vector director ¥ = (4,3,1). Hallar un punto P
contenido en dicha recta, tal que si se llama @) a su proyeccién sobre el plano
7wz =0, el triangulo OPQ tenga &area 1.

Solucion:

Wﬂ?ccilﬁln des

T
PT(voaO) Z:)\

Un punto de esta recta serd: P(4\, 3\, \), y su proyeccién sobre el plano
z = 0 serd el punto P(4\,3X,0).

Los vectores OP y @ forman el tridngulo OPQ), para calcular el area
calculamos el producto vectorial de estos dos vectores

i gk
OPx 00 =| 4\ 3\ X |=(=3)2,4)2,0)
AN 3\ 0
1 1 A2 2
S:Q\Wx@]:2\/9A4+16A4:2:1:>/\:i\/;
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Problema 7.4.2 (2 puntos) Determinar la posicién relativa de las rectas:

T

r+4 y-7 =z S.{x+2y—5z—5:()

_3 4 1 2 +y+2:—4=0
Solucién:
7 — 7 —
ur = (—3,4,1) us = (3,—4,-1) PP _ (5 _
" { Py(~4,7,0) *1) Pi(1,2,0) FrFs = (5,-5,0)
5 =5 0
|Al=| -3 4 1 |=0= Rango(4) =2
3 —4 -1

5 =5 0
Rango(3 4 1)-2

Luego las rectas son paralelas.

Problema 7.4.3 (3 puntos) Dada la matriz:

2 1 —a
M = 20 1 -1
2 a 1

a) (1,5 punto) Determinar el rango de M segin los valores del pardmetro
a.

b) (1,5 punto) Determinar para qué valores de a existe la matriz inversa
de M. Calcular dicha matriz inversa para a = 2.

Solucion:

a)
M| = —2a(a®>* 1) =0= a=0, a=1, a=—1

Sia#0,a#1ya# —1 entonces |M| # 0 = Rango(M) = 3.

Sia=0
2 1 0 9 1
M=|01 -1/, =2+# 0= Rango(M) =2
0 1
20 1
Sia=1
2 1 -1 9 1
M=|21 -1/, =4 # 0= Rango(M) =2
2 1 1 2 1




1
M=| -2 1 -1 |, 2 1 =4# 0= Rango(M) =2
2 1 1 -2 1

b) M es inversible para cualquier valor de a distinto de 0, 1y —1.

Sia=2
2 1 -2 —1/4 5/12 —1/12
M=|41 -1 |=M"'= 1/2 —1/2 1/2
2 2 1 -1/2  1/6  1/6

Problema 7.4.4 (3 puntos) Se pide:

a) (1,5 punto) Estudiar y representar gréficamente la funcién:
1
= e

b) (1,5 puntos) Hallar el drea de la regién acotada comprendida entre la
grafica de la funcién anterior y las rectas y = 1, x = 5/2.

Solucion:

a) a) = Domf = R— {2}, Punto de corte en (0,1/2).
= Asintotas:
1) Verticales: z = 2

T—27 (33‘ - 2) 0+
If ! ! +
1mn = = 400
z—2t ($ — 2)2 0+
2) Horizontales: y = 2
1
lim =0

3) Oblicuas: No hay al haber horizontales.
= Monotonia:

 (z-2)

Luego no hay ni maximos ni minimos.

(—0,2) | (2,00)
f'(x) - +

f(z) | decrece | crece




crece \ decréce
// \

__fff// / g

=0

A
//

1

— —=l=az=1, z=3
(:[;—2)2 X , L

Como la recta z = 5/2 corta a las graficas entre estos dos puntos, los
limites de integracién serdn desde x =1 a x = 5/2

c)

1

(;1;—2)2 T , T

Como la recta x = 5/2 corta a las graficas entre estos dos puntos, los
limites de integracién serén desde x =1 a x =5/2

3 1 1 3 1
= —— = — — S
S 5/2((1‘—2)2 >d:L‘ x—2 . 5/2 2
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7.5. Septiembre 2006 - Opcién A

2 dx
Probl 7.5.1 (2 tos) Calcul / —_
roblema (2 puntos) Calcular . P ior
Solucion:
1 _A+ B A(x+2)+Bx
242 x r+2 2 4 22

1=A(x+2)+ Bz
siz=0 1=2A= A=1/2
sizx=-2 1=-2B=— B=-1/2

/ dzx 1/1d 1 1 | T
2+2x 2J) = 2) z+2 z+ 2

/2 dz 3
B Y
1 22422 2

Problema 7.5.2 (2 puntos)

a) (1 punto) Calcular los valores de a y b para que la funcién

3x+2 si z <0
f(x) =14 22 +2acosx si 0<wz<m
ax®+b si r>T

sea continua en todo valor de x.

b) (1 punto) Estudiar la derivabilidad de f(x) para todos los valores a y
b obtenidos en el apartado anterior.

Solucién:
a) Continua en x =0

lim f(z)= lim 3z +2) =2
z—0~ z—0
— a=1
lf = lim (2% +2 =2
lm f(z) xino(x +2acosx) = 2a
Continua en x =7

lim  f(z) = lim (2% + 2acosz) = 7% — 2a = 7° — 2
T—T T—m

lim f(z) = xh’_r)nﬂ(axz +b)=ar* +b=nm"+b

z—mt

3z 42 si z <0
f(x)=1¢ 22 +2cosz si 0<z<m
2 —2 si T >
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3 si <0
fl(x)=1¢ 2z —2sinz si 0<z<m

2z si >
f(07)=3

= No es derivable en z =0

f(0r)=0
f(m7)=2x

=—> Es derivableen z =7
f(rt) = 2n

Problema 7.5.3 (3 puntos) Dadas las matrices A = ( _2 _:1)) ), I =

(o 7)

a) (1 punto) Comprobar que |A?| = |A|?, y que |A+ I| = |A| + ||

b) (0,5 puntos) Sea M una matriz cuadrada de orden 2. ;Se puede ase-
gurar que se cumple |M?| = |M|??. Razonar la respuesta.

c¢) (1,5 puntos) Encontrar todas las matrices cuadradas M, de orden 2,

tales que:
[M + 1] = [M]| + |1]

Solucion:

a)
o | 3 1Y [ 3 1\|_|to]_
o | 3 1 31
A —|_8 _3| |_8 _3|_( 1)(-1) =1
Luego |A?| = |A|%
4 1
\A—&-I\—‘_g 5 =0

Al +|I|=-1+1=0= |A+ 1| = |A| + ||
b) Si podemos asegurar que |M?| = |M|?:
|M?| = |M - M| = M| |M| =M
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=

a
C

b
d ‘ad—cb, |[I| =1

a+1 b

M +1] = d+1

>:(a—|—1)(d—|—1)—cd

(a+1)(d+1)—cd=ad—cb= a=—d

M= ( a b )
c —a
Problema 7.5.4 (3 puntos) Se consideran los puntos A(0,1,0) y B(1,0,1).

Se pide:

a) (1 punto) Escribir la ecuacién que deben verificar los puntos X (z,y, z)
que equidistan de A y B.

b) (0,5 puntos) Determinar la ecuacién que verifican los puntos X (x, y, 2)
cuya distancia a A es igual a la distancia de A a B.

c¢) (1,5 puntos) Escribir las ecuaciones paramétricas de la recta formada
por los puntos C(z,y, z) del plano x 4+ y + z = 3 tales que el tridngulo
ABC es rectdngulo con el angulo recto en el vértice A.

Solucion:

a) d(A, X)=d(B,X)

Va2+—12+422= /e — 12+ 92+ (e - 1)?
20 —2y+22—-1=0
Se trata de un plano que se llama mediador.

b) d(A, B) = d(A, X)

\/:c2+(y—1)2+22:\/§

Pyt —2y—2=0

Se trata de una esfera

c) /ﬁ AB = 0 como C' es un punto del plano = + y 4+ z = 3 tendra de
coordenadas C'(3 — pu — A, u, A). Luego:

AC = (3—p— M\ A) — (0,1,0) = (3 — po— A\ pu— 1, \)
B—p—Ap—1,0)-(1,-1,)=3—-p—-A—p+1+A=0=pu=2
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Luego los puntos de ese plano con la condicién de perpendicularidad
con el vector AB seran:

r=1—-X\
y=2
z2=A
Se trata de una recta.
A B

7.6. Septiembre 2006 - Opcién B
Problema 7.6.1 (2 puntos)

a) (1 punto) Resolver el sistema de ecuaciones:

z+ y— 3z2=0
2z4+ 3y— z2=05

b) (1 punto) Hallar la solucién del sistema anterior tal que la suma de los
valores correspondientes a cada una de las tres incognitas sea igual a
4.

Solucion:

a)

_ T = —5+8A
z+ y— 3z=0 ) y=5-5)
22+ 3y— z2z=5 2
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b) —54+8A+5—BA+A=4= A=1.

x=3, y=0, z=1

Problema 7.6.2 (2 puntos)

a) (1 punto) Hallar todas las matrices A = ( g Z > distintas de ( 8 8 )

tales que A2 = A

b) (1 punto) Para cualquiera de las matrices A obtenidas en el apartado
1.), calcular

M=A+A24+A43+...4 49
Solucidn:

2)

2 2
2 4 4_[a a a a)\ [(a a*+ab\ [ a a
A_AA_<0 b><0 b>_<0 b2>_<0 b)
a’=a ala—1)=0= a=0, a=1
a?+ab=a ={ ala+b—-1)=0 =
=0 bb—1)=0=b=0, b=1

a=0, b=1 {00 (11
{azl,b:O:>A_<0 1)"4_(0 0)
b) A2 = A; A3 = A?A = AA = A; A" = ABA = AA = A... A0 = 4
Luego:

Problema 7.6.3 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = ze?®, se pide:

a) (1,5 puntos) Dibujar su grafica indicando su dominio, asintotas, inter-
valos de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos relativos,
intervalos de concavidad y convexidad y puntos de inflexién.

b) (1,5 puntos) Calcular el drea comprendida entre el eje OX y la grafica
de f(z) entre —1 <z < 1.

Solucion:

171



a) Dom(f) =R
Asintotas:

s Verticales: No hay

s Horizontales:

lim ze*® =

00
Tr—>00
. 2z . —2t — y —1
lim 2ze™ = lim (—te )= |—| = lim —— =0
T—>—00 t—s 00 00 t—ro0 —2e2t

Luego cuando la x — —oo hay una asintota y = 0

= Oblicuas: No hay por haber horizontales.

Monotonia:

1
fl(x) =e*® +22e* =e* (14 22) =0 = z = D)

(=00, —=1/2) | (=1/2,0)
f'() - +

f(x) decrece crece

La funcién es creciente en el intervalo: (—1/2,00)
La funcién es decreciente en el intervalo: (—oo, —1/2)

Como en el punto (—1/2,—1/(2e)) la funcién pasa de decrecer a crecer
estamos ante un minimo.

Curvatura:
f'(x) =4e*(z+1)=0= 2= —1

(=00, —1) | (-1, 00)
f"(x) - +

f(x) | convexa | concava

Como en el punto (—1,—1/(e?)) la funcién pasa de convexa a céncava
estamos ante un punto de inflexién.

) 0
Areaq = ‘/ ze?® dz| +
1

1
/ xe®® dx
0
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convexa decrecieate
ereciente
Pto Inflexion

concaval +

Minimo

La integral [ ze?® dx se resuelve por partes, llamamos:

1
u=r= du:d:cydv:e%dx:>v:§ezx.
S| 2z — 1
/xe%dx: x(; -3 eQxdx—62x< $4 ) = F(x)
¢ 3e 2 —1| |e2+1
Area = |F(0)=F(=1)[+[F(1)=F(0)] = | =—— |+ = 2,245762562

Problema 7.6.4 (3 puntos) Un plano 7 corta a los ejes de coordenadas en
los puntos A(1,0,0), B(0,X,0) y C(0,0,4). Se pide:

a) (1,5 puntos) Hallar el valor de A > 0 de manera que el volumen del
tetraedro OABC' (donde O es el origen), sea 2.

b) (1,5 puntos) Para el valor de A obtenido en el apartado 1.), calcular la
longitud de la altura del tetraedro OABC correspondiente al vértice

0.
Solucidn:
a)
OA4 = (1,0,0) Lo 0 .
OB = (0,,0) = V=;]]0 X 0]]=Z]-4=2=
OC = (0,0,4) 100
%:2:)\—3



AC = (~1,0,4) 1 -1 z-1
AB=(-1,30) =7:| 0 3 y |=0=
A(1,0,0) 4 0 =z
m:122+4y+32—-12=0
0+0+0—12[ 12
40, m) = 10 L0+ 012

JiZr 232 13"

Otra forma de resolver el problema seria:

1 J k
—12,—4,-3 13
Shase = ‘ -1 0 4 |:‘( 9 )|:2
-1 3 0
1 1 13 12
V = ~Spuse - b 9=-.2"2.p h=-2
g base 1= p T T
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