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Capitulo 8

Ano 2007

8.1. Modelo 2007 - Opcién A

z—y=0
rz+2y+3z=
punto P(1,1,1). Dado el punto Q(0,0,0) de r, hallar todos los puntos A
contenidos en r tales que el tridngulo de vértices A, P y Q tenga area 1.

Problema 8.1.1 (2 puntos) Se considera la recta R el

Solucion:

Un punto A(x,y, z) de la recta serfa

A
A = AN -N)
)\

IS SO
I

QA=A —-)\), OP=(11,1)

175



1| Pk 1
S=21[ A A —A||=2]2)—2)00) = V22 =1
2 2
11 1
2 2 V2 V2 2 V2 V2
s 4 (.5 ) (L)

Problema 8.1.2 (2 puntos)

a) (1,5 puntos) Calcula la ecuacién general de un plano 7; que contiene

a la recta
r=1+ A\
r:g y=-142X
z= A\

y es perpendicular al plano m : 2z +y — 2z = 2.

b) (0,5 puntos) Determinar la ecuaciones paramétricas de la recta inter-
seccion de los planos w1 y mo.

Solucion:
a)
=
ur = (1,2,1) — _ _
T {Pr(,—l,o) Umy = (2,1,—1)
ur = (1,2,1) 1 2 z-1
m Uy = (2,1,-1) = |2 1 y+1|=0= o—y+2z-2=0
P.(1,-1,0) 1 -1 =z
b)
4
=z
r—y+2—2=0 3,
9 y=—-5+A
{2x—i—y z—2=0 L\

Problema 8.1.3 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones:
+ ky+ kz= 1
r+ ky— kz= k?
—z+ ky— k?z= k?
a) (2 punto) Discutirlo segtin los distintos valores de k.

b) (1 punto) Resolverlo para k = —1.

Solucion:
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1 K K21
A= 1k —k|E |, |A=2*(k+])=0= k=0, k=—1
-1 k —k*|K?

Sik#0y k # —-1= |A| # 0 = Rango(A) =Rango(A) = 3 = n°
de incégnitas y el sistema es compatible determinado, es decir, tiene
solucién unica.

Sik=0:
1 0 01
A= 1 0 00
-1 0 00
El Rango(A) = 1, dado que las tres filas son iguales. Sin embar-
go el menor 1 (1) = —1 # 0 = Rango(A) = 2. Por tanto,
Rango(A) #Rango(A) = Sistema Incompatible (No tiene Solucién).
Sik=-1:
1 -1 111
A= 1 -1 1|1
-1 -1 —-1]1

La matriz tiene dos primeras filas iguales, luego Rango(A) =Rango(A) <
n° incégnitas=—> Sistema Compatible Indeterminado (Infinitas Solu-

ciones).
b)
z— y+ z= 1 e
e y:—
—zr— y— z= 1 Y

Problema 8.1.4 (% puntos)

a) (1 puntos) Si f es una funcién continua, obtener F’(x) siendo
Py = [ (70 + ¢+ ) dt
0

b) (2 punto) Si f(1) =1y ademads fol f(t)dt = 1, hallar la ecuacién de la
recta tangente a la grafica de F'(x) en el punto (1, F(1)).

Solucion:
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a) Por el teorema fundamental del cdlculo sabemos que si f es una funcién
continua si

Fa) = [ f)dt = F'@)= f(2)

Luego F'(z) = f(z) + 2% + 2*

b)
m:F’(l):f(1)+2:3
1 1 1 1 B 4l
F(1)=/ (f(t)+t2+t3)dt=/ f(t)dt+/ tht+/ Bt =1+ — + —

0 0 0 0 3 4 0

—1+1+1_B

N 3 4 4

1
y—19:3(x—1)

8.2. Modelo 2007 - Opcién B
Problema 8.2.1 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = 622 — 23, se pide:

a) (1 punto) Hallar un valor a > 0 tal que la recta tangente a la gréfica
de f en el punto (a, f(a)) sea paralela a la recta y = —15z.

b) (1 punto) Hallar el drea de la regién acotada limitada por la gréfica
de f y la parte positiva del eje OX.

Solucion:

a) La pendiente de la recta tangente es m = f’(a) = —15
fl(x) =122-32> = m = f'(a) = 120-3a* = —15= a =5, a=—1

Como a > 0 = la solucién buscada es a = 5 y, por tanto, como
f(5) =25 = (5,25) es el punto buscado.

b) Los puntos de corte con el eje OX son

622 — 23 =0 = r=0, =6

6 #4718
S:/ (6x2x3)dx:2x34] =108 u?
0
0

Problema 8.2.2 (2 puntos) Obtener el valor de k sabiendo que

kx+5
lim (x + 3) — 2

T—00 T
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Solucion:

kx+5
lfm <x+3> =[1%] = &

T—>00 T

A= lim (kz+5) <$+3—1> = 3k

T—>00 T

2
Luego 3k =2 = k:§.

Problema 8.2.3 (% puntos) Se consideran el punto P(1,0,1) y la recta:

r—1 y 2z41
T ==
1 2 -1

y el plano 7 : x + y + z = 0. Se pide:

a) (1,5 puntos) Obtener un punto P’, simétrico de P respecto del plano
.

b) (1,5 puntos) Determinar la ecuacién de la recta s que contiene al punto
P, corta a la recta r y es paralela al plano 7.

Solucion:

a) Seria el siguiente dibujo Calculamos primero el punto P” corte de la

1ALeD

/ W

™

F . be)

recta t y el plano 7, donde ¢ es una recta perpedicular a 7w y que pasa

por P.
t: @:(17171) £ xii\—i_/\
’ Pt(laovl) . v
z=14+X



Sustituyendo este punto en el plano obtenemos el corte

2 1 21
T+A+A+1 )\:O:>)\:_:>P”<_)
FAFAFLH - RN

P es el punto medio entre P y P’
a=—

(1 2 1)_<1+ab 1+c):> b
333/ \ 2’2 2 c:

1 4 1
— P (-2, -2 =
<3’ 3’ 3)

QOO g |

b) Encontramos la recta como interseccién de dos planos:
El plano 7 es paralelo a w y contiene a P
El plano 7o contiene a Py ar

Seria el siguiente dibujo

m:rx4+y+2z+A=0ycomocontienea P—=1+0+14+A=0—=
A=—2=m:x4+y+2—2=0

ur = (1,2,-1) 1 0 z-1
w1 PP=(0,0,-2) =| 2 0 y |=0= 22—y-2=0
P(1,0,1) ~1 -2 z-1

WIN| =
> >

t:{ Trvret) =t

20 —y—2=0

ST Y
I
PSANTICRIIN
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Problema 8.2.4 (3 puntos) Dada la matriz

2 -1 A
M = 2 =X 1
22 -1 1

a) (1,5 punto) Determinar el rango de M segin los valores del pardmetro
A

b) (1,5 punto) Determinar para qué valores de A existe la matriz inversa
de M. Calcular dicha inversa para A = 0.

Solucion:

a)

2 —1 A
2 A 1[=20=-3\+2)=0= A=1 A=-2
20 -1 1

SiA#1y A#—-2= |M|# 0 =-Rango(M) = 3.

Sia=1:
2 -1 1
M = 2 -1 1
2 -1 1

Las tres filas son iguales y, por tanto, el Rango(M) = 1.

SiA=—2:
2 -1 =2
M = 2 2 1
-4 -1 1
2 -1
Como el menor 9 9 |:6§£0:>Rang0(M):2.
b) SiA=0:
2 —1 0 1/4 1/4 —1/4
M=|2 01 |=M'=] -1/2 1/2 -1/2
0 -1 1 ~1/2 1/2 12
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8.3. Junio 2007 - Opcién A

m m—1 m(m-—1)
Problema 8.3.1 (2 puntos) Estudiar el rango de la matriz | m 1 m

m 1 m—1

segun los valores del parametro m.

Solucién:
[Al=m(m—-2)=0= m=0, m=2

Sim#0ym#2=|A| # 0 = Rango(4) = 3.
Sim = 0:
0
0 1 o0 :>|Ay:oy<1 0)
1 -1
0
Luego en este caso el Rango(A) = 2.

Sim=2:

# 0 (dos filas iguales)

NN N

1 2
12 | = 4l=0y | |
1 1

Luego en este caso el Rango(A) = 2.

Problema 8.3.2 (2 puntos) Sean las matrices

2 0 8 -9
Hallar una matriz X tal que XAX ! =B

Solucion:

XAX'=B=— XA=BX
a b ‘ 2 0 (8 =9 [ a b .
c d 0 -1 /) \6 -7 c d
2a b\ [ 8a—9c 9b—9d . 6a—9¢ =0 . b=d
2c —d ) \ 6a—9c b—d b—d=0 c=2/3a
a b 3 1
X_<2/3ab>’ p'eX_<—2 1)

182



Problema 8.3.3 (3 puntos) Dados el punto A(1, —2,—3), larectar : { : t g +1=0

y el plano 7 : x — 2y — 3z + 1 = 0, se pide:

a) (1,5 puntos) Ecuacién del plano que pasa por A, es paralelo a r y
perpendicular a 7.

b) (1,5 puntos) Ecuacién de la recta que pasa por A, corta a ry es paralela
a .

Solucion:

1 z=0 v= "1 P.(~1,0,0)
z=0
Tir—2y—32+1=0= uy = (1,-2,-3)
-1 1 z-—1
71 =2 y+2|=0=7":32+3y—2=0
0 -3 243

b) Construyo un plano 7’ paralelo a m que contenga a A:
r—2y—32+A=0= 144494+ A=0= A= -14
7ir—2y—32—-14=0
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Corto con este plano a la recta r y obtengo el punto B:
—1-A-22-14=0= A=-5= B(4,-5,0)
La recta que buscamos pasa por Ay B:

AB = (3,-3,3) = 3(1, - 1,1)

@ = (1,-1,1) z=1+A
5 = s:4 y=—-2-2X
Ps(la_27_3) 2= 31\

Problema 8.3.4 (3 puntos) Se considera la funcién f(z) = 22 +m, donde
m > 0 es una constante.

a) (1,5 puntos) Para cada valor de m hallar el valor de a > 0 tal que la
recta tangente a la gréfica de f en el punto (a, f(a)) pase por el origen
de coordenadas.

b) (1,5 puntos) Hallar el valor de m para que la recta y = x sea tangente
a la grafica de f(x).

Solucién:

a) (a, f(a)) = (a,a®> +m), f'(x) = 20 = f'(a) = 2a. Luego la recta
tangente seria: y — a® —m = 2a(x — a). Si imponemos que pase por el
punto (0,0) = —a? —m = —2a*> = a = \/m (la solucién negativa
no vale).

1
b) La recta y = x tiene de pendiente 1 = f'(a) =2a =1 = a = 2

11 1 1
luego el punto de tangencia es el (, ), es decir, f () = —:
272 2 2
f(l)—1+ o
2) "4 T T Ty
8.4. Junio 2007 - Opcién B
z? —12
Problema 8.4.1 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = o calcular el
x
area de la region acotada encerrada por su grafica y el eje OX.
Solucién:
72— 12 )
S =0= 2~ 12=0= z =+2V3
x2+4

23 .2 _
s-|[C o1y,
—2v3 x*+4
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2 —12 1
F(x):/ o dx = /(1—16 71 )dw-:): 16/3;2 dx =
r— 16/ dr = x— 4/ R dt = r—8arctant = z— 8arctan—
% 2 - +1 2

= |F(2V3) — F(—2V3)| = ‘W = | —9,8269] = 9,8269 >

Problema 8.4.2 (2 puntos) Dibujar la gréfica de la funcién

|z]

fla) = 5o

indicando su dominio, intervalos de crecimiento y decrecimiento y asintotas.

Solucion:

si <0 ——— si <0

Dominio: Dom(f) = R — {2}

Monotonia: La funcién es decreciente en el intervalo (—o0,0) y es creciente

¥

Crece

Decrece

(0,0)

Crece

en el intevalo (0,2) U (2, 00). Asintotas:

= Verticales:
Si z < 0 no hay
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Siz>0=—=—= xz=2:

T
l’ = 1’ = |— | =
1;1112_ f(ﬂ?) 1;1112_ 2—zx 0+ oo
lin f() = 1 =]
im = lim =|—|=-
z—> 27T z—2t 2 —x 0~
= Horizontales:
Siz<0=y=1
7. _ /. _x _
Sizx>0= y=—1:
= Oblicuas: No hay al haber horizontales
Problema 8.4.3 (3 puntos) Dadas las matrices
5 20 a b 0
A=1]12 5 0 B=| c ¢ 0
0 01 0 01

Se pide:

a) (1,5 puntos) Encontrar las condiciones que deben cumplir a, by ¢ para
que se verifique AB = BA.

b) (1,5 puntos) Para a = b = ¢ = 1, calcular B'°.
Solucién:

a)

5 2 0 a b 0 a b 0 5 2 0
2 5 0 c c¢c 0 | = c ¢ 0 2 5 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
5a +2¢c 5b+2¢c 0 5a + 2b 2a+5b O
2a+5c 2b+5¢c 0 | = Te — Z
0 0 1 0

Las condicién que deberia de cumplir seria a = b= ¢
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O = =
o
sy
no
I
[\)
=
[\)
=
o

W
w
|
NN
[ I
NN
[ I
o O
Sy
~
|
NN
w w
NN
w w
o O

Luego:
29 29 0 27171 2n71 0
AlO — 29 29 0 A" = 2n—1 2n—1 0
0O 0 1 0 0 1

Problema 8.4.4 (3 puntos) Sean los puntos
AN 2,)), B(2,—X,0), C(\0,X+2)

a) (1 punto) {Existe algun valor de A para el que los puntos A, By C
estan alineados?

b) (1 punto) Comprobar que si A, B 'y C no estan alineados el triangulo
que forman es isésceles.

¢) (1 punto) Calcular la ecuacién del plano que contiene al tridngulo
ABC para el valor A = 0 y hallar la distancia de este plano al origen

coordenadas.
Solucién:
a)
A 2 A
2 -2 0 = —2(\242)\+4) # 0 Siempre = No estén alineados
A0 A+2
b)
AB=(2- )\ —-\—2,-)\) |AB] = V3X2 + 8
AC = (0,-2,2) — 1 |AC| =2v2
BC=(M\-2\\+2) IBC| = V322 + 8

El tridngulo que forman los puntos tiene dos lados iguales y otro de-
sigual, se trata, por tanto, de un tridngulo isésceles.

187



AB = (2,-2,0) 7 = (1,-1,0)
4 1,1

(
T @:(0,—2,2) = = (0,-1,1)
A(0,2,0) P(0,2,0)
1 0 T
7:| -1 -1 y=2 |=0=m:24+y+2—2=0

0 1 z

=223,

d(O,7) = N u

8.5. Septiembre 2007 - Opcién A

Problema 8.5.1 (2 puntos) Hallar los puntos de la recta r : R

-5 1
yT _ At cuya distancia al plano 7 : 2z —y + 22+ 1 = 0 es igual
al.
Solucién:
=3+ A
y=5+A un punto de 7 es P34+ A\, 5+ X\, z=—1+))
z=—1+A
24+ —(B+A)+2(-1+N)+1
d(P,?T):‘ B+N=(G+N+21+ N+ ’:]/\|:1:>/\:i1

vVi+1+4

Los puntos buscados son:
P1(4,6,0), Py(2,4,-2)

Problema 8.5.2 (2 puntos) Sea consideran las rectas:

r- x_y:?} . w—z:4
"l z+y—2=0 Nl 2x—y="7

Hallar la ecuacién continua de la recta que contiene al punto P(2,—1,2)
y cuyo vector director es perpendicular a los vectores directores de las dos
rectas anteriores.

Solucién:
J ok J ok
=1 -1 0|=(1,,,2), wg=|1 0 —-1|=—(1,2,1)
1 1 -1 2 -1 0
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r—2 y+1 y—2
-3 1 1

X up =

—_ =S
N = e,

k
2 | =(-3,1,1) ¢:
1

Problema 8.5.3 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

z+ (E+1Dy+ 2z2= -1
kx+ y+ oz = k
(k—1)z— 2u— z= k+1

se pide:
a) (2 puntos) Discutirlo segun los distintos valores de k.
b) (1 punto) Resolverlo cuando tenga infinitas soluciones.
Solucién:
)
1 (k+1) 2| -1

A= k 1 1| k
(k—1) -2 —1|k+1

A =2k? =Bk +2=0= k=, k=2

N | =

» Sik#1yk+#2= |Al # 0= Rango(A) =Rango(4) =3 =
n° de incognitas = Sistema Compatible Determinado.

—~

1.
[ ] k = 5'
1 3/2 2]-1
A= 1/2 1 1]1/2
~1/2 -2 -1]3/2
1 3/2
Como |A| =0y 2 1|7 —1/2 = Rango(A4) = 2. Por
otra parte
3/2 2 -1
1 1 1/2 |=-3%#0= Rango(4)=3
-2 -1 3/2
Como Rango(A) #Rango(A) = Sistema Incompatible.
n k=2:
1 3 2| -1
A= 2 1 1] 2
1 -2 —-1] 3
Observamos que la tercera fila es la diferencia de la segunda
menos la primera, y como ; i) = —5 # 0 = Sistema Com-

patible Indeterminado.
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x=T7/5—1/5\
z+ 3y+ 2z= -1 _ B
{2:c+ gt 2= 2 Z:A4/5 3/5A

Problema 8.5.4 (3 puntos)

a) (1,5 puntos) Hallar los méximos y los minimos relativos y los puntos
de inflexién de la funcién:

32% + 143
fo)=—mr

b) (1,5 puntos) Determinar una funcién F'(z) tal que su derivada sea f(z)
y ademds F'(0) = 4.

Solucién:
a)
/ 1- 2
<—OO,—1) <_171) (l,OO)
e v -
f(x) | Decrece N\ | Crece /| Decrece \

Luego la funcién tiene un minimo en el punto (—1,5/2) y un maximo
enel (1,7/2).

7 _ 21:(x2 — 3) _ _ _
(_007 _\/g) (_\/ga 0) (Oa \/g) <\/§7 OO)
e ¥ - v

f(z) | Convexa N | Céncava U | Convexa N | Céncava U

Como la funcién en estos tres puntos cambia de curvatura y hay con-
tinuidad, los tres son puntos de inflexion:

ws. (20). (at

2
1
F(:U):/de:3x+21n(x2+l)+c

1
F0)=4= C=4= F(z) =32+ 5In(a"+ 1) +4
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8.6. Septiembre 2007 - Opcién B

Problema 8.6.1 (2 puntos) Calcular una matriz cuadrada X sabiendo que
verifica

XA?+ BA=A?

0 0 -1 0 0 -2
siendo A = 0 -1 0 |yB= 0 -2 0
-1 0 0 -2 0 0

Solucion:

XA? 4+ BA= A= XA?=A?> - BA=— X = (A> - BA)(A*)!

0 0 -1 0 0 -1 1 00
A=A A= 0 -1 0 0 -1 o|=(010]|=5L
-1 0 0 -1 0 0 00 1
(A =14
0 0 —2 0 0 -1 2 0 0
B-A= 0 -2 0 0 -1 0 f|=[020]|=25
-2 0 0 -1 0 0 00 2
Luego:
-1 0 0
X = (A2 = BA)(A*) ' = (I3 —2L)I3 = —I3 = 0 -1 0
0 ~1

Problema 8.6.2 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones

T+ 2y— 3z= 3
20+ 3y+ z= 5

se pide:

a) (1 punto) Calcular a y b de manera que al afiadir una tercera ecuacién
de la forma az + y 4+ bz = 1 el sistema resultante tenga las mismas
soluciones que el sistema original.

b) (1 punto) Calcular las soluciones del sistema dado tales que la suma
de los valores de las incégnitas sea igual a 4.

Solucion:

a) Para que las soluciones del sistema resultante sean las mismas que las
del sistema del enunciado necesariamente la ecuacion ax +y + bz = 1
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tiene que ser combinacién lineal de las otras dos, de esa manera el
sistema

z+ 2y— 3z= 3
2z+ 3y+ z= 5 es Sistema Compatible Indeterminado
arx+ y+ bz= 1

Si multiplicamos la primera ecuacién por k y la segunda por [ su suma
serd la ecuacion ax + y + bz = 1, es decir F3 = kF} + [ F5:

a=Fk+ 2] k=2
% +3l=1 I=—1
Bk4+l=b ) a=0
3k +50=1 b= —7

La ecuacién serfa y — 7z =1

b)
r=1-11X
z+ 2y— 3z= 3 B
{2x+ Sy+ z= 5 Z:i+7A

2
Luego (1-11A\)+(14+7AN)+A =4 = A = —3¥ sustituyendo tenemos:

Problema 8.6.3 (3 puntos) Sean las rectas

v _y—1_ z-2 5 z—3y—5=0
1 -1 27 7| x-32-8=0

a) (1,5 puntos) Hallar la ecuacién del plano m que contiene a r y es
paralelo a s.

b) (1,5 puntos) Calcular la distancia entre el plano 7 y la recta s.

Solucion:

a)

ur = (1,-1,2) i j k
u_>s:(37170) 'ITLZ: 1 -3 -5 :3(37171)
P.(0,1,2) 1 -3 -8
1 3 T
m:] -1 1 y—1|=-3z+5y+42—-13=0
2 1 z—-2

m:3x—by—42+13=0
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b) Elejimos un punto de la recta s por ejemplo Py(2, -1, —2)

64+5+8+13 32  16V2
= = = u
VI+25+16 /50 5

d(Pg,m)
Problema 8.6.4 (3 puntos) Sea g(z) una funcién continua y derivable para
todo valor real de x, de la que se conoce la siguiente informacién:

= ¢(z) > 0 para todo z € (—00,0) U (2, +00), mientras que ¢'(z) < 0
para todo z € (0, 2).

» ¢"(x) > 0 para todo z € (1,3) y ¢"(x) < 0 para todo = € (—o0,1) U

3, 4+00).
= g(-1)=0, g(0)=2, g(2)=1.

Teniendo en cuenta los datos anteriores, se pide:

a) (1 punto) Analizar razonadamente la posible existencia o no existencia
de asintotas verticales, horizontales u oblicuas.

b) (1 punto) Dibujar de manera esquemética la grafica de la funcién g(z).

x
c¢) (1 punto) SiG(z) = / g(t) dt encontrar un valor z tal que su deriva-
0

da G,(x()) =0
Solucién:
(_0070) (07 2) (27 OO)
g@) | + - +
g(x) | Crece /| Decrece ~\ | Crece /*

Como la funcién es continua y derivable en todo R, podemos asegurar que

la funcién tiene un méaximo en x = 0 y un minimo en x = 2.

(—o0,1) (1,3) (3,00)
e ¥ -
f(z) | Convexa N | Céncava U | Convexa N

Como la funcién es continua y derivable en todo R, podemos asegurar que
la funcién tiene dos puntos de inflexién en z =1y en o = 3.

a) Asintotas:

= Verticales: No hay, ya que la funcién es continua y derivable en
todo R.

= Horizontales: en y = 3, ya que lim
Tr—> +00

g(z) =3
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= Oblicuas: No hay al haber horizontales

b) Su representacion seria:

Y Asintota vestical y=3

Mmoo en =t

Conv

AV 1)

Paurtos de Tuflexdon en x=1y
e x=1

c) G(x) = / g(t) dt, como g(z) es continua y derivable podemos aplicar

el teorema fundamental del célculo y tenemos que G'(z) = g(z) =
G'(x0) = g(w0) =0 = 20 = —1
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