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Capitulo 11

Ano 2010

11.1. Modelo 2010 - Opcién A

Problema 11.1.1 (8 puntos) Dada la funcién:
flx)=€e"+ae™™,
siendo a un numero real, estudiar los siguientes apartados en funcién de a:

a) (1,5 puntos) Hallar los extremos relativos y los intervalos de crecimien-
to y decrecimiento de f.

b) (1 punto) Estudiar para que valor , o valores, de a la funcién f tiene
alguna asintota horizontal.

c¢) (0,5 puntos) Para a > 0, hallar el drea de la regién acotada compren-
dida entre la gréafica de f, el eje OX y las rectas x =0, z = 2.

Solucion:

1
a) fllr)=e*—ae ™ =0= m:%

m Sia>0:

/
\ y

NN
N ’///

|

(—o0,Ina/2) | (Ina,o0)
(z) - +
(z) | Decreciente | Creciente
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La funcién es decreciente en el inetervalo (—oo,lna/2) y creciente
enel (Ina/2,00).

S . Ina
La funcién tiene un minimo en el punto = 2v/a

» Sia < 0= Ina no existe, luego no hay extremos. Por otro lado
f'(x) >0, Vo € R = la funcién es siempre creciente.

) /
/
/
7
/
P
// /’ ,,//
/ Fbr
Ted /]
=3 A:J
// // h
2z 2z
, et —a 00 3 2e ,
hm:{ }:hm = lim 2" =00
T—>00 et 00 r—ro0 et T—>00

En este caso no hay asintotas horizontales sea cual sea el valor de a.
Cuando ¢z — —o0:

2x 2x
, et —a 00 , _ , 1+ ae .
lIim —=|—|= lim (e “+ae”)= lim ——— =ocosia#0
T—>—00 et 0 T—>00 T—>00 et

Es decir, no hay asintotas horizontales en este caso siempre que a # 0.

. 14 ae* , 1
Sia=0= lim ———— = Ilim — = 0. En este caso hay una
T—>00 el r—>00 el

asintota horizontal en y = 0.

b) Con a > 0:

0.0 @0

248



2
S:/ (" +ae *)dx = ex—ae*x]?):a(l—e(—m)—i—ez— 1u?
0

Problema 11.1.2 (3 puntos) Se consideran las rectas:

. _y—-1 z-2
-1 1 =2

r

x—5 y z+1

6 2 2
a) (1,5 puntos) Determinar la ecuacién de la recta ¢ que corta a r y s, y
que contiene al origen de coordenadas.

S =

b) (1,5 puntos) Determinar la minima distancia entre las rectas r y s.

Solucion:
u_>7‘ = (_17 17 _2) u—>5 = (6’272) - 2(37 171)
" P(0,1,2) "7 Pul5,0,-1)
a)

= (—1,1,-2) -1 0 =z

mi{ OB =(0,1,2) =| 1 1 y|=0=42+2y—2=0
0(0,0,0) -2 2 2
us = (3,1,1) 3 5 =z

o @:(570’_1) = |1 0 y|=0=— —2+8y—5z=0
0(0,0,0) 1 -1 =

‘. dr+2y—2=0
"l r—8y+52=0

-1 1 -2
\[up, w}, PPy =] 6 2 2||=64= se cruzan
5 -1 -3
Tt J k
wx =] =1 1 =2 ||=1(6,-10,-8)| = 2|(3,—5,—4)| = 10v2
6 2 2
d(?‘ 8) _ |[u_>7’7u—>87P7j s” - 64 _ 16\/5 u
’ @ x | 10v/2 5



Problema 11.1.3 (2 puntos) Obtener, para todo nimero natural n, el valor

de: " "
1 1 + 1 -1
1 1 -1 1
Solucion:
Sin=1
L1y (1t -1y _ (20
1 1 -1 1 o 0 2
Sin=2
22 (2 -2)_(40
2 2 -2 2/ \0 4
Sin=3
4 4 n 4 -4\ (80
4 4 —4 4 L0 8
Sin=n

2n—1 2n—1 2n—1 _2n—1 on 0
2n71 2n71 + _anl 2n71 = 0 2n

Problema 11.1.4 (2 puntos) Discutir razonadamente, en funcién del parametro
k, el siguiente sistema:

z+ ky+ z= k+2
kz+ y+ z= k
z+  y+ kz= -2(k+1)
Solucién:
1 k1 k+2
A=k 1 1 k Al = -k +3k—2=0= k=1 k=2
11 k| —20k+1)

» Sik#1yk#—-2= |A| # 0 =Rango(A) =Rango(A) = 3 =n° de
incognitas, luego en este caso el sistema sera compatible determinado.

" Sik=1
11 1] 3 .
A=| 11 1| 1 |= Remeo()=3 _
11 1] -4 Rango(A) = 2

Sistema es Incompatible.
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w Sik=-2

Tenemos:
Fs=—-(F+ )= {

Sistema Compatible Indeterminado.

11.2. Modelo 2010 - Opcién B

Problema 11.2.1 (3 puntos) Dada la funcién:
fla)=a—a
Se pide:

a) (1 punto) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en
el punto (=1, f(—1)).

b) (1 punto) Determinar los puntos de interseccién de la recta hallada en
el apartado anterior con la grafica de f.

c¢) (1 punto) Calcular el drea de la regién acotada que estd comprendida
entre la grafica de f y la recta obtenida en el apartado anterior.

Solucioén:

a) f(—1) = 0. El punto de tangencia es el (—1,0). f'(z) = 32> — 1 =
m = f'(—1) = 2. Luego la recta tangente es:

y=2(z+1)= 2x—y+2=0
b) Para encontrar los puntos de interseccién lo hacemos por igualacion:
B -r=2+2= r=—-1, x=2

Los puntos de interseccién son: (—1,0) y (2,6).

c)

2 2 4 2
S = / (2z+2—2342) dx = / (=23 +3242)de = — "~ + 3 4+ 2z
. . 177 B
27
T
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Problema 11.2.2 (3 puntos) Dado el sistema:

T+ z = 2
x+ Ay— z= 4
—Az— y— z= -5

a) (1 punto) Discutirlo para los distintos valores del pardametro A
b) (1 punto) Resolverlo cuando el sistema sea compatible indeterminado.
¢) (1 punto) Resolverlo para A = —2.
Solucién:
2)

1 0 1] 2
A= IXx —1| 4] JA=XN-2-2=0= XA=—-1)1=2
A -1 —-1|-5
» SiA# -1y ) #2= |A] # 0 =Rango(A) =Rango(4) =
3 =n° de incégnitas, luego en este caso el sistema serd compati-
ble determinado.

A=1]1 1 -1 4

Lot 2 { Rango(A) = 3
— A) =2
1 -1 —-1]-5

Sistema es Incompatible.
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= SiA=2

A= 1 2 -1 4

R { Rango(4) = 2
— A)=2
-2 -1 —-1]-5

Sistema Compatible Indeterminado.

b) El sistema es compatible indeterminado cuando A = 2:

{x+ z= 2 T=2-X
B =< y=1+\
4+ 2y z= 4 Y
c)
T+ z= 2 T =—
z— 2y— z= 4 =< y=-—6
2x— Yy— z= —5 z =

Problema 11.2.3 (2 puntos) Dados los puntos A(2,2,3) y B(0,—2,1), ha-
llar el punto, o los puntos, de la recta:

x—2 Y z—4
T g

3 -1 2
que equidistan de A y de B.
Solucién:
x =243\
rigoy=-—A
z=442)\

AP = (3)\,—2—A\14+2)\), BP=(2-3\2—\3+2)
4P| = [BP| —
VBN2 (2= 02+ (14202 = /(2302 + (2 - A2+ (B +20)2 =
A=1= (5,-1,6)

Problema 11.2.4 (2 puntos) Dados el plano 7 = bz —4y+2z = 0 y la recta:

y_Z

‘/17_
1 2 3

r

contenida en 7, obtener la recta s contenida en m que es perpendicular a r,
y que pasa por el origen de coordenada O(0,0,0).

Solucion:
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11.3. General-Junio 2010 - Opcién A

Problema 11.3.1 (3 puntos) Dada la funcién:

r? 42
@)=

se pide:

a) (0,75 puntos) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento

de f(z).
b) (0,75 puntos) Hallar los puntos de inflexién de la grafica de f(z).
¢) (0,75 puntos) Hallar las asintotas y dibujar la grafica de f(x).

d) (0,75 puntos) Hallar el area del recinto acotado que limitan la gréfica
de f(x), el eje de abcisas y las rectas y = x + 2, z = 1.

Solucion:

a) f’(m):—W:Oz x =

(—00,0) (0, 00)
/(@) + -

f(z) | Creciente | Decreciente

La funcién es creciente en el intervalo (—o0o0,0) y decreciente en el
(0,00).
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La funcién tiene un méximo en el punto (0,2)

2(3z% - 1) V3

b " = — = 0 — — —_—
) (@) (22 + 1) o 3
(z00, =) | (=39 | (%,00)
f"(x) + - +
f(z) | Cobncava Convexa | Céncava
La funcién es céncava en el intervalo (—oo, —?) U (?, 00) y es con-
vexa el intervalo (—@, @)

La funcién presenta puntos de inflexién en (—\gg, Z) y (?, Z)

¢) Como el denominador no se anula nunca no hay asintotas verticales y,
pasamos a estudiar las horizontales:

y, por tanto, no hay asintotas oblicuas.

Mu'ximo(ﬂ,i)_
PRI
i ey
Punto Inflexién(-0,5773502691; 1, 75} // \\{um‘ﬂ Inflexion(0,5773502691; 1,75)
1
00
4 g2 +2
d) S1=2=2 52:/ T2 e
) 2~ Y 0 12 +1
1 ,.2
x4+ 2 1 T 447
dr = arctanz +z|, =1+ — =
/0 22 +1 o *1 4
; T 1247
Area =|S1|+192| =3+~ = ———u?

4 4
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Problema 11.3.2 (3 puntos) Dadas las rectas:
y—1 =z+4

r S

z
2 3 -1’ 1

z
1

Y
1

z
4
se pide:

a) (2 puntos) Determinar la ecuacién de la recta perpendicular comin a
rys

b) (1 puntos) Calcular la minima distancia entre las rectas r y s.

Solucién:
a)
re /LTT>:(2535_1) S @:(15154)
1 P-(0,1,—4) "1 Ps(0,0,0)
Calculamos el vector perpendicular a estas dos rectas:

i ]k

w=u xu; =2 3 —1|=(13,-9,-1)
1 1 4

Calculamos la recta t como interseccién de dos planos:

ur = (2,3,-1) 2 13 x

T w=(13,-9,-1) = | 3 -9 y—1|=0= 122+11y+572+217 =0
P.(0,1,—4) -1 -1 z+4
us = (1,1,4) 1 13 =«

] w=(13,-9,-1) = |1 -9 y |=0= 350+53y—222z =0
P,(0,0,0) 4 -1 =z

L[ 2r 1y 4572217 =0
"\ 35z +53y — 222 =0
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01 —4
|[177“>)178>7P7"ﬁ5” =[] 2 3 —1||=-5= se cruzan
1 1 4
’177“) X QTS>| = ‘(137 _97_1” - \/ﬁ
d(r, s) @, @, PP 5 5V251
r,Ss) = = — u
’ . X ug| V251 251

Problema 11.3.3 (2 puntos) Dado el sistema homogéneo de ecuaciones:

x+ ky— z= 0
20— y+ 2z= 0
x— 4dy+ kz= 0

se pide:

a) (1 punto) Determinar para qué valores del pardmetro k el sistema tiene
soluciones distintas de x =y = z = 0.

b) (1 punto) Resolverlo para el casa de k = 3.

Solucidn:

a)

1 k-1
A=|2 -1 2| |[Al=-2*+k+15=0= k=3 k=—5/2
1 -4 k

» Sik#3yk# —-5/2 = |A] # 0 =Rango(4) = 3 =n° de
incognitas, luego en este caso el sistema sera compatible determi-
nado y la tnica solucién seria la trivial x =y =2 =10

» Sik=30k=-5/2 = |A] = 0 = sistema compatible
indeterminado y tendria infinitas soluciones distintas de la trivial.

b) Si k= 3:

> o

{x—f—Sy— zz(]:>

20— y+ 2z= 0

ST Y
I
>N |

Problema 11.3.4 (2 puntos) Dadas las matrices:
1 1 10

257
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a) (1 punto) Hallar dos constantes a y b, tales que A? = aA + bl.

b) (1 punto) Sin calcular explicitamente A3 y A% y utilizando sélo la
expresién anterior, obtener la matriz A°.

Solucion:

a)
o (2 1) (1 1 10 a=—1
A_<—1 5)‘“(1—2)”(0 1>:>{b:3
A2 = —A+3]

b) A3 =A2. A= (—A+3NA=—A2+3A=A—31+3A=4A—3]

eaa(h )60 =0 o)

At = A3 A= (4A—-31)A =4A* -3A = 4(—A+31)—3A = —TA+12]
AS = AT A = (~TAH121)A = —TA*1+12A = —7(—A+31)+124 = 194211

5 11 1 o) (-2 19
A_19<1—2 o1 )=\ 19 50

11.4. General-Junio 2010 - Opcién B

Problema 11.4.1 (3 puntos) Dada la funcién:

Valnz
fy={ %

r+k si <0

si x>0

donde In z significa logaritmo neperiano de z, se pide:

a) (1 punto) Determinar el valor de k para que la funcién sea continua
en R.

b) (1 punto) Hallar los puntos de corte con los ejes de coordenadas.

¢) (1 punto) Obtener la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la
funcién en el punto de abcisa x = 1.

Solucion:
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a) Para que la funcién sea continua en x = 0 se tiene que cumplir:

m f(z) = lim f(z)= f(z)

z— 0~ z— 0t

lim f(x)= lim (z+k)=k

z— 0~ z— 0~
) Vrlnz . Iz —00 , %
lim = lim Sz — | T | T lim e e I om 1
z—0t 2% z— 0F 7z o0 z— 0+ 22 In2yz-20 50
xX

lim VT = U =
e—0t 2% -z -In2 —2=-1  —1/2

0

Luego k=0
1
b) Siz=0=> f(0)=0=(0,0). Si f(z)=0=> \/iz”:o:
x=0, x=1= (0,0) y (1,0), por la otra rama obtenemos el punto

(0,0).
c) Se pide la tangente en la rama z > 1:

f(1)=0

e (ﬁlnx+§>2m—ﬁlnx-2xln2
€Tr) =

22m

1
La recta tangente es y = —(x — 1)

Problema 11.4.2 (3 puntos) Dado el sistema:

T+ ay— z= a
ax+ 22 = =2
T+ z= =2

a) (2 puntos) Discutirlo segin los valores del pardmetro a.

b) (1 punto) Resolverlo en el caso de a = 0.

Solucion:
a)
1 a -1 a
A=l a 0 2|-2 Al=2a—ad’=0=—= a=0a=2
1 0 1] -2
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» Sia#0ya#2=— |A|l # 0 =Rango(A) =Rango(A) = 3 =n°
de incégnitas, luego en este caso el sistema serd compatible de-

terminado.
s Sia=0
1 0 —1 0 —
A=|00 2 |-2 ﬁ{EZEgZEQ:; —
10 1 |-2 g =
Sistema es Compatible Indeterminado.
s Sia=2
1 2 -1 2 —
=20 2|-2 {gaﬁgoéjgfg —
10 1]-2 ANEOLS) =

Sistema Incompatible.

b) El sistema es compatible indeterminado cuando a = 0:

=\
r— z= 0 —0
{ 2:= —2 Y7
z=-A

Problema 11.4.3 (2 puntos) Dadas las rectas:

y—1 z+1 5= T+z=3
2 17 "7 2z0—y=2

se pide:

a) (1 punto) Hallar la ecuacién del plano m determinado por 7y s.

b) (1 punto) Hallar la distancia desde el punto A(0,1,—1) a la recta s.

Solucion:

2)



P.P, = (3,3,1) = las dos rectas son paralelas, el plano que determi-

namn es.:
ur = (1,2,-1) 1 3 T
m:4 PP, =(3,31) = 2 3 y—1|=0= bx—4y—-32+1=0
P.(0,1,—1) 11 z+1
b)
PA=(-3-3-1)
i j ok
@ x PAl=]| -1 —2 1||=](5,-4,-3) =50 =52
3 -3 -1

@] = (-1, -2,1)| = V6
@ x PA _5v8

d(A,s) = F 3

Problema 11.4.4 (2 puntos) Sea el plano m que contiene a los puntos
P(1,0,0), Q(0,2,0) y R(0,0,3). Se pide:

a) (1 punto) Hallar el volumen del tetraedro determinado por el origen
de coordenadas y los puntos P, Q y R.

b) (1 punto) Calcular las coordenadas del punto simétrico del origen de
coordenadas respecto del plano 7.

Solucion:
a)
OP = (1,0,0) oo
0Q = (0,2,0) — V=202 0]=1d
OF = (0,0,3) 00 3
b) Calculamos el plano 7:
1@ ~1,2,0) 1 -1 21
™ ( 1,0,3) =| 2 0 y | =0= 62+3y+22—6=0
<1,o,o> 0 3

Para encontrar el punto simétrico del origen respecto a este plano
seguimos el siguiente procedimiento:

» Calculamos una recta r que pasa por O(0,0,0) y es perpendicular

a m:
T O( ) = r:< y=3A
z =2\
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s Calculamos el punto de corte O’ de r con 7:
6
6(6A) +3(3BA) +2(20) —6=0= A= o
Luego el punto de corte es:
36 18 12
/ E— J— J—
© (49’ 49’ 49)
» El punto O’ es el punto medio entre los puntos O y el que bus-

camos O":

O+O/I_
2 =

72 36 24
/ //:2 I — -
0= 0"=20-0 (49’49’49)

11.5. Especifica-Junio 2010 - Opciéon A

1 2 3
Problema 11.5.1 (3 puntos) Sabiendo que | 6 0 3 | = 3, y utilizando
a By
las propiedades de los determinantes, calcular:
2 4 6\
a) (1 punto) El determinante de la matriz | 6 0 3
a B v
10 20 30
b) (1 punto)| 2 0 1
3a 38 3y
30+2 38+4 37+6
c¢) (1 punto) 2 24 27y
o+ 6 B v+3
Solucién:
2 4 6\ |2 4 6] 12 3
a)|| 6 03 ||=|6 03| =26 03| =6
a B oy a By a By
10 20 30 1 2 3 1 2 3
b) 2 0 1|(=3-10-{2 0 1|=10]6 0 3|=30
3a. 38 3y a B v a B v
3a+2 38+4 3v+6 3a 30 3y 2 4 6
c) 2« 23 2v | = 20 20 2y |+ 20 20 2~y
a+6 B ~v+3 a+6 [ v+3 a+6 [ v+3

262



2 4 6 1 2 3 1 2 3
= 200 28 2v | =4 a B vyl =4|a B v |+
a+6 [ v+3 a+6 B v+3 a B v
1 2 3 1 2 3
4la B v |=-4/6 0 3|=-12
6 0 3 a B v

Problema 11.5.2 (3 puntos) Dadas la recta:

x+1 y—-2 z+1
-2 1 3

r =

y el punto P(2,0,—1), se pide:
a) (1 punto) Hallar la distancia del punto P a la recta r.

b) (2 puntos) Hallar las coordenadas del punto P’ simétrico de P respecto
de la recta r.

Solucion:
a)
7a:{;g(_—l( 22’_1’1?) BP=(3,-20) r:{ y=2+A
e z=—143\
i j k
@ x BP|=|| =2 1 3||=1(6,9,1)] =118
3 =2 0
d(Pr)_szﬁﬂ_\/ns_\/Eu
U ml o via VT

b) Para calcular el punto simétrico seguimos los siguientes pasos:

= Calculo un plano 7 perpendicular a r que contenga a P:

=
) ar=(-2,1,3) _
W'{P(Z,O,—l) = 2x+y+32+2=0

= 4-3+A=0=A=T= 22 —y—32—7=0

s Calculo el punto de corte P” de este plano 7 con 7:

2(-1-20) = (24+X) =3(-1+3\) - T=0= A= —=

7
p(L0 1)
T T
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» El punto P” es el punto medio entre Py P’:

P+ P
2

2 2
P P 2P P= (770—378> —(2,0,-1)

P22 )
7T 7

Problema 11.5.3 (2 puntos) Hallar:

3 ¥ b — 83:3] 2

a) (1 punto) Jm [+ 22

P 3\2/x3
b) (1 punto) xh£>10(1 + 4z7)
Solucidn:

2)

e v O v/ vech b ”s
lim | —— | = lim = (-1 =-1
T—00 1+ 2z T—>00 2x
b)
¢ 3\2/23 P 3\2/x3 , 2111(1 + 4:L‘3)
lim (1+4x7) =)A= InA= lim In(1+42°) = lim —————= =
z—0 z—0 z—0 X
0 24
[O} 50 3(1 + 4x3) °

Problema 11.5.4 (2 puntos) Dada la funcién f(x) = In(z2+4x—5), donde
In significa logaritmo neperiano,se pide:

a) (1 punto) Determinar el dominio de definicién de f(z) y las asintotas
verticales de su gréfica.

b) (1 punto) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de

f(x).
Solucion:

a) Hay que estudiar la inecuacién: 22 + 4z — 5 > 0.

P44 —-5=0=2x=-5, z=1

(—o0,—5) | (=5,1) | (1,00)
f(zx) + — +

Luego Dom(f) = (—o0, —5) U (1, 00). Las asintotas verticales son:
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m = -5

lim In(z®44z—5) = —co;  lim In(z? 442 —5) no existe
T— =5~ z—> =5t
= =1
lim In(2® 4 42 — 5) no existe, lim In(z? + 4z —5) = —o0
z—>1- z— 1+
2 4
b) f'(z) = #—;_5 =0 = x = —2 Estudio la derivada sin tener en

cuenta que procede de un logaritmo y luego restringiré la conclusiones
al dominio de esta funcién:

(_OO’_S) (_5’_2) (_2’ 1) (1700)
P - - - T
f(x) | Decreciente | Creciente | Decreciente | Creciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo, —5) y creciente en el
(1, 00).

— [ —

11.6. Especifica-Junio 2010 - Opcion B

Problema 11.6.1 (3 puntos) Dadas las funciones:
y:9—x2, y=2zx+1

se pide:

a) (1 punto) Dibujar las graficas de las dos funciones identificando el
recinto acotado por ellas.

b) (1 punto) Calcular el area de dicho recinto acotado.
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¢) (1 punto) Hallar el volumen de un cuerpo de revolucién obtenido al
hacer girar alrederdor del eje OX el recinto acotado por la grafica de
y=9—2yel eje OX.

Solucion:

a) La funcién f(z) =9 — 22 tiene los puntos de corte con los ejes: (0,9),
(3,0) y (—3,0), presenta un méximo en (0,9) y es una funcién par
(simétrica respecto a OY'). La funcién g(z) = 2z + 1 es una recta que
pasa por los puntos: (0,1) y (—1/2,0)

b) Calculamos los puntos de corte de estas dos graficas:
99—’ =2 4+1= z=—-4, =2
2 2 3 2
S = / (9—22—22—1)dx = / (—2®—2x48)dr = — = —2® + 8| =36 u>
—4

4 3 »

c¢) Dibujamos y = 9 — 22 y por simetria podemos hacer:

// \
//// \\\\
/ %
/ \
/ \
) )
/
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
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3 : ° 2
V = 271'/ (9—x2)2 dr = 27T/ (81+x4_18x2) dr = 81z + % _ 628 = % .
0

Problema 11.6.2 (3 puntos) Dados el plano 7 = 2z +ay+42+25=0y

la recta: ) 43
Yy — z

= 1 = - =

r=x+ 5 5

se pide:

a) (1 punto) Calcular los valores de a para los que la recta r esta contenida
en el plano .

b) (1 punto) Para el valor de a = —2, hallar el punto (o los puntos) que
pertenecen a la recta perpendicular a m que pasa por P(—3/2,0, —11/2),
y que dista (o distan) /6 unidades de 7.

c¢) (1 punto) Para a = —2, halla el seno del dangulo que forman r y 7.
Solucién:
T —
r:{ur_l(l 2,5) = (2,a,4)
a) Sir estd contenida en el plano 7 = wliuy = -ur =0:

242 +20=0= a=11

b) Sia=-2= 7:2x—2y+42+25=0y sea s la recta perpendicular
a m que pasa por P(—3/2,0,—11/2):

= s:4 y=-—A

{ u =ur=2(1,-1,2)
S P 0
s ’ z=—11/2 42\

(=3/2,0,-11/2)

Un punto genérico de esta recta serfa P(—3/2 4+ A\, =\, —11/2 + 2})

=34 20+ 20 — 22 + 8) + 25

d(P, Vo= M =1=— A=1, A=—1
(P,m) Jitd116 V6= A
1 7
A= 1 B P
Si :>( 5 b 2)
5 15
A= —1 A P
Si :>< 50 L 2)

— —

c¢) El dngulo o que forma r y 7 es 90° — @,y = sina = cos(uj ;)

— 1—-24+10 3v5H
sina = cos(uty) = =
V306 10
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Problema 11.6.3 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones:

2z+ my+ 3z= 3
T+ y— 2z= 0
S5z+ (m+1ly+ z= 9

a) (1,5 puntos) Discutir el sistema segun los valores del parametro m.

b) (0,5 puntos) Resolver el sistema para el caso de m = 0.

Solucion:
a)
2 m 313 3
A=1]1 1 —-210 Al = —2(2m +3) =0 = m:—§
5 m+1 119

» Sim # —3/2 = |A| # 0 =Rango(A4) =Rango(A) = 3 =n° de
incognitas, luego en este caso el sistema serd compatible determi-

nado.
u Sl m = —3/2
- 2 -3/2 313 Rango(A) = 3
A=|1 1 -2/0 | = R (A) =2 =
5 —1/2 1 |9 e =
2 3 3
1 =2 0|=-30#0
5 1 9
Sistema Incompatible.
b) Sim =0:
22+ 3z= 3 z=3
T+ y— 2z2= 0 =< y=-5
o+ y+ 2= 9 z=-1

1 a 1

Problema 11.6.4 (2 puntos) Dada la matriz A = | 0 1 0 | estudiar
01 a

para que valores de a tiene inversa y calcularla siempre que sea posible.
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Solucion:

A= — |A|=a

o O =
_ =
S O =

Sia=0= |A| =0 = la matriz no tiene inversa.
Sia#0= |A| # 0= la matriz si tiene inversa:
1 1/a—a —1/a

Al=10 1 0
0 —-1/a 1/a

11.7. General-Septiembre 2010 - Opcién A

Problema 11.7.1 (3 puntos) Dada la matriz:

m—1 1 m 1
A= 1 m-—1 m 1
1 1 2 m-—1

se pide:
a) (2 puntos). Estudiar el rango de A segun los valores del pardmetro m

b) (1 punto). En el caso de m = 0, resolver el sistema

v 0

A Z = o0

t 0

Soluciéon
a)
m—1 1 m
1 1 2
m—1 1 1
Aol =] 1 m—-1 1 |=m*-3m’+4=0= m=—1, m=2
1 1 m—1
m—1 1 m
|A1| = 1 m—1 m|=0

1 1 2
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m—1 m 1
|As| = 1 m 1 =m3—3m?4+4=0= m=—1, m=2
1 2 m-—1
1 m 1
A= m—-1 m 1 |=-m’+3m’4=0= m=—1, m=2
1 2 m-—1
Sim=-1
2 1 -1 1 I
A= 1 -2 -1 1 == =3 # 0= Rango(4) =2
1 -2
1 1 2 =2
Sim = 2:
1 1 2 1
A=]111 2 1 | = Rango(4)=1
1 1 2 1
Sim # —1y m # 2 = Rango(4) = 3.
b) (1 punto). Si m = 0:
-1 1 0 1
A= 1 -1 0 1
1 1 2 -1
-1 10 1 v 0
1 -1 0 1 i{ o |=
1 1 2 -1 ' 0
—z+ Y+ t= 0 v :i
r— y+ t= 0 = 7
T+ y+ 22— t= 0 2= A
t 0
Problema 11.7.2 (3 puntos) Dadas las rectas:
le{y—l TQE{ z=0
z= y—z=20

se pide:

a) (2 puntos). Hallar la ecuacién de la recta t que corta a r1 y ro y es
perpendicular a ambas.

b) (1 puntos). Hallar la minima distancia entre las rectas r1 y 7.
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Solucion:

rm=q y=1

L —3 P, (0,1,3)
— uTQ - (07171)
TR=(¢ Y= =
) { P.,(0,0,0)
a)
i j k
w=10 0 =(0,-1,1)
01 1
Se obtiene la recta t perpendicular a ambas, y que las corta, como
interseccion de dos planos:
up = (0,—1,1) 01 =
7 U =(1,0,0) = | -1 0 y—1|=0=y+z—4=
P, (0,1,3) 1 0 -3
u; = (0,—1,1) 0 0 x
iR U =(0,1,1) = | -1 1 y|=0=2=0
P,,(0,0,0) 1 1 =z
t= { ytz-d=
Tr=
b)
s
N [PTQPH»U—M}?@} 2
d(“’maum): — _ — = =V2u
|ty X Ty | V2

Problema 11.7.3 (2 puntos) Calcular los limites:

a) (1 punto). lim (1 + arctanz)®/?

z— 0

., 3x 4+ 2e*
b) (1 punto). xh_I>Iloo m

Solucion:
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aln(l + arctanx)

a) lim (14 arctanz)¥® = A = lim =InA
x—0 z— 0 T
g, S ) 0
z—>0 T 0 z—0 1 + arctanx
b)
., 3x+ 2" 00 ., 3+ 2" %) L2 2
llm == -_— f— 1 = _ = llm —_— -

_— = lim
z—00 Tx + He” 00 z—>00 7 + et

Problema 11.7.4 (2 puntos) Calcular:

1 x
a 1unto./ ——dx
) (I punto). |~y

—x
b) (1 punto)./ xcosx dx
0

Solucion:

a)

0

1 ° —ll—x e I —xl——
/Omdm——z/o(2)(4 ) 2dp = —i- 2] =2-V3

™
b) / x cos x dx se resuelve por partesu = xy dv = cosx dx = du = dx
0

y v =sinx:

/:ccos:cd:c:xsinx—/sinxd:z:::vsinx+cosx+0
vy
/xcosxdaz:xsinercosx]g:—Q
0

11.8. General-Septiembre 2010 - Opcién B
Problema 11.8.1 (3 puntos) Dados el plano
m=2r—-3y+z=a

y el plano 7y determinado por el punto P(0,2,4) y los vectores v; = (0,2, 6)
y v2 = (1,0,b), se pide:

a) (1 punto). Calcular los valores de a y b para que 71 y 72 sean paralelos.

b) (1 punto). Para a =1y b = 0 determinar las ecuaciones paramétricas
de la recta interseccion de w1 y mo.

272



c¢) (1 punto). Para a = 4 y b = —2 determinar los puntos que estén a
igual distancia de m; y ma.

Solucion:

8

m:2x—3y+z=a; mo: =0=m:bxr+3y—2—-2=0

DN O

1
0 y—2
b z—4

a) w1 y 72 son paralelos si:

2 =3 1 a
S A 2
A B o S ya#
b)
20 —3y+z2=1 T =3/2
t: 32— 9—0 = t:q y=2A
Y - z=—2+43\
c¢) d(P,m) = d(P,my) donde P(z,y,2):
22 -3y +z—4] |—22+3y—2z—2

V14 V14

20 —3y+z—4=-20+3y—2-2=7:2r—3y+2—-1=0
2 —3y+2z—4=—(—2x+3y —z—2) = no tiene solucién

Problema 11.8.2 (3 puntos) Los puntos P(1,2,1), Q(2,1,1) y A(a,0,0)
con a > 3, determinan un plano 7 que corta a loa semiejes positivos de OY
y OZ en los puntos B y C' respectivamente. Calcular el valor de a para que

el tetraedro determinado por los puntos A, B, C' y el origen de coordenadas
tenga volumen minimo.

Solucién:
AP = (1-a,2,1)y m =(2—a,1,1) y como punto elijo el A(a,0,0):
l—-a 2—-a xz—a

T 2 1y =0=7n:z4+y+(a—3)z—a=0
1 1 z

Punto de corte de 7 con OY: hacemos z =0 e z = 0= B(0,a,0).
Punto de corte de m con OZ: hacemos t =0 ey =0= C(0,0,a/(a — 3)).
Tendremos los vectores:
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OA = (,0,0), OB = (0,a,0), OC = (0,0,a/(a — 3))
El volumen del tetraedro sera:

a 0 0
1 a’
Vie)==|] 0 a 0 ‘:6a—18

0 0 a/(a—23)

Para calcular el minimo hacemos su derivada e igualamos a cero:

2
;o a6’ (2a—9) B _9
V(a)_76(a—3)2 =0= a=0, a=s

El tnico punto a estudiar serd el a = 9/2:

(=00,9/2) | (9/2,0)
: . (9 81
V'(a) - + = Minimo (2, 8)
V(a) | decrece crece

Luego lkos puntos pedidos son:
9 9
A<2,0,0>, B<0,2,0>, C (0,0,3)

Problema 11.8.3 (2 puntos) Dado el sistema:

r+2y—z=20
2 —y+z2z=3
se pide:
a) (1 punto). Estudiar la compatibilidad del sistema

b) (0,5 puntos). Anadir una ecuacién para que el sistema sea compatible
determinado. Razonar la respuesta.

¢) (0,5 puntos). Anadir una ecuacién para que el sistema sea incompati-
ble. Razonar la respuesta.

Solucién:
a)
— 1 2 —-1|0
A= ( 2 -1 1|3 ) —
RangoA =Rango(A4) = 2 <n° de incégnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.
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b) Se elige una ecuacién linealmente independiente de las otras dos por
ejemplo x + z = 1 (Los tres planos se tienen que cortar en un sélo

punto)
x+2y—z=0 1 2 -110
2r—y+2=3 = A=| 2 -1 113 | =
r+z=1 10 1|1

RangoA =Rango(A) = 3 =n° de incégnitas, luego el sistema es com-
patible determinado.

c¢) Se elige una ecuacién de forma que los términos en x, y y z dependan de
las otras dos pero el término independiente no. (Los planos se cortarian
dos a dos sin coincidir los tres en una recta). Por ejemplo: 3x +y = 1

z4+2y—2=0 1 2 =110
2r—y+2=3 = A=| 2 -1 113 | =
3r+y=1 3 1 01

RangoA = 3 #Rango(A) = 2 = luego el sistema es incompatible.
Problema 11.8.4 (2 puntos) Dada la matriz:
—a 0 a
a a-—1 0
0 a a—+2
Se pide:
a) (1 punto). Estudiar el rango de A segun los valores del pardmetro a.

b) (1 punto). jPara qué valores de a existe la matriz inversa A~!? Calcular
1

A7 para a=1.
Solucién:
a)

—a 0 a
a a—1 0 =a2—a)=0= a=0, a=2
0 a a—+2

Sia=0:
0O 00 1
0 -1 0 :>| 0 2 = —2 = Rango(A4) =2
0 0 2
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Sia=2:

—2 -2 0

5 1|7 —2 = Rango(4) =2

0 2
1 0 :>‘
2 4

2
0
En conclusién, Si a # 0y a # 2 = Rango(A) = 3. Por el contrario,

sia=00a=2=Rango(4) =2.

b) Sia# 0y a#2=— existe inversa.

Sia=00a=2= no existe inversa. Si a = 1:

-1 0 1 0 1 0
A= 1 00 |=A41=]| -3 -3 1
0 1 3 1 1 0

11.9. Especifica-Septiembre 2010 - Opcién A

Problema 11.9.1 (3 puntos) Se consideran las rectas:

r:g y=2 S oy — —9
z2=3—-A y=

Determinar la ecuacién de la recta ¢ que pasa por el punto P(0,1,-2) y
corta a las rectas r y s.

Solucién:
i ] k
=1 2 —1|=(1,-1,-1), Py0,-2,-3)
1 1 0
re u_>7“ = (150> _1)
1 P(1,2,3)
Vamos a encontrar la recta ¢ como interseccién de dos planos:
PP, = (1,1,5) 1 1 =
m:iq up=(1,0,-1) = m:|1 0 y—1|=0= m:2—6y+2+8=0
P(0,1,-2) 5 =1 z+2
PP, = (0,-3,-1) 0 1 =z
m:S up=(1,-1,-1) = m:| -3 -1 y—1|=0= m:20—y+3247=0
P(0,1,-2) -1 -1 z+4+2

‘- r—0y+2+8=0
| 22—y+32+7=0
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Problema 11.9.2 (3 puntos) El sistema AX = B, donde

1 0 1 T
A= 0 2 0 ,X: Yy 5
a b5 a z

tiene diferentes soluciones segun sea la matriz B

a) (1 punto). Determinar, si existen, el valor o valores de a para los que
el sistema es compatible determinado (independientemente del valor

de B).
0
b) (0,5 puntos). Sia =4,y B=| —1 |, determinar, si existen, el valor
b
o los valores de b para los que el sistema es incompatible.
0
c) (1,5 puntos). Sia=4,y B = ¢ |, determinar, si existen, el valor
10

o los valores de ¢ para los que el sistema es compatible indeterminado.
Resolver el sistema.

Soluciodn:
1 01
a) |[Al =10 2 0 | =0 sea cual sea el valor de a, luego el sistema no

a 5 a
compatible determinado en ningin caso.

b)
1 01 x 0
0 20 y | =1 -1 | =
4 5 4 z b
1 0 1| O
A=10 2 0] -1
4 5 4

5
|A1‘ = ’010203| =0, |A2‘ = ’010204| =2b+5=0=— b= —5

5
|A3| = |CIC3C4| =0, |A2| = |020304| =—-20—5=0=— b= _5
El sistema es imcompatible para cualquier valor distinto de -5/2.
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1 01 T
0 2 0 y | =1 ¢ | =
4 5 4 z 10
1 0 1] 0
A=]10 2 0] ¢
4 5 4110

Sabemos que Rango(A) = 2, luego tenemos que encontrar ¢ de forma
que la segunda fila sea combinacién lineal de las otras dos, de esa

forma Rango(A4) =Rango(A) = 2 < n° de incégnitas. Tendremos Fy =

mFl—l-an:
0=m+4n
(0,2,0,¢) = m(1,0,1,0) + n(4,5,4,10) — >~ " —
) ) ) - M ) ) ) ) ) O:m+4n

c=10n

m = —4n

n=2/5 = c=4

c=10n

Es decir cuando ¢ = 4 tenemos que Fy» = —8/5F] +2/5F; y, por tanto,
el sistema es compatible indeterminado.

T+ z= T=-A
{ - - y =2
z=2A

Problema 11.9.3 (2 puntos) Obtener el valor de a para que

2_ ax2
lim ("’32 3) —4
z—roo \ 4+ 3

Solucion:

2 2
o oy [2°—3 - —6ax®
A=l fee) <x2+3 1) = g = 0
—6a —6a In4
e =4 = lne :ln4z—6a:ln4:>a:—?

Problema 11.9.4 (2 puntos) Hallar:
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16
a) (0,5 puntos). / (z —15)8 dx
14

b) (1,5 puntos). /911 (@ — 10)°(x — 9) do

Solucion:
16 -1 9716 2
a)/ (:1:—15)86137:u = —
4 ) TR
11
b) / (z —10)'%(z — 9) dz se resuelve por partes: u =z —9 = du = dx
9
-1 20
y dv = (z — 10)¥dr = U:u
20
19 (z = 9)(z — 10)* 20
/(:L’—IO) (¢ —9)de = = —/(33—10) d =
(x —9)(z—10)2° (z —10)*
20 21 +c
11
1 (x —9)(x —10)2 (x —10)% 2
—10)9(y — — — - =
/9 (&= 10) @ =9 dr 20 2 |,

11.10. Especifica-Septiembre 2010 - Opcién B

Problema 11.10.1 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones:

z+ y+ kz= k
z+ ky+ 2= k?
kz+ y+ z= 1

se pide:
a) (2 puntos). Discutirlo segin los valores del pardmetro k.
b) (1 punto). Resolverlo para k = 0.
Solucién:
a)

k

E | Al=-k4+3k—2=0= k=1, k=2

|

Il
e
_
_ =

2

1

» Sik#1yk# —2= |A| # 0 = Rango(A4) = 3 =Rango(4) =n°
de incognitas, luego el sistema seria compatible determinado.
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1 1 -2] -2 1 -2 -2
A=| 1 2 1] 4|,y | -2 1 4|=-9+#0
—2 1 1 1 1 1 1
1 1
En este caso tenemos [A] = 0y 1 9| = -3 # 0 =

Rango(A) = 2. Por tanto, Rango(A) #Rango(A) y el sistema
es incompatible.

n Sik=-2:
1 1 111
A= 1 1 1|1
1 1 111

Claramente Rango(A) =Rango(A) = 1 < n°® de incégnitas y se
trata de un sistem compatible indeterminado.

b) Si k= 0:
T+ y =0 x=-1/2
x+ z= 0 = (¢ y=1/2
y+ z= 1 z=1/2

Problema 11.10.2 (3 puntos) Dada la funcién:

32 452 — 20
B z+95

f(z)
se pide:
a) (1,5 puntos). Estudiar y obtener las asintotas.
b) (1 punto). Estudiar los intervalos de concavidad y convexidad.
¢) (0,5 puntos). Representar graficamente la funcion.

Solucion:

a) Asintotas:

» Verticales: x = —5
. 322 + 5z — 20 30 N
m —F—=|—F|=+00
r—>—5T r+5 ot
) 322 + 5z — 20 {30}
lim =|—|=-00
r——5" T + 5 0



= Horizontales: No hay

lim
T—>00 r+5

3x2+5x—20_

+00

= Oblicuas: y =mzx+n = y=3x — 10

m = lim

T—>00 xr2 + b5x

T—>00

r+5

, (3:1:2—1—5:1:—20
n = hm _— —

b) Estudio completo:

= Monotonia:

» Curvatura: f”(z) =

3(x2 + 10z + 15)

3x2+5x—20_3

3x> = —10

"(x) = =0=— xz=-5 10 =-5—v10
Fer =" e r= VI =i
(=00, =5 — 1/10) | (=5 — V10, =5 4+ /10) | (=5 + /10, 00)
7@ T - ¥
f(x) creciente decreciente creciente

Luego la funcién tiene un Maximo en el punto (—8,16; —43,97)
y un Minimo en el punto (—1,84; —6,03).

60
(x +5)

tos de Inflexién.

(—OO, _5)

(_57 OO)

f"(x) -

_|_

f(z) | convexa N

concava |J

¢) Representacién gréfica:

Problema 11.10.3 (2 puntos) Dadas las rectas:

Se pide:

|

204y —2z=—-2 z+1 y

r—2y=-—1 5 1

-3

5 7 0 Luego la funcién no tiene pun-

a) (1 punto). Dados los puntos A(1,0,—1) y B(a,3,—3), determinar el
valor de a para que la recta t que pasa por los puntos A y B, sea
paralela a s.

b) (1 punto). Hallar la ecuacién del plano que contiene a r y es paralelo

a S.
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y e

x=-5 | Decreciente Creciente /
il
"

=3x-10
\ Cipcava

N
Minimo(-1,84;-6,03)

deiws,ﬂ)

F
/ Decreciente

b)
ur = (2,1,5) 2 1 -1
78 uw=0(1,-3,2) = 7:|1 -3 y—1|=0=
P.(1,1,5) 5 2 z-—1

m:1lTe+y—T24+17=0

Problema 11.10.4 (2 puntos) Hallar la ecuacién del plano que pasa por
el origen de coordenadas y es perpendicular a los planos:

mox—y—T7z=1, m:2x+3y+z2=5

Solucién:
Uy L Ty, Wh L iy = U7 = Ty X Uy
i j k
Up = Up; XUpp = |5 —1 —7|=(20,-19,17)
2 3 1

El plano buscado tiene de ecuacién 7 : 20x — 19y + 1724+ A = 0 y como pasa
por el punto (0,0,0) = A = 0. Luego el plano buscado es:

m:20z — 19y 4+ 172 =0
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