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Capitulo 13

Ano 2012

13.1. Modelo 2012 - Opcién A

Problema 13.1.1 (3 puntos) Dados los puntos A(1,-1,2), B(2,0,—1),
C(0,1,3), se pide:

a) (2 puntos). Hallar todos los puntos que equidistan de A, By C. jCuales
de ellos pertenecen al plano 7 : 2x + 2y + 2z + 1 = 07

b) (1 punto). Hallar la ecuacion del plano que pasa por A, By C.

Solucion:

a) El lugar geométrico de los puntos que equidistan de A, B y C seré la
recta en la que se cortan los planos mediadores definidos entre A y B,
entre Ay C y entre B y C. Calculando dos de ellos sera suficiente.

Plano mediador entre A y B:

Ve =124+ (y+ 12+ (2 =22 = \/(z —2)2 + 42 + (z + 1)2 = 2042y—62+1 =0

Plano mediador entre A y C":

\/(x—1)2+(y+1)2+(z—2)2:\/x2+(y—1)2+(z—3)2=> r—2y—242=0

2= 147\
= _
. 204+2y—624+1=0 e uT_(,?’%?)) s _ 1 2)\
N z—2—242=0 N P —1,2,()) Y Y=ot
z =3\

Sustituimos en el plano m:
1
2(—1—1—7/\)+2<2+2)\> +2BN)+1=0= A=0
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El tinico punto es el (—1, %, 0).

b) La ecuacién del plano que contiene a los puntos A, B y C' vendra de-
terminada por:

AB = (1,1,-3) 1 -1 2—1
7 AC=(-1,2,1) = 7| 1 2 y+1|=0= Te+2y+32-11=0
A(1,-1,2) -3 1 z-2

Problema 13.1.2 (3 puntos) Dado el sistema lineal de ecuaciones:

T+ y+ 2z2= 2
—3z+ 2y+ 3z2= -2
224+ my— 5z= —4

se pide:
a) (2 puntos). Discutir el sistema segin los valores de m.

b) (1 punto) Resolverlo para m = 1.

Solucion:
a)
1 1 2 2
A=] -3 2 3|2 | = |Al=-9Im—-2T=0=—= m=-3
2 m —-5|—-4

Si m # 3 = |A] # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A) = n° de incégni-
tas = Sistema compatible determinado.

Sim = 3:
11 2 2 11
A= -3 2 3|-2 | = |4]=0, _3 o =5+#0=
2 3 -5|-4
Rango(A4) = 2.
11 2
-3 2 —2|=-44+# 0= Rango(4) =3
2 3 -4

Como Rango(A) # Rango(A) = el sistema es incompatible.
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b) Param = 1:

z+ Y+ 2z= 2 r=1
—3z+ 2y+ 3z2= -2 — (¢ y=-1
2z+ y— bz= -4 z=1

Problema 13.1.3 (2 puntos) Halla el valor de A para que la funcién

At .
— s1 x>0
322
f(z) =
sin2x .
si <0
T

sea continua. Razonar la respuesta.

Solucion:
A z2 A z?
e -1 0 2\xe 0
1, - 1’ —_— = — = 1’ _— = — =
20 42222 ) A
lim ==
rz— 0t 6 3
in2 2 2
lim f(z)= lim “oof = m = lim 2%y
z—> 0~ z—s0— X 0 z—> 0~ 1

Para que f sea continua en x = se tiene que cumplir:

m f(z) = lm f(z) = f(0)

r— 0T z— 0~
Luego
A

—=2= A=6
3

Problema 13.1.4 (2 puntos) Dado el polinomio P(z) = 2+ az? + bx +c,
obtener los valores de a, b y ¢ de modo que se verifiquen las condiciones
siguientes:

» El polinomio P(x) tenga extremos relativos en los puntos de abscisas
x=-1/3,z=-1.

» La recta tangente a la grafica de P(x) en el punto (0, P(0)) sea y =
x + 3.

Solucién:
P(x) = 2® 4+ az® + bx + c = P'(z) = 32° 4+ 2ax + b
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1 1 2a
Pl-2)=0= - 4b=0
< 3) 3 3+
a =
P(-1)=0= 3—-2a+b=0 — b=
P'(0) =1 pendientede y=z+3 = b=1

El punto (0, P(0)) también pertenece a la recta y = = + 3 luego para x =
0= y=3=— P(0) =3 = c¢=3 El polinomio buscado es

Px) =2 +222 + = +3

13.2. Modelo 2012 - Opcién B

Problema 13.2.1 (3 puntos) Sabiendo que la funcion F'(x) tiene derivada
f(z) continua en el intervalo cerrado [2, 5], y, ademas, que:

F(2)=1, F3)=2, F(4)=6, F(5)=3, f(3)=3 y f(4) =1
Hallar:

5
a) (0,5 puntos)./2 f(x)dx
3
b) (1 punto). /2 (5f(z) - 7) da

4
¢) (L5 puntos). /2 F(2)f(z) da.

Solucion:

5
a) /2 flx)de = F(5) = F(2) =3 —1 =2

b) /23(5f(x)—7)dx:5/23 f(x)dx—7/23 dr —

=5(F(3)—F(2)-7(3-2)=5(2—-1)—7=—2

c) /4 F(z)f(z)dz = (F(f’“”))Qr F(A? F(2)? _36 1 _35
2 2

2
Problema 13.2.2 (3 puntos) Dado el sistema:

z+ 2y= 1
3+ y= —a
=3+ 2ay = 7

se pide:
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a) (1,5 puntos). Discutir el sistema segun los valores del pardmetro a.

b) (1,5 puntos). Resolver el sistema cuando sea compatible..

Solucién:
a)
1 2] 1
A= 3 1|-a | = [A]=2d*+12¢-32=0=—= a=2, a=—8
-3 2a| 7
1 2
3 1 = —5# 0 = Rango(A) =2

Sia#2ya#—-8= |A] # 0 = Rango(4) = 3 #Rango(A) = el
sistema es incompatible.

Si a = 2 = Rango(A) = 2 =Rango(4) = n° de incégnitas y el
sistema es compatible determinado.

Si a = —8 = Rango(A) = 2 =Rango(A) = n° de incégnitas y el
sistema, es compatible determinado.

z+ 2y= 1 . r=—1
3r+ y= -2 y=1

z+ 2y= 1 . z=3
d3z+ y= 8 y=—1

Problema 13.2.3 (3 puntos) Dados los planos de ecuaciones:

b) Sia=2:

Sia=-8:

mix—2y+22+4=0, 7'=20+2y—2-2=0
se pide:

a) (1 punto). Obtener la ecuacién en forma continua de la recta que de-
terminan.

b) (1 punto). Hallar todos los puntos que equidistan de 7 y 7.

Solucioén:
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r—2y+224+4=0 T=—2X
: 23:—1—2y—z—2:0:>r: y =5\
z=—2+46A
En su forma continua:
T (T
r.—=5==
-2 5 6
J k
Up =Up XUy =| 1 =2 2 |=(=2,56); P.(0,0,—2)
2 —1

b) Sea P(x,y,z) un punto tal que d(P,7) = d(P,n’):

v —2y+22+4] 2042y —2z-2|
V9 V9

Luego tenemos las soluciones siguientes:

= |z—2y+2z+4| = |20+2y—2—2]

r—2y+224+4=224+2y—2—-2= x2+4y—32—-6=0
x—2y+2z24+4=—-22+2y—2—-2)= 3zx+2+2=0

Problema 13.2.4 (2 puntos) Dadas las rectas

r+3 y—-9 =2-8 z—=3 y—-9 x-—8

"G 4 1 % 3 9 —9

se pide:
a) (1 punto). Hallar la posicion relativa de las rectas r y s.

b) (1 punto). Hallar la distancia minima entre r y s.

Solucion:
a)
- =
. uT—(*67474) . . us—(37*2a*2) . _
r.{ PT(—3,9,8) ;S8 Ps( ,9,8) ; PTI_DS—(6,O,O)
6 0 0 6 0
—6 4 4 |=0; up=-2uy 6 4‘:247A0
3 -2 -2

Las dos rectas son paralelas.
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b) Como las dos rectas son paralelas se coge un punto al azar de una de
las rectas y se calcula la distancia desde este punto a la otra recta:

Prjs _r> 2
d(r,s) =d(Ps,r) = PPy X @] = 12\/1—7 u

7|
i ]k
BExm=|| 6 0 0| =[240,-1,1) = 24V2; |w}|=2V17
—6 4 4

13.3. Junio 2012 - Opcién A

Problema 13.3.1 (3 puntos) Dadas las matrices

E kK2 12 4 x
A= 1 -1 k|, B= 6 |, C=|31], X=1|wuw
2%k —2 2 8 3 z

se pide:
a) (1,5 puntos) Hallar el rango de A en funcién de los valores de k.

b) (0,75 puntos) Para k = 2, hallar, si existe, la solucién del sistema
AX = B.

c¢) (0,75 puntos) Para k = 1, hallar, si existe, la solucién del sistema
AX =C.

Solucidn:

a)
Al =4k(k* —1)=0= k=0, k=+1

» Sik#0o0k#+l = Rango(4)=3

= Sik=0:
0 00
A=]11 -1 0 | = Rango(4) =2
0 -2 2
= Sik=1:
1 11
A=]11 -1 1 | = Rango(4) =2
-2
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s Sik=-1:

-1 -1 1
A= 1 -1 —1 | = Rango(4)=2
-2 -2 2
b) Sik=2:
1/12 —-1/2  1/3 12 2/3
AX=B= X=A'B=| 1/4 -1/)2 0 6 | = 0
/12 1/2 —1/6 8 8/3
2 2 4 1/12 —-1/2  1/3
A=11 -1 2 | = A1=| 1/4 —1/2 0
4 -2 2 /12 1/2 —-1/6

c) Si k=1 el sistema AX = C tiene como matriz asociada:

1 1 14
A= 1 -1 1|3 |, Rango(A) =2
2 =2 213
1 1 4
1 —1 3|=20+#0= Rango(A) =3
2 -2 3

Como Rango(A) #Rango(A) = el sistema es incompatible y no tiene
solucién.

Problema 13.3.2 (3 puntos) Dados los puntos P (1,3, —1), P»(a,2,0), P3(1,5,4)
y P4(2,0,2), se pide:

a) (1 punto). Hallar el valor de a para que los cuatro puntos estén en el
mismo plano.

b) (1 punto). Hallar los valores de a para que el tetraedro con vértices en
P, P,, P53, P, tenga volumen igual a 7.

c¢) (1 punto). Hallar la ecuacién del plano cuyos puntos equidistan de Pj

y de P3.
Solucidn:
a) Tenemos P1P; = (a—1,-1,1), PLP3; = (0,2,5), PP, = (3,-3,3):
a—1 -1 1 4
0 2 5 :7(3a—4):O:>a:g
1 -3 3
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—1 -1 1

1] _
=4l 0 2 5| = Ba—dl—6— { 2103
6 1 _3 3 a=-2/3

c)

V=124 =32+ 112 = /@ - 12+ -52+ (-4 =
4y+ 102 —-31 =0

Problema 13.3.3 (2 puntos) Hallar a, b, ¢ de modo que la funcién f(z) =
23 + ax? + bx + ¢ alcance en = 1 un méximo relativo de valor 2, y tenga

en x = 3 un punto de inflexion.

Solucién:
f(x) = 322 + 2ax + b, f"(z) =6z +2a

f)=0= a+b+c=1 a=-9
F()=0= 2a+b=-3 = { b=15
f"3)=0= a=-9 c=-5

f(z) =23 — 922 + 152 — 5
Problema 13.3.4 (2 puntos) Calcular razonadamente las siguientes inte-

grales definidas:
s
» (1 punto). / e cos x dx
0
sin 2z

/2
= (1 to). _—
(1 punto) /0 1+ cos?2x a:

Solucidn:
m 2

= (1 punto). / e cosx dr = —5(627r +1)
0

: 2x

u=coszx = du= —sinz cos e 1 9

I:/e%cosxdx: 9 1Lox | = +7/e”"sinxd;v:
dv=e*"dr = v=ge 2 2

u=sinxr => du = cosz cosze?® 1 [sinze*® 1 2
= = — - | e cosxdr

dv = e2* dy — v:%e% 2 +2 2 2

e2$

coswe?  1sinze?® 1 1 (2cosx +sinx)
- - Iy N
2 + 2 2 4 * 4 4
9 : 2x
/ o2 cos 1 dir — (2cosx +sinx)e
)
T/2  sin2x 1 T2
. /0 1T cos2 22 dx = ~5 arctan(cos 2x)} . =1
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13.4. Junio 2012 - Opcién B

Problema 13.4.1 (3 puntos) Dadas las funciones

3z +In(z+1)

2 -3

f(x) , g9(z) = (Inz)*, h(x) = sen(m — x)

se pide:

a) (1 punto). Hallar el dominio de f(z) y el lim f(z).

Tr—>—+00

b) (1 punto). Calcular ¢’(e).

c¢) (1 punto). Calcular, en el intervalo (0, 27), las coordenadas de los pun-

tos de corte con el eje de abscisas y las coordenadas de los extremos
relativos de h(x).

Solucion:

2) Dom(f) = (V3,0)

= lim =3
r—>400 2z

2v/z22-3

1
. 3x—l—ln(x+1): {OO} , 3+ 41

T—+00 r2 3 00

g (z) = (Inz)”* <ln(ln($) + lnlzv) = ¢'(e) =1

c) h(z)sen(r —z) =0= w—x =kr = x = (1—k)m,, el tnico punto
de corte en este intervalo es en x = 7.

1
h'(z) = —cos(m — ) =0 = ﬂ—x:g+k;7r:> ;U:ﬂ(Q_]{)

3T

T
L =—,x=—.
uego T = o, T = -

Problema 13.4.2 (3 puntos) Dadas las rectas

z=-1-—AX
r—2 y—1 =z
T = === 1= y=34+ A
3 -5 B
z=25

se pide:
a) (1 punto). Estudiar su posicién relativa.

b) (2 puntos). Hallar la minima distancia de 1 a 7.
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Solucion:

r {11“—7'1>:(37_5?2) {U—T;Z(_lalvo) —>_
1- 2 1

P, (2,1,0) P.,(—1,3,5)
a)
-3 2 5
3 =5 2 |=-8#0= r;yry se cruzan
-1 10
b)
s
d(T’l 7“2) _ Prlpfzvqm)’@” _ |_8| _ 4\/§
’ Ur] X Urj| 2v3 3
i j k
@ xaml=1] 3 -5 2||=|(-2,-2,-2)=2v3
-1 1 0

0 1 2 4 -1 1 -2
A=| -2 -1 0|, B=| -2 -3 -7 -8
1 1 3 2-a 3+a 3

se pide:

a) (1 punto). Estudiar el rango de la matriz B en funcién de a.
b) (1 punto). Para a = 0, calcular la matriz X que verifica AX = B.

Solucioén:

a)
4 -1 1
|Bi| =] —2 -3 —71=40(1-a)=0= a=1
3 2—a 3+a

Luego si a # 1 = Rango(B) = 3. Sia = 1:
4 —1 1 -2
B=| -2 -3 -7 -8
3 1 4 3
|Bﬂ = |B2| = |Bg| = |B4| =0= Rango(B) =2

315



b) Sia=0:

0 1 2 4 -1 1 =2
A=| -2 -1 0|, B=| -2 -3 -7 -8
1 01 3 2 3 3
AX=B=— X=A"'B:
—1/4 —1/4 1/2 4 -1 1 =2 1 23 4
X = /2 —-1/2 -1 -2 -3 -7 -8 |=10 -11 o0
1/4  1/4 1/2 3 2 3 3 2 00 -1

Problema 13.4.4 (2 puntos) Calcular el valor del determinante

r 1 1 1
1y 11
11 2 1
111 1
Solucién:
DO paemy [t b
11 2 1]° ?2:? =l 0 o z-1 o @ DEDE
1111 3 1 1 11

13.5. Junio 2012 (coincidente)- Opcién A

Problema 13.5.1 (3 puntos) Dada la funcién f(x) = cos? x, se pide:

a) (1 punto). Calcular los extremos relativos de f en el intervalo (—m, )
b) (1 punto). Calcular los puntos de inflexion de f en el intervalo (—m, )
c¢) (1 punto). Hallar la primitiva g(z) de f(x) tal que g(w/4) = 0.
Solucidn:
/ . . km
fi(x) =—2sinxcosz = —sin2z =0= = = 5 keZ

a) En el intervalo (—m,7) sélo hay tres soluciones: x = £7/2 y o =
0. Analizamos estos extremos por el criterio de la segunda derivada.
f"(x) = —2 cos 2u:

f"(0) = =2 < 0 = en x = 0 hay un Maximo

1" (;T) =2>0= en z =0 hay un Minimo

f" <_g) =2>0= enz =0 hay un Minimo
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k
f(x) = —2cos2r =0 = azz%%—g, keZ
En el intervalo (—m, ) las soluciones seran: © = £7/4 y x = £37/4.
Analizamos estos puntos por el criterio de la tercera derivada. f'(z) =
4 8in 22

f" (£7/4) = +4 # 0 = en = = +7/4 hay un punto de Inflexién

" (£37/4) = +£4 # 0 = en x = +37/4 hay un punto de Inflexién

1 2 9 9
g(@:/comdmzfmdx:ww

2 1
9+ sin /2 2 2
glrjay = T2ESIT/Z o TE2 o oo T
1 8 8
() 2x + sin 2x T+ 2
T) = —
g 1 8

Problema 13.5.2 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

3+ 2y+ (a—1)z= 1
—z+ ay+ Z =
20+  y— 2z =

w O

se pide:
a) (2 puntos). Discutir sus soluciones segun los valores de a.

b) (1 punto). Hallar la solucién del sistema para a = 1.

Solucién:
a)
3 2 (a—1)]1
A=| -1 a 1 0 |; |A|:—2<a+)(a+2):0:>
2 1 -2 3
1
a:—i, a=—2
s Sia=—=
3 2 —1/2]|1 -
A= -1 1/2 1 |0 |[=]A|=0y 112 #0=
2 1 -2 |3



Rango(A) = 2

3 2 1
-1 1/2 0 |# 0= Rango(4) =3
2 1 3

Luego en este caso el sistema es Incompatible.

s Sia=——2:
3 2 =31 3 9
A= -1 =2 1|0 | = |Al=0y 1 9 #0=
2 1 =23
Rango(A) = 2
3 21
-1 =2 0 |# 0= Rango(4) =3
2 1 3
Luego en este caso el sistema es Incompatible.
b)
3z+ 2y =1 x=-1/3
—z+ yt 2= 0 =qy=1
20+ y— 2z= 3 z=—4/3

Problema 13.5.3 (2 puntos)

a) (1 punto). Dados los puntos P(2,1,—1), Q(1,0,2) y la recta

r =242\
r=< y=1-—-2A
z=3

determinar los puntos de r que equidistan de P y Q.

b) (1 punto). Determinar la ecuacién del plano 7 que pasa por el punto
Q@ y es perpendicular a r.

Solucion:
a)

(2422—2)24+(1-A—1)24+(3—(-1))2 = (2422—1)+(1-)1)*+(3-2)? =

13 11
A= — 15, ——.3
2:>( ’ 2’)
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2e—y4+A=0, 2-1-1-0+4A=0= A=-2

m:2x—y—2=0

Problema 13.5.4 (2 puntos) Una de las caras del paralelepipedo H tiene
vertices en los puntos A(4,2,8), B(6,4,12), C(6,0,10) y D(8,2,14).

a) (1 punto). Si el punto E(6,8,28) es otro de los vertices, hallar el volu-
men de H.

b) (1 punto). Hallar el punto E’ simétrico de F respecto del plano que
contiene a la cara ABCD.

Solucion:

AB =CD = (2,2,4); AC = BD = (2,-2,2)

a)
2o 2 4
AE = (2,6,20) = V=2 -2 2|=11243
2 6 20

b) Seguimos los siguientes pasos:

= Calculo del plano que contiene la cara ABCD:

2 2 z—4
T=|-2 2 y-2 |=0=7m1=3r+y—224+2=0
2 4 z-8

= Calculamos las ecuacién de la recta r L 7 que pasa por E:

x =064 3\
r=<{ y=8-+2A
z =28 — 2\

s Calculamos el punto de corte E” de r con

3(6430)+(840)—2(28—20)+2 = 0 = A =2 = E"(12,10,24)

E+FE
2

= E" = E' =2E"—E = (24,20,48)—(6,8,28) = (18,12, 20)

319



13.6. Junio 2012 (coincidente)- Opcién B

Problema 13.6.1 (3 puntos) Dadas la recta r y la familia de rectas s,

mediante

)

z+2y=-3 _ ) 2o +2y+z=a
z=1 - r+2z=0
se pide:

a) (1,5 puntos). Hallar el valor de a para que ambas rectas se corten.
Calcular el punto de corte.

b) (1,5 puntos). Hallar la ecuacién del plano determinado por ambas rec-
tas cuando estas se cortan.

Solucién:
a)
z=—3— 2\ T =p —3-2A=up
r= = s= y:a—,u — )\:a_'u ==
B 2 2
= z=—p = —pu
A=-—1
u=—-1 = a= -3, y el punto de corte es P(—1,—1,1)
a=-3
b)
- ur = (-2,1,0) o = (1,-1/2,-1) = 1/2(2, -1, -2)
| P.(-3,0,1) | Ps(0,-3/2,-1)
u = (-2,1,0) -2 2 z+3
T=_ w=2,-1,-2) == 1 -1 gy |=0=
Py(—3,0,1) 0 -2 z-1
T=x+2y+3=0
Ty z
Problema 13.6.2 (3 puntos) . Sabiendo que | 1 1 0 | = 1, calcular los
2 3 5
siguientes determinantes:
31 0 r+1 y+1 =z
a) (1,5 puntos) | 3z y 2z |, b) (1,5puntos) | 2—z 2—y —z
6 3 10 3 4 )
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Solucion:

31 0 T Yy z
a) 3r y 2z |=—-6/1 1 0|=-6
6 3 10 2 35
z+1 y+1 =z z+1 y+1 =z z+1 y+1 =z
b) 2—x 2—y —z|= 2 2 0]|- x Yy
3 4 5 3 4 5 3 4
T oy =z 1 10 T Yy z T Yy Z Ty
211 0|4+2{1 1 0|—|2z vy 2z|4+]1 1 0]=31 1
3 45 3 45 3 45 4 5 4
P T Yy Z2
Fy =31 1 0|=3
F3— 2 3 5
Problema 13.6.3 (2 puntos) Dada la funcién
z—3
r = —
se pide:
a) (1 punto) Hallar lim f(z), lim f(x)
z—> 3T T— —3~
b) (1 punto) Hallar xgn}roo f(x), xgnloo f(zx)
Solucién:
a)
§ r—3 . r—3 . Vr—3
lIim ——= lim ———= lim ——
z— 3t /22 —9 z—> 3T mm z— 3+ \/m
, z—3
Iim ——=-x
z— 3= /22 —=9
b)
m 23—
r— +00 2 -9
m 23—y

Problema 13.6.4 (2 puntos)
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8
a) (1 punto) Sea f(x) una funcién continua tal que / f(u)du = 3.
1
Hallar

/2 f(z®)x? dx
1

b) (1 punto) Hallar el dominio de definicién y las abscisas de los puntos
donde la funcién

F(z) = \/(x — 3)(9 — 2)?

alcanza sus maximos y minimos relativos.

Solucion:

2)
/1 f($3)x2dx:[u::r3]:§/1 fu)du=1

b) Dom(F(z)) = [3,400)

Flay=2@=9E=9) o 5 g
2y/(x —3)(9 — )2
(3,5) (5,9) (9, 00)
F'(x) + — +
F(x) | creciente | decreciente | creciente

En el punto (5,41/2) hay un méximo relativo y en el punto (9,0) hay
un minimo relativo. En el punto (3,0) hay un minimo global.

¥

(5,5.656854249)

3.0 00

322



13.7. Septiembre 2012 - Opciéon A
Problema 13.7.1 (3 puntos) Dada la funcién

Fz) = 3r+ A si <3
) 4410z —2% si x>3

se pide:

a) (1 punto). Hallar el valor de A para que f(z) sea continua. ;Es deri-
vable para ese valor de A?

b) (1 punto). Hallar los puntos en los que f'(z) = 0.

c¢) (1 punto). Hallar el maximo absoluto y el minimo absoluto de f(x) en
el intervalo [4, 8].

Solucioén:

a)
lim f(z)=6+A4; lim f(x)=17
x—> 37T

r— 3~

9+ A=17T— A=8

f(a:)— 3r +8 si x<3 :>f’(:c)— 3 si x<3
T ) 4410z —22 si >3 T ) 10—-2z si ox>3

f'(37)=34# f/(37) =4 = no es derivable en z = 3
b) f'(z) = 0 sélo en el intervalo (3,00) y serd: 10 —2x =0=—= x =5

c) f(4) =20, f(8) =12, f(5) = 21, luego tendriamos un maximo abso-
luto en el punto (5,21) y un minimo absoluto en el punto (8, 12).

Problema 13.7.2 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

3z+ ay+ 4z= 6
z+ (a+1)y+ =z= 3
(a —1)z— ay— 3z= -3

se pide:
a) (2 punto). Discutir el sistema segun los valores de a.
b) (1 punto). Resolverlo para a = —1.

Solucioén:
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3 a 4 6
A= 1 (a+1) 1| 3| |Al=-3¢*-8a-5=0= a=-1, a=-5/3
(a—1) —a —3|-3

» Sik# —10k# —5/3 = Rango(4) = 3 =Rango(A) = n°
de incégnitas, y el sistema es compatible determinado (solucién
Unica).

» Sik=-5/3:

3 =5/3 4| 6

A= 1 -2/3 1| 3 |=
~8/3 5/3 —3|-3

le g‘:6#0=>Rango(A):2

3 4 6
1 1 3|=-4+#0= Rango(A)=3
~8/3 -3 -3

Luego Rango(A) #Rango(A) y el sistema es incompatible (no
tiene solucién).

m Sia=-1:

3 -1 4] 6
A= 1 0 1 3 |; F3=F—F;
-2 1 -3|-3

Luego en este caso el sistema es compatible indeterminado (in-
finitas soluciones).

b) Sia=—-1:

v~ y+ 4z= 6 _ r=3-X
T+ z= 3 y

Problema 13.7.3 (2 puntos) Se dan la recta r y el plano 7, mediante

r—4 y—-1 z-2
2 -1 3

, T=2x+y—22—7=0

r

Obtener los puntos de la recta cuya distancia al plano es igual a uno.

Solucion:
I [ @=(2.-13)
r=¢ y=1-\ = r= P.(4,1,2)
z =243\ T



124+ 20) + (1 = A\) — 2(2+3X) — 7|
Vit1+4

3A+2=3= A=1/3=> P(14/3,2/3,3)
—3\—2=3=> A=-5/3 = P,(2/3,8/3,-3)

1=d(P,m) =
3)\+2]:3=>{

Problema 13.7.4 (2 puntos) Dadas las rectas

r= = = — =

2 2 “2" T 2w tz=4

r—1 y—2 z { z+y=4
se pide:

a) (1,5 puntos). Hallar la ecuacién del plano que pasa por A(2,3,4) y es
paralelo a las rectas r y s.

b) (0,5 puntos). Determinar la ecuacién de la recta que pasa por B(4, —1, 2)
y es perpendicular al plano hallado anteriormente.

Solucién:
a)
i 7 k
=11 0|=(1,-1,-2)
2 0 1
= (2,2,-2) 2 1 z-2
T up=(1,-1,-2) = 7:| 2 -1 y—3|=0= 32—y+22-11=0
A(2,3,4) -2 -2 z—-4
b)
. uf = (3,-1,2) :>:U—4:y—{—1:z—2
- Pt(47_172) 3 7]. 2

13.8. Septiembre 2012 - Opcién B

Problema 13.8.1 (3 puntos) Dado el punto P(2,1,—1), se pide:

a) (0,5 puntos). Hallar el punto P’ simétrico de P respecto del punto
Q(3,0,2).

b) (1,25 puntos). Hallar el punto P” simétrico de P respecto de la recta
r=r—1=y—1==z.

c¢) (1,25 puntos). Hallar el punto P simétrico de P respecto del plano
T=x+y+z=3.

Solucion:
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P'+P
2

=Q= P =2Q - P=(4,-1,5)
b) Calculamos un plano 7 L r que contenga a P
r+yY+z2+A=0= 24+1-14+XA=0= A=-2= z+y+2—2=0

Calculamos el punto de corte P; de 7w con 7:

r=14+ A
r: y=14+2A
z=A

I+ +0+N)+A2—-2=0= A=0= P1(1,1,0)
Por ultimo:

P//+P
2

=P = P”:2P1—P:(0,1,1)

c¢) Calculamos una recta r L m que contenga a P:

@ =(1,1,1) v=24A
T P2,1,-1) =< y=1+2A
T z=—-14+X

Calculamos el punto de corte P> de 7w con 7:

1 74 2
24X+ (1+X) +(-1+X) =3 =0= A= = P2(3,3,—3)

Por ultimo:

P/l/ + P

85 1
5 :P2:>P”I:2P2—P:< >

373 3
Problema 13.8.2 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = x?sinz, se pide:

a) (1 punto). Determinar, justicando la respuesta, si la ecuacién f(z) =0
tiene alguna solucién en el intervalo abierto (mw/2,7).

b) (1 punto). Calcular la integral de f en el intervalo [0, ].

c¢) (1 punto). Obtener la ecuacién de la recta normal a la grafica de y =
f(z) en el punto (m, f(m)). Rectierdese que la recta normal es la recta
perpendicular a la recta tangente en dicho punto.

Solucion:
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a) #2 #0en (7/2,7) y sinz # 0 en (7/2,7), luego podemos concluir que
f(z) =2?sinz # 0 en (7/2, 7).

b) La integral se calcula por partes:

2 . u =2’ = du = 2xdx 9
zesinx dx = . = —z“cosz+2 | wcosxdxr =
dv=sinxdr — v = —cosz

_[ u=x=— du=dz

. = —2%cosz+2 msinx—/sinxdm =
dv =cosrdr — v =-sinx

= —2?cosz + 2zsinz + 2cosz = (2 — %) cosx + 2z sinz

/ J:Qsinxda::(2—:62)cosx+2xsina:}g:7r2—4
0
c) f'(x) =2zxsinz + 2%cosz, f/(r) = —7m2 = m = 1/72, f(x) =0:

y = — (@ —m) recta normal
m

y = —7m?(x — 7) recta tangente

Problema 13.8.3 (3 puntos) Sean @, 7, Ty de R3, vectores columna.
Si

det(@, D, d) = -1, det(@, @, d)=3, det(D,?,d)=—
calcular razonadamente el determinante de las siguientes matrices:
a) (0,5 puntos). det(ﬁ,?)j, 7)
b) (0,75 puntos). det(@ — _b>, z, —7)
c¢) (0,75 puntos). det 7 +37 27 -37@ + 7)

Solucién:

a) det(ﬁ,Sj,z> :?niet(ﬁ,j,f> = —3det(@

Y

T
b) det(@—b, 7, —d) = det(@, @, — d ) +det(—
5

,d)=3

2, —d)=-3-2=

) det(d+37,2@, 0 37+7 — det(d, 27, ) +det(d, 2@, -37)+
det@ 2@, d)+det(3T 27, b)+det(3b 27, 3_>)+det(3b 23 7)
—240+04+0+0+6=14
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Problema 13.8.4 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

r— 2z = 2
ax— y+ z= =8
2+ az = 4

se pide:
a) (2 punto). Discutir el sistema segin los valores de a.
b) (1 punto). Resolverlo para a = —5.
Solucion:
)

A=|la -1 1|-8 |; |4=-a-4=0= a=—-4

» Sia# —4 = |A| # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A) =n° de
incognitas y el sistema es compatible determinado.

s Sia=—4
1 0 -2 2 _—
A= -4 -1 1|-8 |;|4] =0, 4 -1 = —1# 0 = Rango(A) =2
2 0 -4 4
10 2
|A1| = [A[=0;]As]=| -4 -1 -8 =0
2 0 4
1 -2 2 0 -2 2
2 4 4 0 -4 4
Como
1 0 _
4 1 = —1# 0= Rango(4) =2

Luego cuando a = —4 tenemos que Rango(A) = 2 =Rango(A) <
n° de incégnitas y el sistema es compatible indeterminado.

b)
r— 2z = 2 =2
—5z— y+ 2= -8 =>4 y=-2
2r— 5z = 4 z=0
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