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NUmeros naturales. Sstemas de numeracion

A: Contextualizacion Profesional

ANALISIS DE PROBLEMAS SOBRE NUMERACION EN PRIMARIA
Consigna:

A continuacion induimos agunos enunciados de problemas y gercicios que han sido
tomados de libros de texto de primaria. Para cada uno de dllos:

a) Resuelve los problemas propuestos.

b) Indica los conceptos y procedimientos matemdticos que se ponen en juego en la
solucion.

c) ldentificadiferenciasy semganzas entre |os distintos problemas.

d) Para cada problema enuncia otros dos dd mismo tipo, cambiando las variables de la
tarea, de manera que uno te parezca més facil de resolver y otro mas dificil.

e) ¢Pensas que los enunciados son suficientemente precisos y comprensbles para los
aumnos de primaria? Propon un enunciado dternativo para aguellos gercicios que no
te parezcan suficientemente claros paralos dumnos.

f) Condggue una coleccion de libros de texto de primaria Busca en dlos tipos de
problemas no incluidos en esta relacion. Explicaen qué se diferencian.

Enunciados de problemasincluidos en libros de primaria:

1. ¢Qué nimeros faltan en cada serie? Escribelos:

543
6| |4
2| |4
4

NOTI[NN

1

2. Marca estos nUmeros en larectanumérica: 6, 12,5, 3,9, 7, 2
+ + + + + + + + + + + + +
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

3. Continualaserie

4. Completacon € signo adecuado: Mayor que>  menor que< igud que=

13 5 |5 18 [22 28 |13 13 [27 16 [26 14 [20 20 [18 21 |
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5. Ordena estos numeros de mayor amenor: 23, 7, 18, 4, 2, 28, 37

6. Continlia las s=ries:
0,5, 10,...

60, 63, 66,...

99, 97, 95,...

90, 80,...

7. Unelos nUmerosy colorea:

1a - o “
- . o :
3 ap e, T+ eaz 48

9. Representa en un dbaco € nimero 275. ¢Cud es la cifra de las unidades? ¢Cud es la cifra
de las decenas? ;Cuantas unidades vale? ¢Cud es la cifra de las centenas? ;Cuantas unidades
vae?

10. Escribe cinco nimeros mayores que 240 y menores que 250. Escribe tres nimeros entre
7600 y 8000.

11 ¢Entre qué decenas se encuentran estos nimeros? 138, 73, 47, 219, 444, 576.

12. Haz la descomposicion polindmica de estos nimeros. @) 37.248; b) 35.724; c) 12.743; d)
5.869.
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13. Haz la descomposicion de 12 en dos sumandos que sean numeros naturales de todas las
formas posbles. Para cada descomposicion haz & producto de los sumandos. ¢Qué
descomposicion de 12 da e producto méximo?

14. Una maquina automatica de despacho de billetes de tren admite monedas de 1, 5, 25, y
100 pts. Cacula & nimero minimo de monedas necesario para pagar 3.242 pts, 1.587 pts,
4.287 pts.

15. Escribe con nimeros romanos: 13, 27, 18, 70, 223, 617, 45, 3000.

16. Aproxima estos nimeros a la decena de millar mas proxima: 31794, 48076, 9.340, 20.250.

17. Escribe qué nimero indica cada una de estas tabl as

18. Escribe con simbol os egipcios |os siguientes nimeros:
200 625 1250
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B: Conocimientos Matematicos

1.TECNICAS DE RECUENTO
1.1. Situacion introductoria: Instrumentos para contar

Toma un folio y dividelo en dos partes igudes. Escribe tu nombre en cada mitad. En una
de ela smula la caida de una "granizada' durante unos 30 segundos, marcando con puntos
grueos la posicion en la que ceen los granizos. Obtendras un dibujo parecido ad que
maostramos en este cuadro:

* * * *
* * * *
* * * * *
* **k * * *
*
* % * *
* * * *
* * * * *
* * *
* * * % *

a) ¢Cuantos puntos hay en tu dibujo? ¢Qué has hecho para contestar a esta pregunta?

b) En la otra mitad dd folio escribe un mensge para que otro compafiero reproduzca
exactamente la misma cantidad de granizos que tu has producido, aunque no en la misma
posicion. No puedes utilizar las paabras uno, dos, tres,..; ni lossimbolos 1, 2, 3,...

c) Intercambia € mensge con @ de otro compafiero; cada uno de vosotros ha de interpretar
el mensge dd compariero y reproducir su granizada.

d) Comprueba que lareproduccién hasido correcta.

€) Describe d procedimiento que habés utilizado en laredizacion de latarea

1.2. Necesidades sociales que resuelven las técnicas de contar

Las técnicas de contar son universdes, y se han encontrado en todas las sociedades
estudiadas hasta ahora. Estas técnicas han dado origen d concepto de ndmero y a la
Aritmética. Surgen ligadas alanecesdad de:

comunicar informacion referente a tamafio (la numerosidad) de las colecciones de objetos

(cardinal dela coleccidn).

indicar € lugar que ocupa 0 debe ocupar un objeto dentro de una coleccidén ordenada de

objetos (ordinal del objeto).

En las sociedades prehistoricas -cazadores y recolectoress se plantea ya, aunque sea a
pequeiia escala, la necesdad de responder a la pregunta, ¢cudntos hay? o ¢cudntos son?.
También aparece la necesdad de establecer un orden de actuacion: ¢qué se hace primero?,
équién interviene en segundo lugar?, etc.

A partir de esas necesdades sociaes se desarrollan diferentes técnicas de recuento que
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han ido evolucionando a lo largo de la higoria En nuedtra sociedad se utiliza
predominantemente una técnica de recuento con paabras, aun cuando se conservan vestigios
de otras varias técnicas.

Cada coleccion de "objetos numéricos’ vamos a llamarla "ssema numerd” o sstema de
representacion numeérica. El hecho de que dos colecciones de objetos sean coordinables se
expresa diciendo que representan @ mismo ndmero. De este modo los nimeros no son objetos
CcoMo pueden ser una mesa, un perro, etc.; se dice que son "objetos idedes' o abstractos. En
definitiva, interesa consderarlos como "maneras de hablar” ante ciertas Stuaciones en las que
reflexionamos sobre las actividades de recuento y ordenacién y los instrumentos que usamos
para esas actividades.

1.3. Técnica de recuento para obtener cardinales

Las técnicas de recuento actudes se basan en la existencia de unas paabras (numéricas)
gue e recitan Sempre en d mismo orden. Edtas padabras forman un conjunto bien ordenado
(hay un primer emento y un sguiente para cada una de €las). Para obtener d cardina de un
conjunto e redlizan las Siguientes acciones.

Se adjudica a cada demento dd conjunto contado una paddra numérica diginta y solo
unaen € orden habitud: uno, dos, tres...., treinta.
Una vez acabada la fase anterior, la paabra adjudicada a dltimo eemento dd conjunto
contado, se repite, haciendo referencia con €ella a toda la coleccion (treinta) y designando
el nimero de dementos o cardinal del conjunto.

Observamos que podemos contar (hdlar € cardina de un conjunto) porque nos sabemos
de memoria una sucesién ordenada de paldbras. uno, dos, tres, €etc, y las recitamos sempre en
e mismo orden. La tarea més complicada de los recuentos consiste en adjudicar a cada objeto
del conjunto una paabra numérica didinta y sdlo una. Ello requiere definir un orden totd en
e conjunto contado, orden que podemos definir a voluntad, sin que se modifique d resultado
find. Para contar se requiere una coordinacion entre la paldbra y la mano o la vista, y a veces,
S usan técnicas auxiliares, marcando, por gemplo, cada punto contado. Al terminar de
contar, la Ultima paabra, hace referencia, no solo d Ultimo objeto sefidado, sno también a
todo € conjunto, esto es, se trata de una "propiedad”’ que se predica de todo € conjunto. Por
tanto, cada paabra numérica que se pronuncia tiene un doble sgnificado: es @ ordind dd
elemento correspondiente en la ordenacion que se va congruyendo, y es € cardind de
conjunto formado por |os objetos ya contados hasta ese momento.

Hay que tener en cuenta también € uso intransitivo del recuento, esto es, d recitado de la
serie de pddiras numéricas en § mismas, Sh mencién aguna a cardindes u ordindes.
Aprender las pdabras numéricas y como repetirlas en € orden correcto es aprender d
recuento intrangtivo, mientras que aprender su uso como medidas de conjuntos es €
gorendizge dd recuento trandtivo. S gprendemos un tipo de recuento antes que otro no
tiene importancia cuando nos interesan los primeros nimeros. Pero |0 que es seguro, y ho
caente de importancia, es que tenemos que gorender agun procedimiento recursivo para
generar la notacion en d orden adecuado antes que hayamos aprendido a contar
trangtivamente, ya que hacer esto consste, bien directa o indirectamente, en correlacionar los
elementos de la serie numérica, con los miembros dd conjunto que estamos contando. Parece,
por tanto, que es poshle que aguien gorenda a contar intransivamente, Sin gorender a contar
transtivamente. Pero no alainversa' (Benacerraff, 1983: 275)

! Benacerraf, P. (1983). What numbers could not be. En, P. Benacerraf y H. Putnam (Eds), Philosophy of
mathematics. Selected reading, 2" edition (pp. 272-294). Cambridge: Cambridge University Press.
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Técnicas auxiliares del recuento

Cuando estamos contando los eementos de un conjunto, necestamos distinguir en cada
paso € subconjunto ya contado, del no contado. Las técnicas auxiliares que se utilizan son:

Trazar menta o fiscamente un camino a seguir cuando vamos contando |os objetos.

Marcar |os objetos ya contados.

Sepaar manud o0 mentalmente los objetos contados de los no contados (redizar una

particion del conjunto).

Sudtituir la coleccion de partida por otra que tenga € mismo cardind, contando esta

dltima

El uso de unau otratécnica auxiliar depende de:

el nimero de dementos del conjunto contado;

la configuracion geométrica del conjunto;

el tipo de objetos que congtituyen € conjunto contado;

la accesbilidad de los eementos del conjunto (objetos fiscos ad dcance de la mano,
objetosfiscos d acance de lavista pero no de la mano, objetos evocados mentalmente).
lamovilidad de los objetos.

Todas edtas técnicas auxiliares tienen que ir precedidas de una primera coordinacion entre
la mano o lavigay la emiséon de la pdabra Es decir, hay que gprender a emitir cada paldbra
a mismo tiempo que la atencion se fijaen un objeto.

Coordinabilidad entre conjuntos

Al contar ponemos en correspondencia cada elemento de un conjunto con otro conjunto (de objetos,
palabras, muescas, etc.). Las nocién de cardinal se puede formalizar usando € lenguaje de lateoria de
conjuntos.

Definicion 1(Coordinabilidad): Un conjunto A coordinable o equipotente con € conjunto B S existe
una correspondencia biyectiva de A en B. Se escribe A~ B. Cada elemento del primer conjunto se
pone en correspondencia con uno y solo uno de segundo.

Definicion 2 (Conjunto infinito): A esun conjunto infinito S existe un subconjunto propio B de A que
seacoordinablecon A,0sea, $f: A > B, biyectiva

Ejemplo: El conjunto de nimeros pares es infinito, porque podemos ponerlo en correspondencia
biyectiva con € conjunto de nimeros mdiltiplos de 10. Asi:

2« 20

3« 30

4« 40
y siguiendo de esta forma por cada nimero par hay uno y solo un mditiplo de 10, pero por otro lado €
conjunto de multiplos de 10 es un subconjunto de los NUmeros pares.

S un conjunto no es infinito se dice que es finito. En los conjuntos finitos no es posible que uno de sus
subconjuntos sea coordinable con todo € conjunto.
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Proposicion 1: Larelacion de coordinabilidad es una relacion de equivalencia en € conjunto de
los conjuntos finitos, 0 sea, cumple las propiedades reflexiva, smétricay transitiva.

Proposicion 2:  Todos los conjuntos coordinables entre s tienen e mismo cardina. Todos estos
conjuntos son equivalentes, desde € punto de vista de tener e mismo cardina y decimos que forman
unaclase de equivalencia.

1.4. Técnicas de recuento para obtener ordinales

Para obtener @ ordind de un demento se utiliza la sucesién de paldoras. uno, dos, tres, ...
0 la suceson de padbras primero, segundo, tercero, etc. que llamamos "padbras numéricas
ordindes’. El resultado de recuento se expresa indisintamente mediante unas u otras
palabras. Se dice de un demento que es @ décimo quinto o que es & quince. A medida que se
avanza en la sucesdn de paabras numéricas = utilizan cada vez menos las pdabras
ordinales.

Dado un conjunto totalmente ordenado y un eemento de dicho conjunto, podemos usar
diversastécnica paradeterminar € nimero ordind:

Se recita una de las sucesiones de pa abras numéricas (ordindes o cardinal es)

Se adjudican dichas padabras a los eementos del conjunto siguiendo € orden establecido

hestallegar d eemento en cuestion.

La paabra que |e corresponde adicho eemento es su ordind.

Como podemos ver, a diferencia de lo que sucede en la determinacion de cardindes, para
adgnar un ordind, € orden en que s van digiendo los dementos ya no queda a discrecion
del que efectliad recuento, sino que viene fijado de antemano.

Para obtener d ordind de un emento no es absolutamente necesario tener previamente
definido un orden total en @ conjunto, sino que basta con saber qué dementos son anteriores
a que nos interesa. En ese caso tenemos esta segunda técnica:

. Se obtiene d cardinal dd conjunto formado por bdos los eementos anteriores d que nos
interesa, utilizando la técnica de recuento correspondiente.

Pronunciamos la padabra numérica sguiente a la que s refiere d cardind de dicho

conjunto, indicando con ellae ordina del eemento.

Esta segunda técnica permite reordenar a voluntad € conjunto de los elementos anteriores
ad dado, puesto que para cdcular cardindes € orden en que s dijan los dementos es
irrdlevante.

1.5. Orden deordinalesy cardinales

Decimos que un ordind es ‘anterior’ a otro § a recitar la sucesdén numérica en d orden
habitud, la padabra numérica correspondiente d primer ordind se recita antes que la
correspondiente ad segundo ordina. Por gemplo, € ordind ‘cuaro es anterior d ordina
‘nueve porgue, a la hora de contar, la paladbra ‘cuatro’ se dice antes que la palabra ‘nueve, la
primera paabra es anterior en € tiempo ala segunda.

Decimos que un cardind es ‘més pequefio’ que otro, 0 ‘es menor’ que otro, S d
empargar los eementos de dos conjuntos que los tengan por cardinales respectivos, en €
segundo conjunto quedan dementos sin parga. Por gemplo, € cardind ‘cuaro’ es mas
pequefio, 0 menor, que @ cardind ‘nueve porque S empargamos cualro tazas con nueve
platos quedaran platos sn taza. Edta Ultima definicion lleva implicita la idea de que todos los
conjuntos que tienen d mismo cadind pueden empargarse Sn que quede ningln demento
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snparga

Estos dos érdenes, € ordind y € cardina, son equivaentes, es decir, que S un ordind es
anterior a otro los cardindes correspondientes a esas mismas paabras numéricas cumplen que
e primero es mas pequefio que € segundo; y reciprocamente. En generd, decimos que €
nimero a ‘es menor’ que b, entendiendo que eso dgnifica que d ordind a es anterior a
ordind by que, d mismo tiempo, € cardind a es mas pequefio que e cardina b.

1.6. Principios que subyacen en las técnicas de contar

El andiss de las diversas técnicas de contar pone de manifiesto los principios que
subyacen en elas, es decir, los agpectos conceptuaes que es necesario entender y tener en
cuenta para contar correctamente. En € caso de la técnica de contar para obtener cardinaes
son los Sguientes:

Principio del orden estable. Las palabras numéricas uno, dos, tres, ... deben recitarse
sempre en d mismo orden, Sn sdtarse ninguna.

Principio de la correspondencia uno a uno. A cada eemento dd conjunto sometido a
recuento se le debe asignar una paabra numérica digtintay sdlo una.

Principio de irrelevancia del orden. El orden en que se cuentan los dementos dd
conjunto esirrelevante para obtener @ cardina del conjunto.

Principio cardinal. La padabra adjudicada a ultimo demento contado del conjunto
representa, no Alo € ordind de ese demento, sino también € cardind dd conjunto.

En @ caso de la técnica de contar para obtener ordindes los principios que la dirigen son
e de orden estable y @ de la correspondencia uno a uno referido Unicamente a propio
demento y a los anteriores a €. Aqui € orden en que sean degidos los ementos ded
conjunto para adjudicarles las padras numéricas ya no es irrdevante de cara a la obtencion
del ordina correspondiente.

1.7. Otras técnicas de recuento: & emplos histéricos?

Hasta ahora hemos visto que para contar se necestan unas padabras numéricas, pero,
¢etas pdabras han exisido sempre? ¢Existen técnicas de recuento que no se basen en
palabras? A continuacion mostraremos como han resueto diferentes culturas € problema de
responder ala pregunta, ¢cuantos hay?

En primer lugar, € hombre tiene una capacidad innata para reconocer ciertos cardinaes
de conjuntos Sin necesdad de efectuar un recuento. Esta capacidad recibe  nombre de
“subitacion” y permite reconocer cardinaes de conjuntos con un nUmero pequefio de dojetos,
por lo que agunas culturas comunican mediante d lenguge cud es d cadind de un
conj unto, aunque no tengan técnicas de contar, por gemplo:

En agunas sociedades, como los zullies y pigmeos de Africa, los arandan y kamilarai de

Audrdia, los bocotudos de Brasil y los aborigenes de las idas Murria, sdlo s han
inventado las dos primeras paabras numéicas. una para indicar la unidad, otra para
indicar laparga.

Varias tribus de Oceania declinan los nombres de las cosas en singular, dud, trial,
cuatrid, plurd, dd mismo modo que nosotros declinamos los nombres en sngular 'y
plurd. Tienen, por tanto, la poshilidad de indicar € cardind de un conjunto de hasta
cuatro objetos pero no tienen paabras para contar.

2 Estainformacion de tipo histérico procede de Ifrah (1985) libro cuyalectura se recomienda.
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En segundo lugar, muchas sociedades han desarrollado técnicas de contar sin palabras,
que han llegado hasta nuestros dias. Por gemplo: llevar la cuenta de los votos a favor y en
contra trazando palotes, mostrar los dedos para indicar un cardinad u ordinal (esta técnica se
utiliza mucho con los nifios pequefios), utilizar pdillos, trozos de papd o fichas para llevar la
cuenta de las partidas ganadas en un juego de cartas, pasar con los dedos las bolitas de
rosario para llevar la cuenta de las avemarias, utilizacion de &bacos en las escudlas, etc. En
nuestra cultura estas técnicas se mezclan con las técnicas de recuento con palaoras, que son
las predominantes, y, frecuentemente, sirven de refuerzo a estas Ultimas. Sin embargo, existen
y han exidido sociedades en las que las técnicas de recuento sin padbras eran muy
importantes e incluso, las Unicas exigtentes. Algunos gjemplos son los Sguientes:

. Los paples de Nueva Guinea y los bosquimanos de Africa dd Sur, entre otros muchos
aborigenes, cuentan utilizando las pates dd cuerpo humano. Para elo y en un orden
previamente establecido van sefidando los dedos de las manos y de los pies, las diferentes
articulaciones del cuerpo, los 0jos, nariz, boca, etc.

Ha sdo una préctica frecuente en los gércitos de diferentes épocas y sociedades que,

antes de entrar en batdla, cada guerrero depositara un guijarro en un lugar convenido.

A la vudta cada guerrero recogia uno de dichos guijarros. Los sobrantes indicaban €

nimero de bgas que s habian producido en la batdla. La utilizacion de guijarros para

contar o redizar operaciones ha dado lugar a la padbra "cdculo" que proviene de la
paabralatina"caculus’ que sgnifica"piedra pequeiia’.

Tenemos asi un muestrario de objetos fisicos que sirven como objetos numéricos y que
podemos clasficar en:
- muescas, palotes,
- objetos ensartados en collares o en varillas, nudos en una cuerda;
- objetos sueltos: guijarros, palitos, conchas, perlas, huesos, etc.
- partesdd cuerpo humano.

Ejercicios:

1. Si un pastor trashumante tuviese que contar 99999 cabezas de ganado, ¢Cuanto tiempo tardaria,
haciendo una muesca por segundo?

En concluson, una técnica de recuento sin paldbras se caracteriza por la exigencia de un
conjunto de objetos numéricos, que sirven para contar. A cada eemento del conjunto contado
s le asocia un objeto numérico diginto y sblo uno, construyendo un subconjunto de objetos
nuMmeEricos, cuya presentacion es la respuesta a la pregunta, ¢cuantos hay? Esto pone de
manifieto que lo que subyace en un recuento, la pate comin a todos dlos es €
establecimiento de una correspondencia uno a uno entre e conjunto contado y un subconjunto
numérico de referencia, tanto S los eementos de este Ultimo son objetos fisicos, paabras,
partes del cuerpo humano, etc. El conjunto de objetos numéricos debe estar "naturalmente
edructurado’, y condituye lo que llamaremos un "dgema numed" o0 ddema de
representacion numerica

1.8. El paso del recuento sin palabrasal recuento con palabras
Las etapas necesarias para pasar de una técnica de recuento con objetos a recuento con

palabras son las sguientes:
Comparar € conjunto que se quiere contar con un conjunto de referencia, formado por
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objetos visibles 0 evocables por los demés. El principio de la correspondencia uno a uno
permite pasar de una comunicacion poco precisa dd cardind de una coleccién a una
comunicacion precisa de la misma, representandola mediante un conjunto de los objetos
numeéricos (muescas, guijarros, cuentas, etc.).

Comparar con un conjunto de referencia ordenado (partes de cuerpo humano, objetos
diferenciados) para poder establecer € ordinal de cada elemento dentro de un conjunto. La
presentacion sucesiva de los objetos diferenciados sempre en d mismo orden, principio
del orden estable, permite comunicar € ordina de un eemento.

Utilizacion indiginta de los conjuntos de referencia ordenados para la obtencion de
cadindes u ordindes. Cada uno de los objetos numéricos, d estar diferenciado de los
demés, puede recibir un nombre digtinto.

Descubrimiento de que basta nombrar € Gltimo eemento del conjunto numérico ordenado
con @ que £ ha establecido la correspondencia uno a uno para tranamitir la informacion
deseada, tanto en contextos cardinales como ordinaes: principio cardinal.

En un momento dado, agunas sociedades se dan cuenta de que d usar un conjunto
numeérico ordenado, ya no es necesario presentar d interlocutor todo € conjunto con @ que se
ha establecido la correspondencia, ni enumerarlo. Con hacer referencia d Ultimo objeto es
auficiente pues d interlocutor puede evocar todos |os € ementos anteriores.

No todas las culturas han sido capaces de llegar a este punto. Por gemplo, los papules de
Nueva Guinea, para indicar @ cardinad "dete' hacen  gesto de tocar con su mano izquierda,
sucesvamente, los dedos de la mano derecha, la mufiecay € codo. S se hace delante de elos
el gesto Unico de tocar € codo no le encuentran sentido. Vestigios de esta incapacidad cultura
Se encuentran en los nifios pequefios que preguntados sobre cuantos hay cuentan y dicen, por
gemplo,: “uno, dos, tres, cuatro’, y ante la pregunta indstente del adulto: “s pero, ¢cudntos
hay?’ vuelven adecir: “uno, dos, tresy cuatro”.

Mas addante @ conjunto de referencia se dediga de los objetos fisicos. Cada paabra se
conviete en una paabra numérica (paldbra que sSrve para contar). En otras sociedades
primitivas agunas de esas paabras siguen evocando partes del cuerpo humano.

En paticular, nuestro conjunto numérico habituad es un conjunto ordenado de pdabras.
uno, dos, tes, cuatro, etc. S dguien dice que tiene cinco objetos, su interlocutor entiende la
informacion porque se imagina un objeto para € uno, otro para @ dos, otro para € tres, otro
para € cuaro y otro para @ cinco. Es decir, la transmison de dicha informacion numérica
eda dependiendo dd hecho de tener dmacenada en nuestra memoria esa sucesén de
palabras, de forma que cuando nos dicen una de elas somos capaces de recordar todas las
anteriores.

1.9. Técnicas abreviadas de contar

Las técnicas de contar exigen mucho tiempo cuando los eementos a contar son muchos.
No es extrafio, por tanto, que se intente hacerlas mas breves. Algunas Stuaciones permiten
acortar e proceso de contar, partiendo de una coleccion de objetos de cardina conocido a
que se afiaden 0 suprimen elementos para obtener @ cardina de la coleccion modificada. Las
formas mas importantes de abreviar 10s recuentos son las Sguientes.

Contar de dos en dos, de tres en tres, etc., aprovechando nuestra capacidad de reconocer

directamente los cardinaes de conjuntos pequefios.

Contar hacia delante o hacia atrés, desde un cardind dado. Por gemplo, S tenemos un

conjunto de dieciocho objetos y nos dicen que afiadamos agunos mas, no volvemos a

contar todo para saber € cardina de nuevo conjunto, SNo que contamos los nuevos
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objetos adjudicandoles las pdabras ‘diecinueve, ‘veinte, ‘veintiuno’, etc. De la
misma manera, § queremos suprimir unos cuantos objetos de un conjunto de dieciocho
vamos adjudicando a los objetos surprimidos las paabras ‘diecisete, ‘diecisés, €c. y la
ultima paabra numéricaindicara e cardind de conjunto findl.
Contar hecia delante 0 hacia arés desde un cardind dado hasta otro cardinal también
dado. Edta técnica se usa cuando queremos saber cuantos objetos hay que afiadir o quitar a
un conjunto de cardinad dado para obtener otro cardind conocido, o bien, qué diferencia
existe entre dos conjuntos de cardinal dado. Por gemplo, S nos preguntan cuantos objetos
hemos afladido a un conjunto que tenia dieciséis y ahora tiene veinticuatro objetos,
podemos decir: diecisete, dieciocho, diecinueve, veinte, veintiuno, ventidos, ventitrés,
veinticuatro, d mismo tiempo que vamos levantando dedos. Al find tendremos ocho
dedos levantados que nos dan la respuesta a la pregunta inicid. Del mismo modo, S nos
preguntan cuantos objetos hay que quitar para pasar de tener catorce a tener once,
podemos decir: trece, doce, once, d mismo tiempo que levantamos dedos. Los tres dedos
levantados nos dan la respuesta a la pregunta.
Contar hacia delante 0 hacia atrés, desde € cardind dado, tantas veces como indique €
nimero de objetos a afiadir o suprimir, respectivamente. Por gemplo, S a un conjunto de
veinticuaro eementos le quitamos cinco eementos podemos decir: veintitrés, veintidos,
ventiuno, vente, diecinueve, a medida que vamos quitando efectivamente esos objetos 0
levantando dedos. El hecho de quitar los cinco objetos o tener cinco dedos levantados nos
indica que la cuenta haterminado y € resultado es diecinueve.

Como hemos podido ver, adgunas de edtas técnicas abreviadas necedtan, ademés de la
coleccion habitua de paabras numéricas, una coleccion suplementaria de objetos numéricos.
Esta coleccion referencid de apoyo suden ser los dedos, pero podria ser cualquier otra
palotes, fichas, etc.

2. LOS NUMEROS NATURALES. DIFERENTES USOS Y FORMALIZACIONES
2.1. Lanocion de numero natural y sus usos

Como resumen de las secciones anteriores podemos decir que contar eS poner en
correspondencia uno a uno los digintos eementos de un conjunto (contado) con un
subconjunto de otro conjunto (contador, Sstema numérico de referencia 0 sstema numerd).
Los dementos dd conjunto numérico pueden s objetos fiscos (piedrecillas, semillas,
marcas en una vailla o en un segmento, partes del cuerpo), paabras, simbolos, etc. Pueden
también ser imaginados por una persona, es decir, ser representaciones internas de objetos
para redizar comparaciones 0 caculos. Pero tanto s son perceptibles, como mentdes, d uso
bésico que hacemos de dlos es contar y ordenar.

En una primera aproximacion, podemos decir que los nimeros naturales son cuaquier
ssema de "objetos' (simbolos, marcas, materides concretos, paabras,...), perceptibles o
pensados, que se usan para informar del cardind de los conjuntos y para ordenar sus
elementos, indicando € lugar que ocupa cada eemento dentro del conjunto. El sstema mas
comun es € de las paabras. cero, uno, dos, tres,..; y los simbolos, 0, 1, 2, 3,... Para poder ser
usados en las Stuaciones de recuento y ordenacion estos sistemas de objetos numéricos deben
tener una estructura recursiva especifica, que se concreta en los Ilamados axiomas de Peano
enunciados en la seccion 2.2.

El nimero naturd responde a la cuedtidn, ¢cuantos elementos tiene este conjunto?
(recuento del niUmero de elementos) y en estas circunstancias se habla de numero cardinal.
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Para hdlar d cardina de un conjunto se le pone en correspondencia biyectiva con una parte
de conjunto de los nimeros naturdes, pero fijandose lo en & nimero atribuido d Ultimo
edemento que se cuenta. Los nimeros naturdes también se pueden usar para ordenar un
conjunto y entonces se habla de nimero ordinal.

La nocion de nimero naturd surge de la fuson de los conceptos de nimero cardind 'y
ordina 3, identificacion que se rediza mediante @ postulado fundamental de la aritmética: "El
nimero cardind de un conjunto coincide con @ nimero ordind dd dltimo elemento, y es
sempre e mismo cuaquiera que sea e orden en que se haya efectuado € recuento”

El nimero cardind resulta de condderar, no un eemento, sno todo d conjunto,
prescindiendo de la naturdeza de los dementos que lo componen y ddl orden en que se
consgderan. El nimero ordina resulta de prescindir de la naturadeza de los objetos y teniendo
en cuenta solamente @ orden. La reflexion sobre @ cardind y ordind y sobre las operaciones
que e redizan sobre elos permite identificar una misma estructura operatoria, 1o que lleva a
hablar del “ndmero naturd”.

Algunos autores consderan la medida como un contexto de uso diferente de uso de los
nimeros naturdes, hablando incluso de “nimero de medir’. Pensamos que este uso es
equivalente a de cardind. Al medir una cantidad de magnitud tomando otra como unidad se
trata de determinar cuantas unidades (o bien multiplos y submditiplos) hay en la cantided
dada. De manera equivaente, hablar dd cardinal de un conjunto se puede ver también como
“medir’ @ tamafio o numerosidad del conjunto considerado tomando € objeto unitario @mo
unidad de medida. Cuando se trate de medir magnitudes continuas serd necesario ampliar la
nocion de nimero paraincluir alosraciondesy reaes.

Findmente, mencionamos un uso habitud que no es propiamente numérico. Se trata del
uso de un sSgema numéico como etiquetas identificativas de objetos. Por gemplo, los
nimeros de carnet de identidad de una persona, los nimeros de teléfonos, la identificacion de
las teclas en cadculadoras, etc. En redidad tales “nimeros’ se usan como codigos, careciendo
del sentido cardind, ordind y agoritmico.

2.2. Formalizaciones matematicas de los nUmer os naturales

La reflexion de los mateméticos sobre las propiedades y técnicas anteriores lleva a
definir & conjunto de nimeros naturales N de diversas formas que resumimos a continuacion.

Formalizacion de Peano (Axiomas de Peano)

Eda formdizacion se basa en idess muy sencillas Consideramos como conjunto de los
nimeros naturdes todo conjunto td que cada demento tiene un Unico Sguiente, hay un
primer demento, y contiene todos los dementos siguientes de los anteriores. Los conjuntos
gue tienen estas propiedades se llaman conjuntos naturalmente ordenados o conjunto de
ndmer os naturales.

3 d A (Lo ” H H ' bt H H
De esta manera la expresion “nuimero natural” adquiere un nuevo significado matematico, a indicar la

equivalencia estructural-operatoria de los sistemas de referencia numéricos. Es el aspecto algoritmico o formal:
“el nimero se concibe operacionalmente gracias a las reglas segin las cuales el usuario juega con é. Se
formaliza en € enfoque axiomatico. Los nimeros aparecen como elementos de anillos y cuerpos que se fijan
axiométicamente”>. Este uso no es ajeno a las practicas escolares ya que un objetivo importante del estudio de
las matematicas, incluso en los primeros niveles educativos, es la adquisicion de destrezas basicasde calculoy la
comprension de los algoritmos correspondientes.
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Un conjunto de objetos (N) se dice que esta naturalmente ordenado (y por tanto, se puede
usar para contar y ordenar otros conjuntos de objetos de cualquier naturaleza) s cumple las siguientes
condiciones:

1. A cadaobjeto le corresponde otro que se llama su siguiente o sucesor.

2. Existe un primer elemento, 0, que no es sucesor de ningn otro elemento.

3. Dos elementos diferentes de N no pueden tener el mismo sucesor (lafuncion sucesor es inyectiva).

4. Todo subconjunto de N que contiene & 0 y que contiene & sucesor de cada uno de sus elementos
coincide con N (principio de induccion).

En lugar de usar subconjuntos, € principio de induccion puede formularse con propiedades
diciendo que toda propiedad de los nimeros valida para 0 y que, siendo vdida para n, lo es también
paran+1, es verdadera para todos los niUmeros natural es.

Formalizacion a partir de la idea de clases de equivalencia (cardinal)

En este caso nos basamos en la idea de que dos conjuntos de objetos que tienen @ mismo
cadina son “equivdentes’ y todos los conjuntos equivaentes forman una misma clase de
conjuntos. conjuntos vacios, conjuntos con 1, 2, 3, eementos.... Puesto que @ conjunto de
estas clases esti naturd mente ordenado, proporciona una posible definicion de N.

Proposicion: Sea F d conjunto de todos los conjuntos finitos. F = {A, B, C, ...}. El conjunto (N)
formado por todas las clases de equivaencia producido en F por larelacion de coordinabilidad, o sea,
el conjunto de todas las clases de equivaencia, es un conjunto naturalmente ordenado.

N ={[A], [B], [C], ...}

Larelacion de orden se define de la siguiente manera,

Definicion: Dadas dos clases, [A], [B] diremos [A] £ [B] s existe una correspondencia entre dos
representantes A y B de dichas clases que sea inyectiva. Esto ocurre cuando el cardina de la primera
clase es menor que & de la segunda.

Proposicion 3: Larelacion binaria £ definida entre |as clases es una relacion de orden total en N por

cumplir las propiedades reflexiva, antismétrica y trangitiva. Esta relacion binaria es una relacion de

orden total:

- Reflexiva, Card(A) £ Card (A), pueslaaplicacion identidad es inyectiva.

- Antismétrica

- Trangtiva

- Conexa Dados dos naturales a, b, ocurre que eEb 6 bEa. Basta colocar como conjunto inicia €
gue tiene menos el ementos.

- Es una buena ordenacion: Cuaquier subconjunto tiene primer elemento; cada elemento tiene su
siguiente y no hay ninglin nimero intermedio entre ambos.

Convenio de representacion de las clases de equivalencia:

La clase vacia A se representa por la notacion 0, la clase unitaria por 1, la clase binaria por 2, etc. En
la préactica e conjunto de clases de equivalencia N = {[A], [B], [C], ....} se sustituye por € sistema de
simbolos {0, 1, 2, 3.,.. }. Cada simbolo representa a una clase de equivaenciay es también llamado €
cardinal o nimero de elementos de cada conjunto de la clase.

Conjuntos ordenados y numero ordinal

Ordenar un conjunto A es ponerlo en biyeccidon con una parte del conjunto ordenado de N, pero
atribuyendo a cada elemento de A un nimero fijo de N, que se llama su nimero ordinal, o nimero de
orden.
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Asi d demento a que atribuimos & nimero 1 le [lamamos primero (1°), a que atribuimos 2, le
[lamamos segundo (2°), etc. a que atribuimos € nimero mayor de todo € subconjunto N le llamamos
ultimo; a anterior, pendltimo; a anterior a éste, antepenultimo. Por tanto, € nimero que forma pargja
con un elemento determinado del conjunto A es @ numero ordina de dicho elemento. Aqui, a
diferencia de lo que ocurria en la operacion de contar, es esencial la forma de efectuar los
gpareamientos, es decir, e orden en que se van tomando los elementos del conjunto A. A cada
gpareamiento |le corresponde una ordenacion del conjunto.

Definicion algebraica de la ordenacion de nimeros naturales

Una poshilidad es definir la relacion de orden en los nimeros naturdes a partir de las
operaciones.

Dados dos numeros naturales a y b, a es menor que b, aEb, s existe otro nimero natura d tal que a +
d = b. Estarelacion binaria definida en N cumple las propiedades:

- Es unarédacion de orden total, es decir que s se toman dos nimeros cualesguiera siempre se
puede decir cud de ellos es mayor.

- Reflexiva, es decir, paratodo natura, n, n £ n;

- Antismétrica, es decir, para dos naturales n y p, S setieneque n £ p y que p £ n, entonces
necesariamente n = p.

- Trangdtiva es decir, para tres naturadles n, py (, S setieneque n £ p y que p £ g, entonces
necesariamente n £ q.

Esta relacion de orden es compatible con las operaciones de sumar y multiplicar en N. Esto quiere
decir que,

- S se suma un mismo nimero a los dos miembros de una desigualdd, no cambia € sentido de la
desigualdad.

- S samultiplican los dos miembros de una desigualdad por un mismo ndmero natura, no cambia

€l sentido de la desigualdad.

3. TIPOS DE SISTEMAS DE NUMERACION Y ASPECTOS HISTORICOS*

3.1. Situaciones introductorias

Stuacion A

Un extraterrestre llega a la Tierra. Viene de una gdaxia lgana y su misién es contactar
con los terricolas e intercambiar informacion. Una vez superadas las dificultades de idioma €
extraterrestre se interesa, entre otras muchas cosas, por d sstema de numeracion escrito que
s usa en la Tierra Los hombres de la Nasa (naturamente € extraterrestre va a parar a los
Edados Unidos) s lo explican y @ comenta "Ah! Es d mismo ssema que utilizamos
NOSOLros, pero NOsotros usamos solamente cuatro simbolos, € del cero (), d del uno
(%), e del dos(” )y d dd tres( T)". ¢Como escribe € extraterrestre e nimero 9?

Stuacion B
El Parlamento Europeo, después de varios asesoramientos cientificos, decide cambiar €
nimero de simbolos de nuestro sistema de numeracion escrito. Las opciones que se bargjan

4 Lamayor parte de lainformacién contenida en esta secci6n sobre aspectos histéricos de | os sistemas de
numeracion y lasilustraciones proceden de Ifrah (1985) libro cuyalectura se recomienda.
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como meores son la de utilizar solo seis simbolos (0, 1, 2, 3, 4, 5) o la de utilizar doce
simbolos (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, a, b). Mientras d Parlamento discute nosotros vamos a
ecribir los primeros 25 nlmeros en esos Nuevos Sistemas.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Stuacion C

En d primer cuadro de la hoja adjunta tienes que agrupar las edtrellas de 4 en 4.
Después agruparas los grupos de 4 nuevamente de 4 en 4. Se sigue € proceso mientras sea
posible continuarlo y, una vez findizado, se escribe en las casllas Stuadas encima del cuadro
(empezando por la derecha) d nimero de estrellas que ha quedado sin agrupar de 4 en 4, en la
casilla siguiente, € nimero de grupos de 4 que no se han podido agrupar de 4 en 4, hasta
llegar a escribir € nimero de las Ultimas agrupaciones redizadas.

En los demés cuadros se rediza € mismo proceso pero agrupando de 6 en 6, de 10 en 10
y de 12 en 12, respectivamente.

Hoja de datos parala situacion C

XX X XX XXX X XX XX XX X XX XXX X XX XX
X XXX X X X X X X X XXX X X X X X X
X X X X XX XX X X X X XX XX
X X X XX X X X XX X X X X XX X X X XX X
XX XX X XXX XX X XX XX XX X XXX XX X XX
X XXX X X X X X XX X XXX X X X X X XX
XX X X X X X X XX X X X X X X
X X X X X XX X X XX X X X XX XX X X XX
X X XX X X X X X X X X XX X X X X X X

I I

XX X XX XXX X XX X XX X XX XXX X XX X

X X

X XXX X X X X X X XXX X X X X X

X X

X X X X XX X X X X X X X

X X X

X X X XX X X X X X X X XX X X X

X X XX X

XX XX X XXX XX X XX XX X XXX XX X
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3.2. Necesidad de aumentar e tamario de las colecciones de objetos numéricos
La aparicion en € Nedlitico de sociedades estatadles y dd entramado adminigtrativo que
una sociedad de este tipo conlleva plantea la necesidad de:
obtener € cardind de colecciones formadas por muchos objetos (colecciones muy
NUMErosas).
recordar |os cardinales correspondientes a muchas colecciones.

La contabilidad de un Estado exige la representacion de nimeros grandes y d
amacenamiento de esos niimeros de forma que sean facilmente locaizables. Pero eso supone:

la invencion de muchas padabras numéricas o la utilizacion de muchos objetos numéricos

pararepresentar grandes nimeros.

la busqueda de sstemas de representacion de los nimeros que permitan a receptor del
mensgje entenderlo con rapidez.

la blsqueda de sstemas de representacion de los nimeros que permitan guardarlos en
memoria de forma duradera, accesible y ocupando poco espacio.

Paa resolver edtas exigencias, las diferentes sociedades han creado sstemas de
numeracion compuestos por un pequefio nimero de signos que combinados adecuadamente
segln ciertas reglas Srven para efectuar todo tipo de recuentos y representar todos los
nUmeros hecesarios a esas sociedades. Para ello se han basado en dos principios:

los sgnos no representan sAlo unidades sino también grupos de unidades. A cada uno de
e30s grupos de unidades se le llama unidad de orden superior. Al nimero de unidades que
congtituye cada unidad de orden superior se le llamabase dd sistema de numeracion.

cudquier nUmero se representa mediante combinaciones de los signos definidos en €
sstemade numeracion.

3.3. Algunos g emplos de sistemas de numeracion escritos

Vamos a referirnos ahora a diversos sstemas de numeracion escritos, todos d€los de base
10, pero que han sido construidos a partir de principios diferentes.

a) Sstema jeroglifico egipcio

Se basa en la definicién de simbolos parala unidad, diez y |as potencias de diez.
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1
10

100 Qg
oo 9 [°
!

10 000
100000 S

1000000 § & j Fig

A partir de ahi los nimeros se representan repitiendo esos simbol os todas las veces que
hegafdta. Por gemplo, € nlimero 243688 se representaria de la siguiente manera:

%
B

I-'!-"l"‘l.'! IHII'EEI I'ﬂ,,ﬂ 100
Ny N WUIHH @ @@ pinn 1100

200 000 3000 800

40000 600 8
243 688

b) Sstema chino
En d dgema chino no s0lo se tienen simbolos para la unidad, diez y las potencias de
diez sno para todos |os nimeros intermedios entre uno y diez

“““Ei#%ﬂﬂ+ﬁ$§

! 2 10 000

De esta manera se evitan repeticiones fagtidiosas pues los nimeros que preceden a las
potencias de la base indican cuantas veces deben repetirse éstas. Por gemplo, € nimero
79564 se escribiria

Lt AT EE

ql wan jiu gian wa bai liu shi s

7-0W~9-|000o5.100 +8 210+ 4

79 564

aunqgue hay que tener en cuenta que los chinos escriben de arriba hacia abgjo.

Ede ddema incorpora un principio de tipo multiplicaivo, es decir, d nimero
representado ya no es la suma de los valores de los signos que lo componen, Sno una mezcla
de sumasy productos.
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Ejercicios
2. Escribe en € dstema egipcio, romano y chino e nimero 1386.
3 ¢Cud es e menor nimero que se escribe con 25 simbol os en sistema egipcio?

4. Imagina que en un nuevo lenguge, los primeros nimeros son:  Sis, boom, bah, tra, la, y después de
contar un buen rato, la serie de nimeros contindiac  Hip, hoo, rah, fo, fum. Completa las operaciones
sguientes:

a. Hoo +hah=

b. Fo-boom=

c. Fum-hip=

¢) Sstema hindu
En € norte de la Indiay desde € dglo Il a C., exigié un sstema de numeracion ecrito
cuyos primeros simbol os eran los sguientes.

N33 5 F £ 759

Pero ademés este S sterna también tenia simbol os especificos para los nimeros

10 20 30 40 50 60 70 80 90
100 200 300 400 500 600 700 800 900
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000

y paa escribir, por gemplo, € nimero 5436 se escribia € simbolo que representaba a
nimero “5000” seguido del que representaba a “400”, € de “30" y, por dltimo, € dd “6”. Se
trataba por tanto de un sstema de tipo aditivo.

Por otro lado, para redizar las operaciones congtruian una tabla de cacular dibujando
rayas verticdes sobre la arena de manera que las fichas, segin en qué caslla se Stuasen,
sgnificaban unidades, decenas, centenas, etc. S colocaban tres fichas en la caslla més a la
derecha dgnificaba tres unidades. S las colocaban en la cadlla Sguiente Sgnificaban tres
decenas. Pero en adgin momento se les ocurrid dibujar las nueve primeras cifras en las
casllas en lugar de utilizar fichas. Ad, por gemplo, d nimero 7629 lo representaban de la

17141319

Como consecuencia los simbolos que representaban los nimeros del 1 d 9, se utilizaron
regularmente en los caculos mientras que los que representaban decenas, centenas, etc. N0 se
utilizaban porque eso venia indicado por la casilla en que se encontraba la cifra (A los signos
del 1 d 9 s les sude llamar cifras o digitos). Aparece asi una notacion posiciond en la que d
ggnificado de la cifra se complementa con la posicion que ocupa La cifra Stuada en la cadlla
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de la derecha dd nimero anterior significa 9 mientras que Stuada en la sguiente caslla
dgnificaria 90 y en la dguiente 900. Naturdmente, cuando fdtaba una unidad de un orden
determinado se dgjaba la casilla correspondiente vacia

Podria pensarse que @ paso de este tipo de notacion a una en que se eiminasen las barras
verticdes es inmediato. Sin embargo, este paso no s dio hasta varios siglos después pues
exige definir un signo para d cero y esto es ago que muy pocas culturas han hecho. La razén
es dificilmente inteligible para nosotros, acostumbrados desde nifios a la existencia dd sgno
0, pero tenemos que comprender lo artificioso que resulta crear un simbolo para indicar €
vacio, la nada, la no exigtencia de dgo. S dgo no existe no hace fdta gpuntarlo. El vacio se
indica mostrandolo, no rellendndolo con un signo. La idea de inventar un sgno para indicar la
no existencia de unidades o la exisencia de un lugar vacio es una idea sorprendente y se les
ocurrié, por fin, a los mateméicos hindles a principios dd siglo VI d. C., lo que les permitio
prescindir de las barras verticales a la hora de representar 1os nimeros. A partir de entonces
un nimero, por gemplo & 9100 se represent? asi:

9\00

Cuando los &abes conquistaron € norte de la India conocieron este sistema de
numeracion y a darse cuenta de lo mucho que facilitaba los cdculos lo aoptaron. Las cifras
gue vienen a continuacion corresponden ala grafia habitual en d Cdifato de Bagdad.

T3 3 g) g f 7 6 9 o
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

Nuestro sstema de numeracion escrito es, por tanto, una invencién hindd que,
posteriormente, fue asumida por los &abes, los cudes la difundieron por todo su imperio. Los
contactos comercides y culturales de Europa con € mundo érabe propiciaron la difuson de
ede ssema en la Europa occidenta donde entr6 en competencia con d sSgema de
numeracion romano. Lentamente fue ganando adeptos hasta que a findes dd sglo XVIII
guedo definitivamente implantado.

3.4. Tiposde sistemas de numeracion

Los gemplos anteriores nos muestran la exisencia de diferentes tipos de sstema de
numeracion que ahora vamos a definir con més precison.

a) Sstema aditivo regular

En este sstema se definen simbolos para la unidad, la base y las potencias de la base. El
nimero representado se obtiene sumando los valores de los signos que componen su
representacion. El sstema egipcio es un gemplo de sisema aditivo regular de base 10.

b) Sstema multiplicativo regular

En @ se definen simbolos para la unidad, la base, las potencias de la base y todos los
nimeros comprendidos entre la unidad y la base. El nimero representado se obtiene
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multiplicando cada potencia de la base por € vaor de simbolo que le precede y sumando los
resultados junto con las unidades. Un gemplo de este tipo de Sstemas es d sstema chino de
numeracion que es un sstema multiplicativo regular de base 10.

¢) Sstema posicional regular

En este sstema se definen simbolos para la unidad y los nimeros comprendidos entre la
unidad y la base. También se define un simbolo, € cero, para indicar la no exigencia de
unidades. En cambio, no se definen simbolos especificos para la base ni para las potencias de
la base, representéndose éstas por medio de combinaciones de los simbolos de la unidad y del
cero. En estas condiciones, cada uno de los signos que componen la representacion del
nimero, dependiendo del lugar que ocupa, hace referencia a las unidades 0 a una determinada
potencia de la base. El niUmero representado se obtiene de la misma manera que en un sstema
multiplicativo. Nuestro ssema de numeracion escrito es un gemplo de sstema posciond
decimdl.

Reglas de |os sistemas de numer acion posicionales

Las reglas de los Sstema de numeracion posiciond es ordenados se pueden sintetizar de la
Sguiente manera

1. Elegido un nimero b >1 como base dd sstema de numeracion, se utilizan b simbolos,
llamados cifras o guarismos (0, 1, 2, ..., b1) que representan & cero y los primeros
nameros naturales.

2. Cada b unidades smples (o0 de ler orden) forman una unidad de 2° orden, y se escribe a

laizquierda de las unidades de 1er orden. (Principio del valor relativo de las cifras)

Se continba e proceso como en 2)

Cuando no hay unidades de un orden (carencia de unidades) se expresa mediante un O

en laposicion correspondiente.

5. Labase b se representa por 10y, (es la unidad de 2° orden); la unidad de tercer orden, 13
Se expresara como 100, .

~w

Teorema fundamental: Existencia y unicidad de la expreson de un nimero n en base
cudquierab

Dado un nimero natural b (que se Ilama base del sistema de numeracion), todo nimero
natural nl N se puede expresar de manera Unica mediante el siguiente polinomio:

n= g+ rdt + 1 b+ L+ r3b?+ b+ 1g
dondery, ry, ..., rk, Ck, SON NUMeros naturales menores que b.

3.5. Cambios de base en los sistemas de numer acion

Para comprender las reglas de los sstemas de numeracion posicionaes ordenados, entre
los que = encuentra € Sstema decimd de numeracion habitudmente usado, es conveniente
redizar y andizar las tareas de paso dd sstema de numeracion base 10 a otras bases digtintas,
tanto menores que 10, cCOMO Mayores, y viceversa

Paso de la escritura en base 10 de un nimero n ala base b

187




E. Cid, J. D. Godinoy C. Batanero

En primer lugar habra que determinar |a cifra de las unidades (o0 de primer orden), para lo
cud habra que dividir n entre b; € resto sera la cifra de la unidades de la nueva expresion.
Para hdlar la cifra a colocar en la poscion de segundo orden se divide & primer cociente
obtenido por b y setomad resto; y asi sucesivamente.

Ejemplo: El nimero 23541, expresado en base 5 sera

14205 235 Y5
3B 47 Y
@ @) 9

VB
@ O

Paso de la escritura de un nimero n en base b a base 10

Basta expresar la escritura de n en forma polindbmica (en forma de potencias de la base b)
y redizar las operaciones indicadas en base 10; d resultado sera la escritura en de n en base
10.

Ejemplo: El nimero 20345 sera el 26910 yaque,
2034(s = 2.5° + 0.5? +3.5 + 4 = 269 (haciendo las operaciones en base 10)

El paso de la escritura de un nimero de base b a base Iy se puede redizar pasando €
nimero dado en base by a base 10 y después dicho nimero en base 10 a base b, por € méodo
explicado anteriormente.

Ejercicios

5. Efectta los cambios de base siguientes: 3415 (de base 10 a base 3); 999 (de base 10 a base 7);
25842 (de base 10 a base 12); 1001110 (de base 2 a base 10); ABC6 (de base 13 a base 10); 33421 (de
base 5 a base 3); 34250 (de base 6 a base 4) y 102102 (debase 3 abase 7).

6. Escribelas cifras del nimero siguiente en base 3:
1+3+3F+3+3

Expresa el nimero anterior en base 9

7. Escribe en base 5 las cifras del siguiente nimero
5x(6x(Bbx(B+4)+3)+2)+1 ;xdgnificad signo de multiplicar.

8. En base 16 (hexadecimal) los digitos usados son 0 hasta9 y lasletras A, B, C, D, E, F paralos
nimeros del diez hasta el quince.

a) Convierte B6 a base 10;

b) Convierte B6;s abase 2;

c) Explica como se puede pasar B6;s a base 2 directamente, esto es, sin pasarlo primero a base 10.

3.6. Caracteristicas de nuestros actuales sistemas de numeracion escritoy oral
a) Sstema de numeracion escrito

Como ya hemos dicho antes es un sisema posiciona regular de base 10. Los simbolos
que sedefinenson: 0,1, 2,3, 4,5,6,7,8y 9.
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b) Sstema de numeracion oral

Es un ssema multiplicativo y de base 10 pero con irregularidades. Es un dstema
multiplicativo porque define simbolos no sdlo para los nimeros anteriores a la base sno
también para la base y sus potencias. El nimero 3400 no lo leemos como "tres cuatro @ro
cero’ sno como "tres mil cuatrocientos', es decir, hacemos referencia a las potencias de la
base"mil" y "den” 0 "dento’”.

Lasirregularidades dependen ddl idiomay en castellano son las Sguientes:

Once, doce, trece, catorce y quince. En un dstema regular se diria dieciuno, diecidos,
diecitrés, diecicuatro y diecicinco.

Vente, treinta, cuarenta, cincuenta, sesenta, setenta, ochenta, noventa En un Sstema
regular se diria: dos dieces (o0 dos decenas), tres dieses, cuatro dieses, etc.

Quinientos en lugar de cinco cientos

Algunas de las potencias de diez no tienen un simbolo especifico, sno un simbolo
compuesto por los correspondientes a otras potencias. Asi, por gemplo, la potencia 10* no
tiene un simbolo propio como le corresponderia en un sSstema regular, sino un simbolo
compuesto; diez mil. Lo mismo sucede con otras potencias de la base (10° se dice cien
mil, 10" se dice diez millones, 10° se dice cien millones, etc. ), lo que hace que las
potencias mil (10%) y millén (10°) se conviertan en bases auxiliares.

La padbra 'hillon' tiene un sgnificado ambi%uo. En Espafia y otros paises de origen laino
quiere decir 'un millén de millones (10*), mientras que en los paises de tradicion
anglosgiona la palabra equivaente significa'mil millones (10°).

c) Sistema de numeracion oral ordinal

Se usa para nombrar a los ordindes, aun cuando también puede usarse para €lo d
sistema ord habitua. ES un sistema de numeracion de base 10 en d que se definen simbolos
para la unidad y los demés nimeros anteriores a la base, para la base y sus potencias, y
también para los nueve primeros multiplos de la base y dd cuadrado de la base. Un nimero
viene dado por la suma de los vaores de los Signos que lo representan; es por tanto un sstema
de tipo aditivo, pero con una sobresbundancia de términos. En muchas de las padaoras que
nombran a los diferentes multiplos de la base 0 de la base d cuadrado se hace patente un
criterio de tipo multiplicativo. Por gemplo, € término 'octingentésmo’ se relaciona con los
términos 'ocho' y ‘centésmo’.

Los simbolos de este sstema de numeracidn son los siguientes. primero, Segundo,
tercero, cuarto, quinto, sexto, séptimo, octavo, noveno, décimo, undécimo (o décimo
primero), duodécimo (o décimo segundo), vigésmo (20), triggsmo (30), cuadragésimo (40),
quincuagésimo (50), sexagésmo (60), septuagésimo (70), octogésimo (80), nonagésmo (90),
centesmo  (100), ducentésmo (200), tricentéesmo (300), cuadringentésmo  (400),
quingentésmo (500), sexcentésmo (600), septingentésmo  (700), octingentésmo  (800),
noningentésmo (900), milésmo (1000), millonésmo (1.000.000). Segin esto d ordind 783
se diria septingentésmo octogésimo tercero. Hoy en dia, bagtantes de estos términos han
caido en desuso.

Ejercicios

9.Utiliza nuestro sistema de numeracién oral para expresar € nimero:
754.120.004.002000.000.000
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10. Utiliza nuestro sistema posiciona de numeracion escrita para representar € nimero siete
trillones, setenta mil siete billones, sete millones, setentay sete. 2.

11. Expresa mediante nuestro sistema ora ordina los nimeros 11, 14, 27, 53, 99, 135, 366, 584 y
1336.

12. ¢Cuéntos nimeros capiclias hay comprendidos entre 1y 10007?

A continuacion vamos a describir otros sstemas de numeracion, lo que nos permitira ver
cémo diferentes culturas han resuelto & problema de representar |os nimeros.

3.7. Sistemas de numer acién orales. g emplos

En lalengua Api de las Nuevas Hebridas representan los 24 primeros nimeros partiendo

de 5 pddbras ta, lua tolu, var, luna (que dgnifica literdmente "la mano") que equivden a
nuestras palabras. uno, dos, tres, cuatro y cinco. A partir de ahi los nimeros siguientes los
nombran combinando esas palabras. para 6 se dice: otai (literdmente ‘e nuevo uno’)

para 7 se dice olua (literdmente ' nuevo dos)

para 8 s dice: otolu (literamente 'd nuevo tres)

para9 se dice: ovari (literamente 'd nuevo cuatro’)

para 10 se dice: luauna (literamente 'las dos manos)

paa 11 se dice luduna i ta (literdmente ‘dos manos y uno) para 15 se dice toluluna

(literdmente ‘tres manos)

paa 16 s dice toluluna i ta (literdmente ‘tres manos y uno) para 20 s dice variluna

(literdmente 'cuatro manos)

para24 s dice varilunai vari (literdmente ‘cuatro manosy cuatro’)

Se trata de un sistema de base cinco, pues los nimeros se expresan indicando los grupos
de cinco que los componen y € resto que queda.

En euskera las pdabras que se utilizan para nombrar los diez primeros nimeros son las
dguientes. bat (uno), bi (dos), hiru (tres), lau (cuatro), bost (cinco), s& (sas), zazpi (Sete),
zortzi (ocho), bederatzi (nueve), hamar (diez). A partir de ahi, congtruyen las paabras
nuMéricas como sgue;

once s dice: hamaka

doce sedice: hamabi (literamente 'diez y dos)

trece se dice: hamahiru (literalmente 'diez y tres)

catorce se dice: hamaau (literdmente 'diez y cuatro’)

quince se dice hamabost (literdmente 'diez y cinco’)
diecisds se dice: hamasel

diecisete se dice: hamazazpi

dieciocho s dice hemezortzi (no sgue la regla, pero actudmente se admite también
'hamazortz )

diecinueve se dice: hemeretzi ( no Sguelaregla)
veinte se dice hoge

treinta se dice: hogatamar (literdmente 'veinte y diez')
cuarenta se dice: berrogel (no sigue laregla)

cincuenta se dice: berrogeitamar (literamente ‘cuarentay diez)
sesentase dice: hiruroge (literd mente 'tres veintes)

stenta se dice: hirurogeitamar (literalmente ‘tres veintesy diez)
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ochentase dice: laroge (literamente ‘cuatro veintes')
noventa se dice: larogeitamar (literdmente 'cuatro veintesy diez)
cien sedice: ehun.

Se trata de un sstema de base 20 con una base auxiliar 10. En d sstema de numeracion
ord francés también se conservan vedtigios de una base 20. Se dice, por gemplo: 'quatre-
vingts (cuatro veintes) para indicar ‘ochenta y 'quatre-vingts-dix' (cuatro veintes diez) para
indicar 'noventa .

3.8. Sistemas de numer acién basados en colecciones de objetos: g emplos

a) Muescas. La utilizacion de muescas para llevar una cuenta eta documentada desde la
Prehistoria.

]
Es
g
i
g

Entre los huesos prehistdricos con muescas existen dgunos (como € reflgado en d
dibujo siguiente) en los que las muescas han Sdo representadas en grupos de cinco. Es uno de
los primeras g emplos de agrupacion parafacilitar lalectura del nimero.

b) Objetos ensartados en hilos: collares

En agunas regiones de Africa occidental los pastores contaban sus rebafios haciendo
dedfilar a los animaes uno detrés de otro. Cuando pasaba € primero ensartaban una concha
en una tira blanca, otra cuando pasaba € segundo y asi sucesivamente. Al llegar d décimo
animd deshacian d collar y ensartaban una concha en una tira azul que asocidban a las
decenas. Después ensartaban de nuevo conchas en la tira blanca hada llegar d vigésmo
anima y entonces ensartaban una segunda concha en la tira azul. Cuando habia ya diez
conchas en la tira azul deshacian € collar de las decenas y ensartaban una concha en una tira
roja reservada para las centenas. Y asi sucesivamente hasta que se acababa € recuento de los
animaes. Al llegar a los doscientos cincuenta y ocho animaes, por gemplo, habria dos
conchas en la tira roja, cinco en la azul y ocho en la blanca. La base de este ssema es la
decena.

c) Objetos ensartados en varillas: dbacos

El gemplo que proponemos es & de un &aco que s ha
utilizado para contar y cacular incluso después de la segunda guerra
mundia (&baco japonés).

La vailla dtuada a la derecha indica centéamas, la segunda
vailla décimas, la tercera unidades, la cuarta decenas, la quinta
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centenas, etc. En la varilla de las unidades cada una de las cuatro bolas de la parte de
abgo indica una unidad, pero la bola Stuada en la parte de arriba indica cinco unidades. De
esa manera € nimero Sete se representard moviendo la bola superior y dos bolas inferiores
hacia € ge centrd. En la varilla de las decenas la bola superior indica cincuenta y cada una de
las bolas inferiores diez y asi sucesvamente. Se trata pues de un sstema de base diez con una
base auxiliar cinco.

Ejercicios

13. Expresalos nimeros 457 y 17089 mediante:
- un &baco japonés
- € sistema de numeracion romano
- dstema de numeracion egipcio
- dstema de numeracion chino

14. Supongamos que cuentas usando manos y dedos. ¢COmo representarias e nimero 12?

d) Nudos

Los incas representaban nimeros y contaban haciendo nudos en una cuerda. Segin la
posicién en que estaban Situados los nudos indicaban unidades, decenas, centenas, millares,
etc. A edtas cuerdas se les |lamaba quipus.

MILES 3000

CENTENAS 600

CUERDAS
VERDES °*

DECENAS 40

UNIDADES

3643

El dibujo de la derecha representa una contabilidad de ganado bovino (cuerdas blancas y
ganado ovino (cuerdas verdes). Las cuerdas blancas de derecha a izquierda representan €
nimero de toros, vacas lecheras y vacas edtériles. Las cuerdas verdes indican nimero de
borregos, corderos, cabras, etc. Las cuerdas que enlazan a las otras indican las sumas de las
cantidades representadas en las cuerdas enlazadas.

€) Objetos sueltos: valor definido por la posicion

Exigen dgemas de numeracion basados en guijaros o fichas en los que € vaor
numérico de los objetos viene dado por la posicion que ocupan en un tablero distribuido en
casllas. Ad, seglin que € guijarro o ficha eté Stuado en una u otra cadlla sgnificard una
unidad, una decena, una centena, etc. Edtas tablas de fichas se utilizaron en Europa para
efectuar clculos hastad siglo XVIII.

f) Objetos sueltos: valor definido por alguna caracteristica del objeto
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Los sumerios utilizaban pequefios objetos de arcilla para contar y representar los
numeros. El valor numérico de cada objeto venia dado por su forma de la siguiente manera:
1 = cono pequeiio; 10 = bola pequefia; 60 = cono grande; 600 = cono grande perforado; 3600
= bola grande; 36000 bola grande perforada.

Se trataba de un sistema de numeracion de base 60 (3600 = 60%) con una base auxiliar 10
(600 = 10 x 60, 36000 = 10 x 60°).

Para garantizar € pago de una deuda, por gemplo, € conjunto de objetos que
representaba € valor numérico de la deuda se encerraba en  una esfera hueca sobre la que se
imprimian los sdllos dd acreedor, @ deudor y @ notario. Este Ultimo guardaba la efera vy,
posteriormente, en € momento de sddar la deuda, la abria y las partes implicadas se
aseguraban de que & pago estaba conforme.

3.9. Sistemas de numeracion basados en partes del cuerpo humano: € origen de algunas
bases

Se cree que la mayor parte de los Sstemas de numeracion tienen su origen en otros més
primitivos basados en la utilizacion de didintas pates dd cuerpo humano como objetos
numéricos. Las bases més utilizadas. 5, 10, 12, 20, 60 pueden explicarse como un intento de
aumentar |a capacidad contable de |os dedos.

a) Base cinco

S utilizamos los dedos de la mano derecha para contar unidades hasta cinco y por cada
cinco unidades levantamos un dedo de la mano izquierda estaremos en un sSsema de
numeracion de base cinco. Cada cinco unidades dan lugar a una unidad de orden superior, los
dedos de la mano izquierda, y toda la mano izquierda representard una unidad de segundo
orden compuesta de 25 unidades.

b) Base diez
Aparece d utilizar los dedos de las dos manos para contar unidades. Un hombre
representaria una unidad de orden superior, la decena.

c) Base veinte
Aparece d utilizar los dedos de las dos manos y de los dos pies para contar unidades. Un
hombre representaria la unidad de orden superior que en este caso seria una veintena.

d) Base doce

Se explica 9 s utiliza € dedo pulgar de la mano derecha para contar las faanges de los
otros dedos de la misma mano. Tenemos asi doce falanges en la mano derecha. S ademas por
cada doce unidades sefidamos una faange de la mano izquierda tendremos una unidad de
pri gner orden, la docena, y las dos manos representaran una unidad de segundo orden (144 =
129).

€) Base sesenta

Aparece como una combinacion de cinco y doce s contamos faanges con la mano
derechay por cada docena levantamos un dedo de lamano izquierda. Las dos manos
representan entonces una “ sesentend’ .
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Ejercicios

15. El uso de la base 10 en & sistema de numeracién indoardbigo se puede suponer que se debe a que
tenemos 10 dedos entre ambas manos. Supongamos que entre los marcianos ocurrié |0 mismo, esto es,
usaron un sistema de numeracion basado en el nimero de dedos de sus manos. ¢Cuantos dedos tenian
los marcianos en sus manos s sabemos que en dicho planeta @ nimero diecisiete se escribia 217?.

16. Construye un sistema aditivo de base 12 y utilizalo para expresar 1os nUmeros 1245674, 23478 y
100.

17. Construye un sistema aditivo de base 20 y utilizalo para representar los nimeros del gercicio
anterior.

18. En la siguiente tabla escribimos los nimeros del 0 a 35 en base 6. Describe todos los patrones
numéricos que puedes encontrar:

0O 1 2 3 4 5
10 11 12 14 14 15
20 21 22 24 24 25
30 31 32 3B A FH
40 41 42 43 4 45
50 51 52 53 54 55

3.10. Otros gjemplos historicos de sistemas de numer acion escritos

La necesdad de amacenar informacion numérica propia de las sociedades edtataes
propicia la gparicion de los dstemas escritos de numeracion. Etos nUmeros escritos se
conservan bien, ocupan poco lugar y su dmacenamiento se organiza con facilidad; tienen, por
tanto, ventgas frente a las representaciones numéicas ordes 0 mediante objetos. A
continuacién vamos aver agun gemplo més:

a) Los sumerios empezaron a desarrollar una contabilidad escrita a partir del 3200 aC.
consgente en dibujar en tablillas de arcilla las figuritas de barro que utilizaban para indicar
los nimeros. En la figura de una “factura’ sumeria descubierta en Uuk (hacia & 2850 antes
de J.C.) se observa d dibujo de las esferas y conos de barro que se utilizaban para representar
los nimeros. Aparecen también unos dibujos que representan sacos, dibujos de espigas que
indican ditintos tipos de cered y unos diby os de patos que representan aves en generdl.

b) Los mateméticos y astronomos de Babilonia fueron los primeros en condruir un sstema de
numeracion ecrito en d que se utilizaba en pate un criterio podciond. Para escribir los
ndimeros utilizaban slo dos signos. un ‘davo’ verticd 1 que indicaba la unidad y una 'espiga
< que indicaba la decena. Los nimeros de 1 a 59 se representaban de manera aditiva
repitiendo esos Signos las veces que hicierafdta. Asi, por gemplo, 19 y 58 se escribian:

1171 _ ««<<C 777
< 17717 (lespiga+9clavos) << 717171 (5espigas+ 8clavos)
T1T71 T7T

Pero a patir de 59 la escritura era posicional, es decir,  nimero 69, por gemplo, no se
escribia
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«<<C 777 TT7
««<«C 777 9n0 Y171
177 TYYT
60 9 1- 9
ASi pues, una ecritura como:
««<«C T 77T
< TT1T7T «< <717
T7
4 8 20 12

correspondia a ndmero 48 x 607 + 20 x 60 + 12 = 174.012. Nos encontramos ante un sistema
posiciond de base 60 donde los sgnos que indican cuantas unidades o diferentes potencias de
la base tiene € nimero condituyen un sstema aditivo de base 10. Este sstema tenia muchos
inconvenientes porque la fata de un cero y la mezcla de sstema posiciona con aditivo cresba
muchas ambigliedades en la escritura de los nimeros. Por gemplo, ‘clavo’ nunca se sabia
bien s indicaba una unidad, 60 unidades o cudquier otra potencia de la base; dos ‘clavos
tanto podian representar dos unidades como € nimero 61, etc.

La astronomia Babilonia nos ha transmitido su manera de representar los nimeros en
agunos ambitos muy relacionados con la astronomia, como la medida dd tiempo en horas,
minutos y segundos y la de la amplitud de angulos en grados, minutos y segundos. Cuando
decimos que un intervalo de tiempo es de 3h 23m 55s estamos utilizando un Sstema de
numeracion posiciona de base 60 (sexagesmd) ya que cada hora equivde a 60 minutos y
cada minuto a 60 segundos. La diferencia con € sSstema babilonio condste en que no
representamos las horas, minutos y segundos utilizando un Sstema aditivo de base 10, sno
utilizando nuestro sistema posiciond de base 10.

c) En Itdia antes de Imperio Romano existian pueblos de pastores que habian desarrollado
una cultura de muescas. Por cada cabeza de ganado que contaban grababan una muesca en un
palo o hueso. Para facilitar la lectura de las muescas empezaron a agruparlas de cinco en cinco
haciendo marcas separadoras que sintetizasen la informacidn numérica contenida en las
muesca.

Al llegar a la quinta muesca grababan un trazo oblicuo y en la décima dos trazos oblicuos
cruzados. Volvian a grabar d trazo oblicuo en la muesca nimero 15 y d aspa en la niUmero
20. Para fadlitar la lectura de nimeros mas grandes inventaron signos especificos para 50,
100, 500 y 1000.

| v X \'’2 X A /\@i

1 5 10 50 100 1 000

El sguiente avance se produce cuando esos pastores se dan cuenta de que no es necesario
grabar todas las muescas puesto que agunas de elas ya recogen toda la informacion anterior.
Es decir, cuando descubren que para expresar € namero LTV [TV THIX HIV 11 es suficiente
con escribir XXVII

L.os romanos heredaron estas marcas y acabaron por identificarlas con algunas letras.
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A~PB~b-B~D

500
Adi, d trazo oblicuo se identifico con la letra V, @ aspa con la X, la marca para 50 se
transform6 en una L, la de 100 en una C, y la de 500 y 1000 en una D y una M,
repectivamente. Ademas aladieron una Ultima modificacion d sSdema condgente en
introducir un principio sudractivo para acortar la escritura de ciertos nimeros. De acuerdo
con este principio escribian IV en vez de 11, IX en vez de VIIII, XL en ve de XXXX, c.
Estamos pues ante un sstema de tipo aditivo, aunque con irregularidades, de base 10 y con
una base auxiliar 5. Este sstematodavia lo usamos nosotros paraindicar ordinaesy fechas.

Actudmente para escribir en nUmeros romanos seguimos las Sguientes reglas de

ecritura

i) Lossimbolos | (uno), X (diez) , C (cien)y M (mil) sonlos ‘principaes y los simbolos V
(cinco), L (cincuenta) y D (quinientos) |os 'secundarios.

ii) Los simbolos principdes no se pueden repetir mas de tres veces y los secundarios no
pueden repetirse ninguna vez.

iii) Todo simbolo stuado a la derecha de uno de igud o mayor valor se suma. S un simbolo
principa esta Situado alaizquierda de un simbolo de mayor vaor se resta

iv)A laizquierda de un simbolo solo se puede poner como simbolo de menor vaor  simbolo
principal inmedistamente anterior.

V) Los millares, diezmillares, cienmillares, etc. de los nimeros mayores o igudes que 4.000
s escriben como § fueran unidades, decenas, centenas, etc., colocandoles una raya

horizontal por encima. Por g emplo, 583.459 se escribe, DLXXXIII CDLIX.

4. TALLER DE MATEMATICAS

1. En los siguientes gercicios, escribe todas las poshilidades utilizando un cddigo de escritura
adecuado y cuenta después cuantas son. Si sden muchos casos posibles encuentra agun
procedimiento que permita halar € nimero total sin tener que contar y describe como podrian
escribirse todos | os casos.

a) Digtribuye, de todas las maneras posible, 15 monedas de peseta en cuatro montones.

b) Ana, Marisa, Luis y Pedro quedan en una cafeteria. Llegan de uno en uno. Escribe las
posibilidades de orden de llegada de esas cuatro personas.

c) Escribe todos los nimeros de tres cifras que se pueden formar con los digitos 3, 4, 7, y 9.
¢Cuéntos son mayores de 700?

2. Averigua cuantos cuadrados se pueden trazar sobre la trama siguiente con la condicion de que los
vértices de cada cuadrado sean puntos de la trama:

* ok ok ok
* ok ok ok
* ok ok ok
* ok ok ok
* ok ok ok
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3. Congtruye un sistema multiplicativo de base 8 y utilizalo para expresar los nimeros 32768, 5400 y
89. Haz las transformaciones necesarias para convertirlo en un sistema posicional de base 8. Vuelve a
escribir los nimeros anteriores en e nuevo sistema.

4. Congtruye un sistema multiplicativo de base 5 y utilizalo para expresar los nUmeros del gercicio
anterior. Haz las transformaciones necesarias para convertirlo en un sistema posicional de base 5.
Vuelve a escribir 1os nimeros anteriores en € nuevo sistema.

5. En los siguientes gercicios suponemos que todos |os sistemas de numeracion son posicionaes. Lo
unico que puede variar es la base dd sistema.

¢En qué base debe escribirse e nimero 17 para que se conviertaen e 21?
¢En qué base debe escribirse € nimero 326 para que se conviertaen e 2301?
¢En qué sistema de numeracion se verifica que 55+43 = 1317?

¢En qué sistema de numeracion se verifica que 54 x 3 = 250?

coopw

6. Sshiendo que en un cierto sistema de numeracion se tiene que 36 + 45 = 103, calcula @ producto 36
x 45 en dicho sistema.

7. Hdlala base del sistema de numeracion en € que & nimero 554 representa el cuadrado de 24.

8. En los sistemas de numeracién de bases x y x +1, un nimero se representa por 435 y 326
respectivamente. Halla x y la expresion de dicho nimero en e sistema decimal.

9. Halla la base del sistema de numeracion en € que los nimeros 479, 698 y 907 estan en progresion
aritmética.

10. Un nimero de tres cifras en € sistema de base 7 tiene sus cifras invertidas en € sistema de base 9.
¢Cudl es ese nlimero? Exprésalo en base decimal.
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C: Conocimientos Didacticos

1. ORIENTACIONES CURRICULARES

El estudio de los dstemas numéricos, incluyendo su uso en las diversas situaciones de
la vida diaria, ha Sdo higtéricamente una parte esencid de la educacion matemética desde los
primeros niveles. ESt0 es asi porque todas las mateméticas que se estudian desde preescolar
hesta € bachillerao estdn cimentadas en los dstemas numéicos (naurdes, enteros,
raciondes y redes). Los principios que fundamentan la resolucion de ecuaciones son los
mismos que las propiedades edtructurdes de los ssemas numéicos. De igud modo las
medidas de magnitudes no son otra cosa que nimeros y los datos estadisticos son en la
mayoria de los casos informacion numerica contextuaizada. Eto explica que la comprenson
de los nimeros, de las operaciones aritméticas y la adquisicion de destrezas de calculo formen
e nideo de la ensefianza de las maematicas en la educacion infantil y primaia Los
estudiantes deberdn enriquecer progresvamente su comprension de los nimeros, esto implica
saber qué son los nimeros, como Se representan con objetos, simbolos numeéricos o sobre la
recta numérica, cOmo se relacionan unos con otros, € tipo de estructura que forman, y como
se usan los nimeros'y las operaciones para resolver problemas.

1.1. Disefio Curricular Basedel MEC

El Decreto dd MEC (BOE 26-6-91) por € que se establecen las ensefianzas minimas
dd &ea de maemdicas en la educacion primaria establece las sguientes indicaciones para €
bloque temético de "NUmeros y operaciones':

Conceptos.
1. NuUmeros naturaes
2. Sigtemas de numeracion decimal
Procedimientos
1. Utilizacidn de diferentes estrategias para contar de manera exactay aproximada
Actitudes
1. Curiosdad por indagar y explorar las regularidades y relaciones que agparecen en
conjuntos de nimeros.
2. Senghilidad e interés por las informaciones y mensges de naurdeza numérica
gpreciando la utilidad de los niUmeros en la vida cotidiana

Edas orientaciones curriculares fueron formuladas de manera mas explicita en d DCB
(Documento Curricular Base, MEC, 1989). Entre los objetivos generdes que hacen referencia
ad edudio de los "Numeros y operaciones’ se indica que, a findizar la Educacion Primaria,
como resultado de los aprendizgjes redizados en € area de Maemdticas, los dumnos habran
desarrollado la capacidad de:

1. Identificar en su vida cotidiana Stuaciones y problemas susceptibles de ser anaizados
con la ayuda de codigos y ddemas de numeracion, utilizando las propiedades y
caracteristicas de éstos para lograr una mgor comprenson de los mismos y encontrar
soluciones pertinentes.
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2. Utilizr su conocimiento de los principdes ssemas de numeracion (decimd,
romano...) para interpretar, vaorar y producir informaciones y mensges numéricos sobre
fendmenos conocidos.

En d desarollo dd blogue temético sobre "NUmeros y operaciones’ @ DCB incluye las
Sguientes orientaciones curriculares:

Hechos, conceptosy principios
1. NUmeros naturales.

* Necesdad y funciones. contar, medir, ordenar, expresar cantidades o0 particiones,
codificar informaciones, distinguir objetosy elementos, etc.

» Reaciones entre niUmeros (mayor que, menor que, igud a, diferente de, mayor o igud
gue, menor o igua que, aproximadamente igual) y simbolos para expresarlas.

2. Sigemas de numeracion: decima, romano, monetario, para medir angulos'y tiempo.
* Grafiadelos nimeros en | os distintos Sstemeas.
* Base, vaor de posicion y reglas de formacion de los nimeros en los diferentes sstemeas.
* NUmeros cardindlesy ordinales.
* Relaciones entre Sstemas de numeracion.
Procedimientos
1. Utilizacion de diferentes estrategias para contar de manera exacta'y aproximada.

2. Interpretecion de tablas numéricas y adfanuméricas (de operaciones, horarios, precios,
facturas, eic.) presentes en @ entorno habitual.

4. Elaboracion y utilizacion de cddigos numéricos y afanuméricos para representar objetos,
Stuaciones, acontecimientos y acciones.

Actitudes, valoresy normas

1. Curiosdad por indagar y explorar sobre € dgnificado de los cddigos numéricos y
dfanuméricosy las regularidades y relaciones que aparecen en conjuntos de nimeros

2. Sengdhilidad e interés por las informaciones y mensges de naturdeza numérica gpreciando
la utilidad de los nimeros en lavida cotidiana

3. Rigor en la utilizacion precisa de los simbolos numéricos y de las reglas de los sstemas de
numeracion, e interés por conocer edrategias de cdculo digintas a las utilizadas
habitua mente.

1.2. Principiosy Estdndares parala Matematica Escolar (NCTM 2000)

Las orientaciones curriculares dd NCTM proponen que la educacion matemética, con
rdlacion a blogue temdico de "Numeros y operaciones’, debe desarollar € "sentido
numérico” en los estudiantes. Los componentes del sentido numérico, que se deben lograr de
manera progresva desde los niveles de preescolar hasta  secundaria, se describen con tres
edandares generdes. El primero de elos es comprender los nimeros, las digtintas maneras de
representarlos, las relaciones entre los nUmeros y los sstemas numéricos. Sobre este objetivo
propone € logro de las siguientes expectativas para los Grados K-2 (Infantil y primer ciclo de
primaria):

contar con comprension y reconocer “ cuantos hay” en conjuntos de objetos;
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usar multiples modelos para desarrallar una.comprensién inicia del vaor de posiciony €
sstema de numeracion de base diez;

desarrollar lacomprensidn de la posicion relativay magnitud de los nlmeros, de los aspectos
cadind y ordind 'y sus conexiones,

desarrollar un sentido de los nimeros naturales, representarlos y usarlos de maneraflexible,
incluyendo la relacion, composicion y descomposicion de los nimeros

conectar las palabras nimeros y los numerales con las cantidades que representan, usando
diversos mode os fisicos y representaciones.

Parad nivel 3-5 se espera que |0s nifios sean capaces de:

comprender la estructuradel vaor de posicion de sistema de numeracion decimal y ser
capaz de representar y comparar nimeros naturales'y decimales,

reconocer representaci ones equivaentes para los mismos nimerosy generarlos mediante
composiciones y descompaosi ciones de otros nimeras,

Ejercicio:

1.JAna|izar las diferencias y semeanzas en las orientaciones curriculares siguientes respecto del
estudio de los nimeros naturales y la numeracion,

- Disefio Curricular Base del MEC

- Lasorientaciones curriculares de tu Comunidad Autonoma

- Principiosy Estandares 2000 del NCTM.

2. DESARROLLO COGNITIVO Y PROGRESION EN EL APRENDIZAJE

2.1. El sentido numéricoy su desarrollo

Desde los niveles de preescolar uno de los objetivos bésicos de la educacion matemética
serd € desarollo progresvo dd "sentido numérico®, entendido como "una buena intuicion
sobre los nimeros y sus relaciones’, que debe desarrollarse gradualmente como resultado de
explorar los ndmeros, usarlos en una variedad de contextos, y relacionarlos entre di,
superando € limitado gprendizgje de los agoritmos tradiciordes. "El sentido numérico se
concibe como una forma de pensar, por consiguiente no es una "leccion” en @ curriculum de
las mateméticas de Primaria, Sho una manera de gproximarse a trabgjo con los nimeros en
auld’ (Llinares, 2001, p. 152).

La comprensén y dominio de los nimeros naturdes pone en juego muchas idess,
relaciones y dedtrezas, por |0 que podemos considerarlo como un gprendizgje complgo, que
no £ desarolla de manera smple y automética Con la expreson ‘sentido numérico
hacemos referencia d complgo de nociones y relaciones que configuran € ‘sSstema de los
nimeros naturdes. Incluye, por tanto, su origen en las actividades humanas de contar y
ordenar colecciones de objetos, los instrumentos materiales inventados para dicha actividad,
las operaciones y relaciones que e edtablecen entre dlas para la solucion de problemas
practicos, y € propio sstema |égico—deductivo que organiza, judtifica y estructura todos sus
elementos.

El dominio intuitivo, flexible y racionad de los nimercs que caracteriza la apropiacion del
sentido numérico por parte dd sujeto se inicia en preescolar, con las actividedes de
clasficacion y ordenacion de colecciones (uso de relaciones “mas que’, “mencs que’,
“igud”, ..), d @gorendizge de la secuencia numéica hasta la decena, y continGa
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desarrollandose en los niveles escolares poderiores trabgando con nUmeros mas
grandes, fracciones, decimales, porcentges, €tc.

2.2. El aprendizaje de la sucesiéon de palabras numéricas

El nmero naturd surge como respuesta a la pregunta, ¢cudntos hay? o ¢qué lugar ocupa
este demento dentro de un conjunto ordenado? Se condruye, por tanto, arededor de su
sgnificado como cardind y ordind y para dlo es necesario contar. Pero esto exige a su vez la
memorizacion de tramos de la sucesén numérica cada vez mas amplios. Ademés, se necesita
también estar en condiciones de recitar cuadquier tramo de la sucesdn numérica para saber
cudes son los nimeros anterior y posterior a uno dado y para desarrollar técnicas ordes de
sumay resta

La memorizacién de la sucesidn de padoras numéricas puede conseguirse por medio de
Stuaciones de recitado o de recuento. Pero € recuento empieza Sempre desde uno y no
permite consolidar tramos dtos de la sucesdn. Por gemplo, para aprender que después del
novecientos noventa y nueve viene € mil no podemos contar desde uno, tendremos que
recitar la sucesén numérica desde un novecientos y pico. Hay que tener en cuenta, ademas,
gue las dificultades mayores se encuentran en los cambios de decena, centena, millar, etc., por
lo que es necesrio gercitarse en tramos de la sucesdén que contengan adguno de estos
cambios.

En € dominio dd recitado de las paabras numéicas d adumno puede encontrarse en
aguno delos nivees Sguientes:

- Nivel cuerda. El dumno es capaz de recitar un trozo de la sucesdn numerica por evocacion.
El sonido de lo que esta diciendo trae encadenados los sonidos sguientes, pero € nifio no
separa una padira de otra Este conocimiento verba no puede aplicarse a recuento d no
digtinguir donde acaba una paabray empieza otra.

- Nivel cadena irrompible. El nifio slo es capaz de recitar la suceson numérica § empieza
por € uno, pero ahora ya diferencia las didtintas pdaboras numéricas. En este nive ya s
pueden asumir tareas de recuento.

- Nivel cadena rompible. Aqui € adumno es capaz de "romper" la cadena comenzando a
recitar a partir de un nimero distinto del uno.

- Nivel cadena numerable. El nifio es capaz, comenzando desde cualquier nimero, de contar
un nimero determinado de paabras, deteniéndose en la que corresponda. Por gemplo, contar
cinco nimeros a patir dd ocho y decir d nimero find, d trece. Desde este dominio se
afrontan con bastantes garantias la readlizacion de las operaciones bésicas dd caculo.

- Nivel cadena bidireccional. Es € méaximo dominio a que se puede llegar. Supone las
destrezas ddl nivel anterior agplicadas d recitado de la sucesion numérica hacia ddante o hacia
arés. Contar bien desde  nimero a, b nlmeros hacia atrés, tardando aproximadamente €
mismo tiempo que hacia delante, es € tipo de tarea que define d dumno que ha acanzado
este nivel de dominio de la suceson numérica

Aunque estos niveles definen una progresion en € aprendizge dd recitado de la suceson
numerica, hay que entender que no todos los nifios pasan por todos esos niveles y también que
un mismo nifio puede tener un nivel de dominio de un cierto tramo numéico y otro nive
diginto para otro tramo numérico. Es decir, un nifio puede estar en un nivel de "cadena
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numerable’ en @ tramo dd uno d diez y en un nivd de "cadena irrompible’ en d tramo ded
diez d veinte. El gprendizgie de las paabras numéricas se va haciendo por tramos progresivos
gue e suden consolidar en @ dguiente orden: primero las paldbras uno, dos y tres, después €
tramo dd uno a cinco seguido dd tramo del cinco d diez. En fases podteriores los nifios van
consolidando los dguientes tramos. dd diez d veinte, dd veinte a cincuenta, dd cincuenta d
cien, dd cien d doscientos, dd doscientos d quinientos, dd quinientos d mil, dd mil d diez
mil, dd diez mil d cien mil, dd cien mil d millon, dd millén en addante.

2.3. El aprendizaje del recuentoy dd significado del nimero como cardinal y ordinal

Los didtintos estados de conocimiento de los nifios sobre @ dgnificado ded ndmero
pueden resumirse como sigue:

- Percepcion temprana de cardinales. Los nifios pequefios, entre dos y cuatro afios, son
capaces de reconocer € cardinal de conjuntos de uno a tres o cuatro eementos Sn necesdad
de contar. El cardind es percibido globdmente por smple ingpeccion visud del conjunto. En
cambio, cuando se trata de cardindes mayores, los nifios ya no saben decirlos correctamente
porque eso exige contar y en esta etapa no tienen asumidos los principios en los que se basa
dichatécnica

- Percepcidn prioritaria de ordinales. Esta etapa corresponde a nifios con edades entre tres y
cinco afos. Ahora los nifios ya asumen agunos de los principios que permiten efectuar un
recuento. En concreto, € principio del orden estable (las pdabras numéricas deben decirse
gempre en d misno orden, empezando por € uno y sSn omitir ningund y € de la
correspondencia uno a uno (cada objeto del conjunto contado debe recibir una paabra
numérica y sdlo una)®. La préctica ddl recuento pone de manifiesto € sentido ordind del
nimero por cuanto la palabra numéica que se adjudica a cada objeto es su ordind. Sin
embargo, en edta fase no se asume d principio de cardindidad, es decir, los nifios no
entienden que d Ultimo ordind sea, d mismo tiempo, € cardind de todo € conjunto. Para
dlos, la respuesta a la pregunta, ¢cuantos hay?, consste en la enumeracion de todos los
objetos de la coleccion.

- Percepcidn prioritaria de cardinales. En esta etapa, los nifios, entre cuatro y siete afos,
aaumen d principio de cardindidad (la Ultima paabra de un recuento indica, no solo €
ordind dd Ultimo demento sefidado, sSno también & cadind dd conjunto) con lo que
pueden responder correctamente a la pregunta ¢cuantos hay? después de haber efectuado un
recuento. Pero d centrar su aencion en los cardindes sufren una cierta regresion respecto a
los ordinales y aparecen, por gemplo, dificultades d obtener un ordina. Se niegan a detener
e recuento en € demento en cuedidon, ya que tienen muy cdao d principio de la
correspondencia uno a uno y pretenden adjudicar paldbras numéricas a todos los eementos
de conjunto. También tienen dificultades para reinterpretar un cardind como ordind, es
decir, una vez que han dicho que diecisete es d nimero de dementos de un cierto conjunto,
les resulta dificil volver a entenderlo como @ ordind dd Ultimo edemento sefidado. Esto les
impide, entre otras cosas, adoptar técnicas de contar a partir de uno de los sumandos para
obtener unasuma.

® Esto no quiere decir que los nifios en esta etapa no cometan errores en el recuento. De hecho, las

equivocaciones al contar son bastante frecuentes incluso en los adultos. Lo que quiere decir es que son
razonablemente conscientes de |os principios alos que nos acabamos de referir y procuran respetarlos al efectuar
los recuentos.
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Una buena concepcior® del nimero como cardind y ordind supone asumir la doble
condicion de cada paldbra de un recuento como ordinal de un demento y, a la vez, cardina de
los eementos contados hasta ese momento. Eto permite interpretar las palabras de un
recuento numérico, bien como ordindes, bien como cardindes, en funcién dd problema que
haya que resolver.

En lo que e refiere a la técnica de contar, los errores que se observan pueden clasificarse
en:

- Errores de recitado. Errores ligados a un recitado incorrecto de la suceson numérica,
consgentes en: sdtarse padabras numéicas, decirlas en otro orden, repetirlas, introducir
palabras no numéricas, etc. Pueden deberse a que € nifio no tiene asumido € principio de
orden estable 0 a una memorizacion incorrecta del tramo numérico que recita.

- Errores de coordinacion. Errores ligados a la fdta de coordinacion entre la emison de la
paabray € sefidamiento del objeto. Por gemplo, € nifio dice "cuatro" sefialando dos objetos
o dice "dos tres' sefidando un Unico objeto. Pueden deberse a desconocimiento del principio
de la correspondencia uno a uno, a hecho de no saber donde empiezan y acaban las didintas
paabras numéricas (nivel cuerda dd recitado) o a una fdta de coordinacion entre la emison
vocd y  movimiento de lamano.

- Errores de particion. Errores asociados d hecho de "no llevar la cuentd’, es decir, de no
distinguir correctamente lo ya contado de lo que fata por contar. Condgsten en volver a contar
un objeto ya contado o dgar objetos sn contar. Se producen por desconocimiento del
principio de la correspondencia uno a uno o por una defectuosa puesta en practica del mismo,
debida d desconocimiento o maa utilizacion de las técnicas auxiliares dd recuento (técnicas
de disefio de un camino, marcado, separacion o redizacion de una particion)

2.4. El aprendizaje del orden numeérico

El orden numérico se condtruye drededor de Situaciones de comparacion: comparacion
entre ordindles para decidir quién va antes y comparacion entre cardindes para decidir a qué
conjunto le sobran o fatan eementos cuando construimos pargias con un elemento de cada
conjunto. Decimos que cinco es menor que ocho porque S un demento es @ quinto estara
antes 0 serd anterior en d tiempo d octavo (significado del orden entre ordindes). También
decimos que cinco es menor que ocho porque S empargiamos cinco tazas con ocho platos
Quedardn plaios sn taza (dgnificado del orden entre cardindes). Esta Ultima definidon
también lleva implicita la idea de que todos los conjuntos que tienen d mismo cardind
pueden emparegjarse Sin que quede hinglin lemento sin pargja.

El orden numérico tanto en su sentido ordind como cardind es asumido muy pronto por
los nifios. En € caso de orden entre ordinaes, € éxito a la hora de ordenar dos nimeros va
ligado a la memorizacion del tramo de la secuencia numérica que los incduye. El nifio capaz
de recitar dd uno a diez ya puede decir, por gemplo, que "€ sas va antes que @ nueve'. Sin
embargo, ese mismo nifio puede no saber que quince es menor que diecisete S no tiene
memorizado € tramo dd diez d veinte. La memorizacion de tramos cada vez mas amplios de
la suceson numérica permite a los nifios ampliar las pargjas de nimeros susceptibles de ser
ordenadas. Findmente, la familiarizacion con las reglas de formacion de las paédoras

6 .. . . . . A -z . e
Una concepcion es el conjunto de informaciones ( conocimientos para la accion y saberes para la interaccion
social) que un individuo tiene acerca de una nocién matemética.
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numericas junto con & conocimiento de la escritura del nimero, conduce a los nifios a asumir
las reglas formaes del orden numérico:

a Un nimero es menor que otro s tiene menos cifras.

b) S dos nimeros tienen € mismo nimero de cifras, serd menor ague que tenga menor la
cifrade orden superior.

c) S las cifras de orden superior coinciden, se examinan las cifras de orden sguiente hasta
encontrar gun caso en que no coincidan y entonces se gplicalareglab.

En cuanto d sentido cardind ddl orden, en un primer momento los nifios son capaces de
percibir globdmente s en un conjunto hay mas dementos que en otro, Sempre que ea
diferencia sea gpreciable por smple ingpeccion visud. Sin embargo, € establecimiento del
orden entre los cardinaes de dos conjuntos por medio del empargiamiento (construccion de
pargas que contengan un demento de cada conjunto) o dd recuento no es una habilidad
temprana; de hecho, hay nifios de sais y Sete aios que, en esas condiciones, tienen
dificultades para decidir qué conjunto tiene mas 0 menos e ementos.

A este respecto es eclarecedor € comportamiento de los nifios en la llamada experiencia
de la conservacién del nimero propuesta por Jean Piaget. Consste en lo Siguiente:

- Se le presentan aun nifio un nimero reducido de objetos, por gemplo, entre seis y nueve
fichas azules puestas en fila A continuacion, € entrevistador le pide d nifio que ponga tantas
fichas rojas como fichas azules hay, una ficha roja por cada ficha azul. Una vez que € nifio ha
empargado cada ficha azul con una ficha roja, € entrevisador le pregunta s hay € mismo
nimero de fichas azules que de fichas rojas. S d nifio dice que g, € entrevistador modifica la
fila de fichas rojas dgando una mayor disancia entre dos fichas. De esa manera, la fila de
fichas rojas ocupa mas epacio que lade fichas azules.

Después de eso, se pregunta d nifio 9 ahora sgue habiendo las mismeas fichas azules que
rojas.

En laresolucion de estatarea los nifios se comportan de las siguientes maneras.

- Algunos no saben colocar un nimero de fichas rojas igud d de fichas azules. No conocen la
técnica de empargamiento ni tampoco se les ocurre contar. Son nifios que pueden tener una
percepcion globa de donde hay mas o menos dementos, pero que no usan la correspondencia
uNo a uno para comparar cardinales.

- Otros son capaces de colocar un nimero de fichas rojas igual a de azules, estan seguros de
gue los dos cardindes son igudes, pero cuando @ entrevigador modifica una de las filas
haciendo que ocupe més espacio dicen que en esa fila hay méas fichas. Se trata de nifios que
son capaces de usar una técnica de empargamiento para comparar cardinales de conjuntos,
pero en cuanto visuamente ese empargamiento desgparece dgan de verlo y vudven a una
comparacion globa basada en la percepcién visud de que uno de los conjuntos ocupa mas

espacio.
- Por ultimo, tenemos a los nifios que a pesar de la modificacion espacid efectuada por €
entrevigador dguen afirmando que los dos conjuntos de fichas tienen d mismo ndmero

porque "no se ha puesto ni quitado ninguna ficha". En este caso, 10s nifios no solo son capaces
de usar la correspondencia uno a uno entre conjuntos para comparar cardinaes, sino que
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sguen “"viéndolad', aunque fiscamente haya desgparecido, y no se dgan distraer por
consideraciones de otro orden.

Lo més sorprendente de esta experiencia es que ha puesto de manifiesto que practica
mente todos los nifios pequefios son "no conservadores' y que es necesario esperar a que
tengan drededor de dete afios para que acepten mayoritariamente que € nuimero de fichas
dgue Sendo & mismo.

Una Ultima consideracion a tener en cuenta es que la tarea de ordenar dos nlmeros es
muy diferente de la de ordenar tres 0 mas nimeros. De hecho, se ha observado que nifios que
son capaces de ordenar tres nimeros de dos en dos no son capaces de ordenarlos a base de
decir cud es d menor, € mediano y € mayor. Eh una fase posterior se da también € caso de
gue, una vez ordenados ciertos nimeras, € nifio es incgpaz de introducir en € lugar adecuado
un nimero que e le ha dado posteriormente.

2.5. El aprendizaje del sistema escrito de numeracion

El aprendizgie dd dstema escrito de numeracion se desarrolla en dos etgpas. la de la
lectura y escritura de las cifras (nUmeros ddl O d 9) y la de la lectura y escritura de nimeros
de dos 0 més cifras, o que supone asumir las reglas de representacion de nimeros propias de
un sstema posiciona de base diez.

En lo que s refiere a las cifras, los nifios deben gprender a reconocerlas y a
ecribirlas siguiendo € sentido de recorrido oportuno. Para las personas diestras los sentidos
de recorrido més adecuados son |os siguientes:

® U2 Bl E e Y

Los errores mas frecuentes que se observan en € trabgjo de los nifios son:
- Errores de inversion de la grafia. Algunos nifios confunden @ 6y 9; otros escriben ,

S enlugarde2, ¢ enlugarde3, E en lugar de 5.

- Errores caligréficos. La nda cdigrafia puede llevar a un nifio a confundir sus propias cifras
cuando tiene que volver a learlas. Se puede confundir 1 cond 2, e 3cond 5, d 6o0d 9
con€ O, ec.

- Errores de recorrido. Es frecuente que los nifios se acostumbren a escribir las cifras
sguiendo recorridos andmaos. Esto contribuye a empeorar la cdigrafia y, ademas, puede
fomentar los errores de inverson ya comentados y la escritura de derecha a izquierda, en vez
de izquierda a derecha, lo que crea problemas cuando hay que escribir nimeros de varias
cifras.

En cuanto d vaor de poscién de las cifras, diversas experiencias muestran que la
comprension que tienen los nifios de ese convenio es muy limitada, induso cuando llevan ya
mucho tiempo escribiendo nimeros de varias cifras. A continuacion vamos a describir dos de
esas experiencias.
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Experiencia de Kamii sobre reconocimiento de la decena

- Hl entrevigtador presenta a un nifio diecisas fichas y le pide que las cuente, las dibuje en un
pape y escriba @ nimero 16. Una vez hecho eso, d entrevistador rodea @ 6 y le pide d nifio
que sefide en € dibujo de las fichas lo que corresponde a ese nimero. Despuésrodea d 1y le
pide que sefide en € dibujo la parte que corresponde a ese nUmero.

Este experimento se redlizd con nifios de entre ocho y once afios de edad (por supuesto, todos
ellos escolarizados y sabiendo escribir nUmeros de varias cifras) y sus respuestas pueden
cladficarse como sgue

- Las cifras se interpretan como ordindes o como etiquetas. & 6 corresponde a una fichay d
1 acotrafichadigtinta (22%).

- El 6 representasaisfichasy € 1, unaficha (23%).

- El 6 representa sais fichas y @ 1 es una decena, pero, a la hora de indicarlo en d dibujo, se
sefida una sola ficha (12%).

- El 6 representa sais fichasy d 1 las diez fichas restantes ( 43%.
Entre los nifios de ocho afios sdlo € 20% relacionad 1 con las diez fichas.
Experiencia de Ross del agrupamiento en decenas

- El entrevistador presenta d nifio 48 aubias y 9 tazas. No le dice d nifio cudntas dubias hay
ni le pide que las cuente. Lo que le pide es que ponga diez dubias en cada taza. Una vez
acabada la tarea sobre la mesa quedan 4 tazas llenas y 8 aubias sudtas. Entonces se pregunta
a nifio cuantas dubias hay en total.

L as respuestas de | os nifios (entre ocho y once afios) fueron como sigue:
- No saben decir cuantas hay (5%).
- Lasvueven a contar todas de una en una (15%.

- Las cuentan por decenas ("diez, veinte, treinta, cuarenta’) y d find afiaden & ocho. Algunos
nifos multiplican diciendo "cuaro de diez son cuarentd’ o “cuatro por diez son
cuarenta’(80%).

Ningun nifio dice directamente "cuarenta y ocho". Ademés, entre los nifios de ocho afios
lo € 60% cuentade diez en diez, € otro 40% cuenta de uno en uno, 0 no cuenta.

Edas experiencias muestran que la nocién dd vaor podciond de las cifras s va
congruyendo lentamente y que los nifios aprenden a escribir nUmeros sn ser enteramente
conscientes del vaor que representa cada cifra. De hecho, los nifios saben que cuarenta 'y dos
se escribe con un cuatro y un dos porque los dos nimeros empiezan por la silaba "cud'. Son
las amilitudes de los sonidos las que permiten escribir y leer correctamente nimeros de dos
cifras, més que una correcta interpretacion del nimero en términos de decenas'y unidades.

L os errores mas frecuentes en la escritura de nimeros de varias cifras son los sguientes:

207



E. Cid, J. D. Godinoy C. Batanero

- Invertir € orden de las cifras. Es propio de la escritura de nimeros de dos cifras y
congste en intercambiar la cifra de las decenas con la de las unidades.

- Incorporar la potencia de la base. Consste en escribir los nimeros tal como se hablan, es
decir, explicitando las potencias de la base, como sucede en nuestro sistema oral. Por gemplo,
tres mil doscientos veintitrés se escribiria como 300020023.

- Suprimir o afiadir ceros. En nlmeros grandes con pocas cifras sgnificativas es frecuente
que los nifios se equivoquen en @ nimero de ceros intermedios que hay que escribir. Por
gemplo, mil cuatro puede aparecer escrito como 104 0 como 10004.

Ademés, se obsarvan dificultades de lectura y escritura de nimeros muy grandes tanto en
nifios como en adultos debido a que la escudla no sude gercitar a los dumnos en dlo vy,
desde € punto de vista socia, se trata de un conocimiento poco hecesario.

2.6. Conocimientos previos a la ensefianza del valor de posicion delas cifras

Para entender que @ numero treinta y cinco se escribe con un tres y un cinco hay que
"verlo" descompuesto en tres decenas y cinco unidades. Pero eso exige saber que "diez més
diez son veinte, y més diez son treintd’, es decir, hay que saber contar de diez en diez y que
cuando a una decena se le suma otra se obtiene la decena sguiente. Una vez entendido que
tres decenas es lo mismo que treinta unidades, hay que estar familiarizado con @ hecho de que
treinta mas cinco son treintay cinco.

En otras pdabras, para que un nifio pueda darle sentido a los razonamientos que se
organizan drededor dd vaor de poscion de las cifras tiene que edtar familiarizado con
determinadas técnicas ordes de suma Esto implica que las Stuaciones aditivas que
estudiaremos més adelante deben comenzarse antes de ensefiar la escritura de nimeros de dos
cifras.

L os conocimientos oraes previos a dicha ensefianza son |os siguientes:
- Contar deuno enunoy dediez en diez.

- S cgpaz de inteprear como cadindes u ordindes las pddiras numéricas
correspondientes alos nimeros de dos cifras.

- Saber que S s suma una unidad se obtiene € nlmero siguiente.
- Saber que S s2 suma una decena se obtiene la decena Sguiente.
- Sumar oralmente decenas con unidades.

El gorendizge de estos conocimientos puede conseguirse mediante Stuaciones de
recitado, de recuento, de orden y aditivas. Pero ademés, se necesitan ciertos conocimientos ce
ecritura. Son los Sguientes:

- Mangar con bagtante solturad 18piz'y € papd.
- Leer y estribir las cifras.

- Saber interpretar como cardinales'y ordinales |as cifras que gparecen en un mensgje ecrito.
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La adquisicion de la primera de estas condiciones depende de la puesta en marcha de
Stuaciones de mango dd 14piz y d papd que ayuden a desarrollar la psicomotricided fina
que la ecritura requiere. Estas Situaciones no son especificamente mateméticas por [0 que no
las hemos descrito. En cuanto a las otras dos condiciones, su gprendizgje se conseguira por
medio de las dtuaciones de trazado de cifras y de comunicacion descritas en d apartado
anterior.

Ejercicio 2: Diagnostico de competenciasy comprension sobre cardinacion y ordenacion

En b tabla siguiente se incluye una relacion de tareas de manipulacion de objetos en situaciones
aritméticas que se pueden usar para € diagnostico inicial (o la evaluacion final) de las competencias y
comprension de los alumnos de ler curso de primaria sobre cardinacion y ordenacion. Utiliza esta
pauta con agun nifio de dicho nivel. Compara tus resultados con la informacion dada en esta seccion.

Manipulacion de objetos en situaciones aritméticas

a) Contar € numero de el ementos de un conjunto.
A ver, ¢cuantas fichas tenemos aqui?, cuéntalas.
b) Construir un conjunto con un nimero dado de elementos
Vamos a coger 15 fichas. Venga, empieza,col 6calas aqui.
c¢) Dados dos conjuntos, decir cudl de elos tiene mas o menos e ementos.
Mira, aqui tenemos fichas negras y aqui fichas rojas. ¢Donde hay mas fichas?
d) Construir un conjunto que tenga e mismo nimero de elementos que otro dado.
Mira, aqui tenemos fichas rojas. Vamos a poner un nimero igual de fichas azules. ¢Como lo
haremos?
€) Decir € ordina de un e emento.
Vamos a hacer unafila de fichas. Esta esla primera, éstala segunda, ¢y ésta?
f) Colocar un eemento de ordina dado
Mira, en estafila hay que colocar esta ficha para que seala cuarta, ¢cémo lo haremos?
g) Afiadir elementos a un conjunto ya contado (con € conjunto inicial tapado o sin tapar)
Aqui hemos contado 17 fichas, ¢verdad? S afiadimos estas otras, ¢Cuantas tendremos ahora?
Aqui hemos contado 17 fichas, ¢verdad? S afiadimos estas 3, ¢cuantas tendremos ahora?
h) Quitar elementos a un conjunto ya contado (con € conjunto inicia tapado o sin tapar)
Aqui hemos contado 17 fichas, ¢verdad? S quitamos éstas, ¢cuantas tendremos ahora?
Aqui hemos contado 17 fichas, ¢verdad? S quitamos 3, ¢cuantas tendremos ahora?
i) Adivinar € cardina de un conjunto sabiendo su cardina cuando se le afladen o suprimen elementos.
Mira, aqui tenemos unasfichas escondidas. No sabemos cuantas hay, pero yo s quesi afiadimos
3 mas, en total hay ocho. ¢Cuantas fichas hay escondidas?.
j) Modificar & ordinal de un elemento afladiendo o quitando elementos anteriores.
Mira, esta ficha esta la quinta. S ponemos delante estas otras dos, ¢ahora como estara?
Mira, esta ficha est4 la quinta. ¢Cuantas fichas se tienen que ir dela cola para que quede la
tercera?
k) Comparar dos conjuntosy decir cuantos elementos méas o0 menos tiene uno que otro.
Doénde hay més fichas, ¢aqui o aqui?, ¢cuantas mas?
[) Comparar dos conjuntos diciendo cuantos elementos hay que afiadir a uno de dlos para que se
iguae con € otro.
Aqui tenemos 12 fichas azulesy aqui 15 rojas. ¢Cuantasfichas azul estenemos que afiadir para
tener tantas como rojas?
m) Construir un conjunto que tenga un nimero determinado de elementos de méas o de menos que otro
yadado.
Aqui tenemos 23 fichas. Vamos a hacer otro monton que tenga 4 fichas menos que éste.
n) Comparar dos ordinaes, diciendo cuantos elementos hay entre los dos.
S sabemos gque esta ficha esla sexta y ésta la novena, ¢cudntasfichastendremos que poner entre
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las dos?
) Hacer torres de 10 elementos a partir de un nimero dado de elementos.
Hemos contado 25 fichas. ¢Cuantas torres de diez fichas podemos hacer? Vamos a hacerlas.
¢Cuantas fichas sobran?
0) Redlizar acciones de compra-venta de objetos diversos
p) Contar objetos de dos en dos, de cinco en cinco, de diez en diez, de cien en cien, de mil en mil.
g) Recorrer la sucesién numérica escrita saltando de dos en dos, de tres en tres, etc., hacia delante y
hacia atras.
I Reiterar acciones de afiadir o quitar.
Aqui tenemos 3 fichas. S afladimos otras 3, ¢cuantas tenemos ahora? ¢Y con 3 mas?
S de estas 22 fichas empezamos a quitar 3,y 3,y 3, ..., ¢cuantas quedaran al final?
S) Repartir un nimero dado de objetos entre un nimero dado de individuos.
Vamos a repartir estas 20 fichas en cuantro montones iguales. ¢Cuantas fichas hay en cada
montén?
t) Repartir un nimero dado de objetos entre varios individuos de modo que a cada uno le corresponda
un numero dado de objetos.
Vamos a repartir estas 20 fichas en grupos de 5. ¢Cuantos grupos podremos hacer?
u) Dado cierto nimero de individuos, adjudicar a cada uno de dlos un nimero dado de objetos.
Vamos a hacer 4 montones de 5 fichas cada uno. ¢Cuanatas fichas necesitaremos?
v) Comprar-vender varios objetos de un mismo precio.
w) Construir conjuntos que tengan dos veces, tres veces, etc. mas elementos que otro dado.
x) Congtruir conjuntos que tengan la mitad, la tercera parte, etc. que otro dado.
y) Formar todas las combinaciones posibles entre varios elementos.
S tengo tres pantalones y dos camisas, ¢de cuantas maneras distintas me puedo vestir?
z) Medir longitudes, &reas, capacidades, masas con unidades no convencionales.

3. SITUACIONES’ Y RECURSOS

3.1. Situaciones derecitado de la sucesidon numérica

Las variables didécticas a manipular a la hora de proponer tareas de recitado y los valores
entre los que varian, son los Sguientes:

Tipo de sucesién oral: Cardind u ordind.

NUmeros de comienzo y final del recitado: Cuaquier nimero naturd.

Sentido del recitado: Haciadelante o hacia atrés.

NUmero de términos del recitado: Con o sin control del nimero de términos que se recitan.

Salto: De uno en uno, de dos en dos (por pares e impares), de cinco en cinco (por los
mlltiplos de cinco), de diez en diez, de veinticinco en veinticinco (por los multiplos de

veinticinco), de cincuenta en cincuenta (por los mdltiplos de cincuenta), de cien en cien, de
doscientos cincuenta en doscientos cincuenta (por los mitiplos de doscientos cincuenta), de

" El término situacién lo usamos con dos sentidos diferentes, como tarea o actividad mateméticaarealizar, y
como situacién didactica. En este Gltimo caso, ademés de |a tarea matemati ca propiamente dicha, seincluyen las
intervenciones del profesor, las interacciones entre alumnos, el tiempo asignado y demas recursos utilizados en
el estudio.
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quinientos en quinientos (por los multiplos de quinientos), de mil en mil, de diez mil en diez
mil, de cien mil en cien mil, de un millén en un millon, etc.

Ejercicios:

3. Preparar una secuencia de tareas para aumnos de ler curso en las que se incluyan una muestra de
valores de las variables didécticas identificadas en € estudio del recitado de la sucesion numérica

4. Andizar en un libro de texto de primaria 9§ se incluyen o no, tareas o actividades de recitado de la
sucesion numéricay los valores de las variables didéacticas tenidas en cuenta.

Las dtuaciones didacticas, globdmente consideradas, quedan determinadas por otras
variables distintas de las correspondientes alas tareas, entre las que destacamos:

Forma de realizar la tarea: Individudmente, colaborando en grupo pequefio homogéneo,
colaborando en grupo pequefio heterogéneo, colaborando en grupo grande, todos a la vez en
grupo pequefio o grande.

Intervencion del profesor: El profesor, una vez planteada la tarea, no contesta a ninguna
pregunta, contesta sOlo las preguntas que aclaran la consigna dada, hace sugerencias sobre
cémo redlizar la tarea, colabora con los nifios en la resolucion de la tarea, dice a los nifios,
bien personadmente o bien através de otro nifio, lo que tienen que hacer.

Tiempo de realizaciéon de la tarea: Se da € tiempo necesario para que todos los dumnos,
todos menos unos pocos, lamitad de la clase, sdlo unos pocos, redicen latarea.

3.2. Situaciones de cardinalidad sin recuento

Es importante que los nifios se acosumbren a determinadas configuraciones espaciaes
("congtdaciones’) que permiten conocer € cardina de un conjunto Sin necesidad de contar.
Por giemplo, ante una congtelacion de puntos como la sguiente:

los adultos no necesitamos contar para saber que ahi hay cinco puntos, pues estamos
familiarizados con dla a través de los dados, las fichas del domind y las cartas de la barga
Las dtuaciones de cardindidad sin recuento fomentan @ reconocimiento visud de cardinaes,
habilidad necesaria en las tareas inicides de sumay resta

L as variables de las situaciones® de cardinalidad sin recuento son:
Numerosidad de |a situacion: De uno avente.

Sentido de la situacién: De reconocimiento (del cardinad del conjunto) o de construccion (de
un conjunto de cardina dado.

8 Situacion, en el sentido de tarea o actividad matemética.
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Material utilizado: Dedos de las manos, dados, cartas de la barga, fichas de doming,
regletas Cuisenaire, regletas con tapa, abaco.

Ejercicios:

5. Preparar una secuencia de tareas para aumnos de ler curso en las que se incluyan una muestra de
valores de las variables didacticas identificadas en € estudio de la cardinalidad sin recuento.

6. Andizar en un libro de texto de primarias se incluyen o no, tareas o actividades de cardinalidad sin
recuento y los valores de las variables didacticas tenidas en cuenta.

3.3. Situaciones de recuento: obtencion de cardinalesy ordinales

En generd, la escuda no ensefia a contar mas dla de los primeros nimeros. Se redizan
actividades de contar para dar sentido a los nimeros hasta @ diez, pero a partir de ahi los
nimeros se construyen como combinacion de decenas y unidades. Por gemplo, treinta y
cinco objetos aparecen descompuestos en tres decenas y cinco unidades, con lo que no hace
fata contar més ala de diez para saber cuantos objetos son.

Nosotros entendemos que o que da sentido a nimero como cardind y ordina es
recuento y que, por tanto, es necesario contar objetos una y otra vez para establecer €
sgnificado de los digtintos nimeros. Ademas, no basta con dar sentido a los nimeros del uno
a diez, sno que hay que redizar actividades de recuento que pongan a los nifios en Stuacion
de manipular cardindesy ordinaes de uno acieny, en algunos casos, de més de cien objetos.

Por otra parte, también es necesario gprender las distintas variantes de la técnica de
recuento. No es o mismo contar para obtener un cardinal que contar para obtener un ordind.
En & primer caso hay que contar todos los eementos y no importa € orden en que se cuenten;
en d segundo caso, Olo = cuenta hasta @ demento en cuestion y siguiendo un orden
predeterminado de antemano. Ademas, la tarea de adjudicar a cada elemento una palabra
numérica, y s0lo una, puede exigir didtintas técnicas auxiliares, dependiendo de la Situacion:
Seguir un camino, separar los objetos, marcarlos o efectuar particiones. Por Ultimo, € tamafio
de la coleccién a contar 0 sus especiaes caracteristicas pueden propiciar € uso de recuentos
abreviados. de dos en dos, de cinco en cinco, de diez en diez, etc. o, por gemplo, contar
grupos de cien y después contar de cien en cien para obtener € totd, etc.

Las variables didécticas que intervienen en las Situaciones de recuento son las Sguientes:
Sgnificado del nimero resultado del recuento: Cardinad u ordind.
Numerosidad de la coleccion: De uno en addlante.

Sentido de la situacion: De cdculo (dd cardina de un conjunto o dd ordind de un eemento)
0 de construccion (de un conjunto de cardinal dado o de un elemento de ordina dado.

Tipo de objetos:
- Sucesos.

- Objetos movibles d dcance de lamano.
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- Objetos d dcance de lamano, pero no movibles u objetos dibujados
- con configuracion geométricatipica
- con configuracion gque indica un camino
- con configuracion indiferenciada.

- Objetos alavigta, pero no d acance de lamano.

- Objetos evocados.

Salto: De uno en uno, de dos en dos, de cinco e cinco, de diez en diez, de veinticinco en
veinticinco, de cincuenta en cincuenta, de cien en cien, de mil en mil, etc.

Estimacién del resultado: Con o Sin exigencia previa de estimacion dd resultado.

Ejercicios:

7. Preparar una secuencia de tareas para aumnos de ler curso en las que se incluyan una muestra de
valores de las variables didacticas identificadas en € estudio de la obtencion de cardinales y ordinales.

8. Andizar en un libro de texto de primaria s se incluyen o no, tareas o actividades dotencién de
cardinales y ordinales, y los valores de |as variables didacticas correspondientes.

3.4. Situaciones de orden numérico

Las varidbles didécticas que intervienen en las Stuaciones de orden numeérico son las
Sguientes

Sgnificado del nimero: Cardind u ordind.
Tamafio del nimero mayor: De uno en adelante.

Tamario de la diferencia: Grande (diferencia que permite ver de forma ogtensible cud es d
conjunto de cardinal mayor), o pequeiia (diferencia que obliga a empargar o contar para
decidir qué nimero es mayor.

NUmero de términos de la comparacion: Dos, tres o mas.

Grado de formalizacion de la situacion: Contextudizada o formal
Uso de materiales: Con 0 sin manipulacion de materides.

Tipo de material:

- Objetos movibles a acance de lamano y fiscamente cercanos.

- Objetos movibles d dcance de lamano, pero fisicamente separados.

- Objetos d acance de lamano, pero no movibles u objetos dibujados
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- Objetos alavigta, pero no d acance de lamano.

Tamafo del material: Los dos conjuntos que se comparan estédn formados por objetos de un
tamaiio parecido 0 muy distintos en tamafio.

Estimacion del resultado: Con o Sin exigencia previa de estimacion ddl resultado.

Ingtitucionalizacion de las reglas formales que definen e orden: Con o sh explicitacion de
dichasreglas.

Dentro de las situaciones de orden numérico, son especiamente importantes aquellas que
ponen de manifiesto & hecho de que dos conjuntos con & mismo cardind pueden empargarse
sin que sobre ni falte ningln objeto. Unade dlas eslasiguiente:

Situacién fundamental® de cardinalidad

Condiciones materides. El profesor debe Stuar en un lugar, cierto nimero de objetos A y en
otro, cierto niUmero de objetos B. Los objetos deben estar [0 suficientemente separados para
gue € nifio que esté cogiendo objetos B no tenga a la vida los objetos A. Ademés, d nimero
de objetos A debe s lo suficientemente grande para que @ nifio no pueda imagin&rsglos uno
auno.

Consgna dd profesor_dirigida d adumno: "Mira, agui tenemos objetos A y ali objetos B.
Tienes que ir a donde estan los objetos B y traer un objeto B por cada objeto A que tenemos

1l

aui",

Actuacion del profesor: El profesor no debe permitir que @ dumno haga pruebas, trayendo
los objetos en varias veces. Debe exigir que los objetos se traigan en una solavez y S d nifio
se equivoca debe llevarse todos |os objetos y empezar de nuevo.

Conocimiento _en juego: La resolucidn correcta de esta Situacion exige saber que cuando dos
colecciones tienen € mismo cardind, & empargarlas ningln objeto se quedard Sin pargja. Por
tanto, S se cuenta la coleccion A para obtener su cardind y se congruye un conjunto de
objetos B con € mismo cardind, quedara resudlto € problema.

Ejercicios:

9. Preparar una secuencia de tareas para alumnos de ler curso en las gue se incluyan una muestra de
valores de |as variables didacticas identificadas en € estudio del orden numérico.

10. Andizar en un libro de texto de primaria s se incluyen o no, tareas o actividades de ordenacion
numeéricay los valores de las variables didécticas tenidas en cuenta.

° selellamaasi porque su resolucion exige el conocimiento de la propiedad fundamental de los cardinales.
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3.5. Situaciones de lecturay escritura de nUmeros de una cifra

La ensefianza de las cifras exige dos tipos de Stuaciones: las de trazado de las cifras y las
de comunicacion.

Stuaciones de trazado de las cifras

Las variables didacticas a consderar serian las sSguientes:

Tamario dela cifra: Del 0d 9.

Método de trazado: Sobre cifrayahecha o trazado libre imitando € modelo.
Instrumento utilizado: Dedos o |4pices.

Material utilizado: Cifras recortadas en papd de lija, arena, talco, pintura de dedos, pinturas
varias, papd, etc.

En un primer momento conviene que la tarea se redice individudmente y en presencia
dd profesor. Para elo, éste debe presentar d nifio una cifra recortada en papel de lija y
pegada en una cartulina o plancha de madera y mostrarle como recorrerla con € dedo. A
continuacion, @ nifio debe "hacer la cifra’ varias veces, sguiendo € recorrido indicado por €
profesor. De esta manera, y dado que € pape de lija raspa y obliga a los nifios a ser
conscientes del trazo que redizan, se van asumiendo los trazados de las didtintas cifras.
Posteriormente, se puede pedir d nifio que dibuje la cifra por si mismo con € dedo sobre
arena 0 con pintura de dedos sobre papel. Mas adelante, se le puede decir que la trace con

[8piz y papd.

Hay que tener en cuenta que en las Stuaciones de trazado de las cifras no se pretende que
e nifio identifique la paldbora con € simbolo escrito; no son, por tanto, Situaciones edtrictas de
lectura y escritura de cifras. Se trata de que € nifio aprenda la técnica de trazado de las
diferentes cifras, pero se supone que d profesor les dice a los nifios de qué cifra se trata y que
cuando los nifios la escriben, o bien recorren una cifra ya hecha, o bien la copian teniendo €
modelo delante. Son las Stuaciones de comunicacion las que tienen como objetivo prioritario
e que € nifio rdacione d simbolo orad con @ simbolo escrito y dé a este Ultimo un sentido

como cardind y ordind.

Stuaciones de comunicacion escrita de nimeros de una cifra
Las variables didécticas atener en cuenta serian las Sguientes:
Sgnificado del nimero: Cardind u ordind.

Tamarfio del nimero: Del 04 9.

Tipo de situacion: De peticion o de recuerdo.

Tipo e codificacién: Lectura (pasar de escrito a ora), escritura (pasar del ora d escrito) o
las dos.
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Material utilizado: Todo tipo de objetos que se puedan contar, materides
estructurados'®, papel y 14piz, banda en la que aparezcan escritas las cifras en orden (banda
numerica), cgjas 0 sobres para guardar objetos, etc.

En estas Stuaciones se pretende que los nifios se planteen € problema de comunicar
cantidades por escrito. En las Stuaciones de peticion los nifios tienen que pedir por escrito a
otros nifios o d profesor, o @ profesor a los nifios, que construyan un cierto cardind u ordind.
En las de recuerdo e les dice que tomen nota escrita de un cierto cardind u ordind para
poder recordarlo dias después.

En un primer momento no hay que exigir que los nifios usen las cifras. De hecho, edtas
Stuaciones se pueden plantear Sin que los nifios las conozcan. Las edrategias inicides seran
las de dibujar los objetos o0 la de dibujar una coleccion de muestra con  mismo cardind:
dedos, palotes, etc. Si e pone a digposicion de los nifios una banda numérica con las cifras
escritas del 1 d 9 los nifios pueden leer y escribir los mensges cifrados con mas facilided,
pues pueden encontrar la cifra contando.

3.6. Situaciones de lecturay escritura de numer os de varias cifras

La ensefianza dd sstema de numeracion escrito se lleva a cabo planteando Situaciones de
agrupacion y de comunicacion.

Stuaciones de agrupacion de cardinales

En un primer momento, se parte de conjuntos de objetos de cardind dado y se pide alos
nifios que distribuyan los objetos en grupos de diez, o bien, dados varios grupos de diez y un
resto, que den € cardinal del conjunto total. Posteriormente se agrupa por centenas y después
por millares, pero para hacer edtas agrupaciones es necesario trabgar con un materid
estructurado que permita hacerlas con rapidez, como € &oaco o € dinero ficticio.

Son dStuaciones que, en un principio, se deben resolver ordmente y en las que la
estimacion previa del resultado juega un pape importate. Una vez presentadas varias de
edas Stuaciones, conviene pedirles a los nifios que estimen cuantos grupos de diez van a sdir
antes de iniciar ninguna accion. De esta manera, los nifios se van familiaizando con € hecho
de que en un treinta y tantos se obtienen tres decenas, en un cincuenta y tantos, cinco, etc.
Cuando este conocimiento empieza a afianzarse es € momento de presentar la escritura de los
ndimeros'y seguir realizando estas actividades con € apoyo escrito.

Las variables didacticas a considerar son las Sguientes:
Tamafio del nimero: De diez en adeante.
Tamafo de la agrupacion: Diez, cien, mil, etc.

Tipo de situacion: De obtencion de nimero de grupos (a partir del cardind) o de obtencion
del cardind ( conocido € nimero de grupos.

1% sellamaasi atodos aquellos material es organizados en torno a determinadas configuraciones. Por ggemplo,
dedos de |as manos, dados, cartas de labaraja, fichas de doming, regletas Cuisenaire, regletas con tapa, piezas
Herbiniere-L ebert, dbaco, dinero ficticio, etc.
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Material utilizado: Todo tipo de objetos que se puedan contar, cubitos encgables, manos,
catas de la barga, regletas Cuisenare, abaco, dinero ficticio; cgas, sobres, bolstas para
guardar objetos, etc.

Estimacion del resultado: Con o sn exigencia previa de estimacion ddl resultado.
Escritura del cardinal: Con o sn escrituradd cardinal.
Situaciones de comunicacion escrita de nUmeros de mas de una cifra

Son gtuaciones Smilares a las de comunicacion escrita de nimeros de una cifra, la
novedad es que se afiade € tema dd caendario. Para dlo, cada comienzo de mes se colocara
en la clase un cuadro con las casillas vacias correspondientes a los digtintos dias dd mes. Se
gpuntaran las efemérides (cumpleafios de los nifios, dias de fiesta, etc.), contando las casillas
desde d principio hasta llegar a la que interesa. Después, cada dia se pondra una pegatina con
su fecha

Las variables didécticas atener en cuenta serian las Sguientes:
Sgnificado del nimero: Cardind u ordind.
Tamarfio del nimero: De 10 en adelante.
Tipo de situacion: De peticion, recuerdo o calendario.

Tipo de codificacion: Lectura (pasar dd escrito a ora), escritura (pasar del oral d escrito) o
las dos.

Material utilizado: Todo tipo de objetos que se puedan contar, regletas Cuisenaire, abaco,
dinero ficticio, pape y l8piz, cuadro en @ que gparezcan escritos los cien primeros nimeros
en orden (cuadro numérico), cajas 0 sobres para guardar objetos, etc.

Un apoyo importante para escribir nimeros de dos cifras es la representacion de esos
mismos nimeros en d dbaco. Esto permite d profesor corregir con rapidez los errores de
inverson dd orden de las cifras. Ante un nifio que escribe @ treinta y cinco como 53, es
relaivamente rdpido pedirle que represente d nimero en d dbaco y decirle que ponga
primero @ nimero de decenas y después @ de unidades. En € caso de las centenas se pueden
utilizar varios abacos o hilletes que imitan dinero.

Ejercicios:

11. Preparar una secuencia de tareas para alumnos de ler curso en las que se incluyan una muestra de
valores de las variables didécticas identificadas en € estudio de lalecturay escritura de nimeros.

12. Andizar en un libro de texto de primaria S se incluyen o no, tareas o actividades de lectura y
escritura de nimerosy los valores de las variables didacticas tenidas en cuenta.
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3.7. Materiales para € estudio de la numeracion

Las actividades manipulativas con materid concreto son esencides para la comprension
de vdor de podcion de las cifras en d dsema de numeracion. El uso de materides
concretos en sus diversas moddidades es una variable de las Stuaciones que hemos indicado
en las secciones anteriores. Aqui describimos dgunos de los materides mas frecuentemente
utilizados

En la figura 1.1 s muedran adgunos gemplos de materides mediante los cudes se
expresa  nimero 123. El interés de usar distintos materiales es para que € nifio no asocie €
vaor posiciona con un modelo particular.

Con € uso de materides concretos diversos no se trata de que los dumnos abstraigan
ago que tuvieran en comun dichos moddos, como s los conceptos a condruir tuvieran una
naturaleza empirica. El fin esencid serd lograr que la comprenson de las reglas dd sstema de
numeracion posciond decima sea independiente de los moddos fiscos utilizables. Estos
model 0s pueden ser proporcionaes o no proporcionaes.

En los proporcionales de base 10, como los blogues multibase, haces de palillos, ec., €

materia que expresa la decena es diez veces mayor en tamaiio que € que expresa la
unidad; la representacion de la centena es diez veces mayor que la decena, etc. Los
ingrumentos de medida también pueden usarse como modelos proporciondes de la
numeracion: las bandas o cintas de metros, decimetros y centimetros se pueden usar como
model os de cuaquier nimero de tres cifras.

Los modelos no proporciondes, tales como € dinero, € &baco, etc. no mantienen ninguna
relacion de tamafio entre las didtintas piezas que representan los nimeros. Por gemplo,
una moneda de 1 euro no es cien veces mayor en tamafio que la que representa un
centimo.
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Model os proporcionaes Model os no proporciondes
T f ; 7
i s - J
1 !
t' NN . (T dbaco
placas barras  unidades
Blogques multibase

CTTHTTELERY,

o0b

B (0

Dinero
Palillos O
o O
® @ O

Fichas de colores

Figura 1.1: Expresion del nimerol23

Entre los materides manipulaivos més utilizados en d esudio de la numeracion y las
operaciones aritméticas estan | os ébacos, |os bloques multibase y 1os nimeros en color.

Abacos

Son juegos de varillas insertadas en un bagtidor sobre las que se dedizan bolas o fichas
como en un collar. Reproducen fisicamente las caracteristicas de los sstemas de numeracion
posicionales ordenados ya que las bolas representan un vaor numérico diferente seglin la
posicion de la varilla en estan colocadas.

TV I

Pi

Abaco chino Abaco japonés Abaco ruso

En d abaco decima cada bola representa una unidad, pero bolas stuadas en vaillas
diferentes representan unidades de distintos Ordenes, sobre cada varilla se tiene una potencia
de la base. En cada varilla habréa 9 bolas como maximo ya que a afadir otra més se sudtituyen
por una bola colocada en lavarillade laizquierda.
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Abacos no proporcionales. Antes de utilizar los &bacos no proporcionaes se recomienda
usar variantes en los cuades no se usa @ convenio dd valor de posicion, de modo que, por
gemplo, € nimero 23 queda expresado con dos hileras de 10 bolas y otra de tres. En cada
hilera, que se coloca horizontalmente, que ponen 10 bolas, 5 de un color y 5 de otro.

Blogues multibase

Los bloques multibase se presentan en cgjas, una para cada base de numeracion. En cada
cga exigden piezas (generdmente de madera o materid plastico) de cuatro tipos. cubos,
barras, placas y blogues. Los cubos representan las unidades smples o de primer orden, las
barras las unidades de segundo orden, las placas las de tercero y los blogques las de cuarto

orden.

Forman un sSgema de numeracion por agrupamiento
multiple. Cada pieza corresponde a una potencia de la base.
La representacion de un ndmero se corresponde con €
tamafio de la cantidad ya que van arastrando todas las
unidadesPdlillos, cordones, o cudquier otro materid
cotidiano, enlazados o didribuidos en cgas, haciendo

.| D

grupos de diez unidedes, reproducen las caracteristicas de gjoque multibase de base 10

los bloques.

NUmeros en color

Los nimeros en color, también llamados regletas de
Cuisenaire, son una coleccion de varillas coloreadas de
longitudes que van desde lcm (unidades) a 10 cm
(decenas) que permiten reproducir las caracteristicas de
los sstemas de numeracion de agrupamiento Smple. Las
vaillas tienen forma de prisma cuadrangula de un
centimetro cuadrado de seccion y sus longitudes varian
de centimetro en centimetro desde uno hasta diez.

Las regletas que tienen d mismo color tienen
también la misma longitud. Los didintos tamafios
permiten ordenar las regletas, formando escaerss,
uniéndolas por los extremos se pueden obtener didtintas
longitudes que representaran nUmeros diferentes y las
operaciones aritméticas.
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3.8. Recursos en Internet

Vamos a contar:
http://math.ri ce.edu/~lani us/counti ng/spcount.html

a Leccione: de Cpnthia Laniss: (Vamos a Conlar - Miciosolt Intesnet Esphone

Aichivws  Edcién Mer  Eswethor  Hersmisrbse  Ajds | & |

LI e B A

Ahds il Delener  Achuslear Irimic

=

Blsgueda

M3 Iy 9 @ = ¢
Faronins  Histonal Coareo Impame Hodificar Checuti

Favmi X 1 '1 -1 i '.-l'rﬂ 1[} :I
ka0 |
i A, = "
&ac iVamos a Contar !
55,
Cam
Qm uno dos cuatro cinco siete ocho diez
Ca :

&718.
'_]Il
£1E
86
#3” 1) ; Cuantos robois estan marchando?
2]+
&)1 = =
o8]

Q- :

Cad.

“T] . | Aeuse b respusshs sgui. "_-'_J
=LY =
|&] Lisin | | Inkemet

Minicio| | @ ML LEMEsSEHe YES =ER HBleard Tre

| _sFroporcinnaidad | BFumnoecradanioe . |[£]Leceiones de Comt. B rwsn . do: - Wi Hie%

Descripcion:

Este conjunto de lecciones animadas para nifios de preescolar o primer curso de primaria
sobre los nimeros se presenta también en castellano. Incluye orientaciones para los maestros.
Es parte de un conjunto de recursos mas amplio parael aula de mateméticas. Los principales
obj etivos son:

- Contar un pequefio nimero de objetos

- Comprender e sgnificado cardind y ordind delos nimeros d cuantificar e identificar
orden de objetos

- Conectar niUmerosy palabras con las cantidades que representan

- Desarrollar lacomprenson del tamafio relativo de los niUmeros'y hacer conexiones entre
el cardind y orden dentro de una secuencia.

- Adaquirir diferentes Sgnificados parala adicion y substraccion de nimeros naturalesy
relacionar estas dos operaciones.

221



E. Cid, J. D. Godinoy C. Batanero

Ejercicio 15:

1. Explorar las diferentes opciones del programa.

2. Indicar losnivelesy partes del curriculo de primaria en que se pueden usar las ditintas
opciones.

3. ldentificar |as variables didacticas de |as diversas tareas propuestas en € programay los
vaores particulares implementados de dichas variables. ¢Existe algun tipo de control de
los valores por parte dd usuario?

4. Comparar lostipos de actividades que se pueden redlizar usando € programa respecto a
las que se hacen habituamente con papd vy 18piz.

- ¢Sepueden hacer actividades que no se puedan redizar Sn este recurso?
- ¢Como cambian las técnicas de solucion?

5. Después que los dumnos han explorado € programay redizado las actividades, ¢Qué

tipo de explicaciones podriadar € profesor para sistematizar |0s conocimientos puestos en

juego?

4. TALLER DE DIDACTICA
4.1. Andlisis de textos escolar es. Disefio de unidades didacticas

Consigue una coleccion de libros de texto de mateméticas de ler ciclo de primaria
(recomendamos buscar los libros que utilizaste personamente, o bien los de aguin familiar o

amigo).

1. Buscagemplosy gercicios relacionados con lasideas de nimero y numeracion.

2. ldentifica aspectos dd desarrollo dd tema en los manuales escolares que consideres
potencia mente conflictivos.

3. Dexcribe los cambios que introducirias en e disefio las lecciones propuestas para los
cursos 1° y 2° de primaria.

4.2. Disefio de actividades'*

1. Actividades basadas en configuraciones puntuales H ' | _='= [
La figura adjunta muestra una coleccion de tarjetes en | 0 (Tl
las cudes hay representades distintas cantidades de F T .':_ 4
puntos dispuestos seguin diversos patrones. Vo o = T
Propon una coleccion de tareas que permitan pensar a - 'T".'"_",-:,_____a it L PV
los dumnos sobre los nUmeros y sus composiciones. aN\r s vi. 7
s o8 u. — '\ o'
o R V.
2. Latabla 100 V8 N o s

A continuacion s muestra una disposcion de los
nimeros del 0 a 99 que se conoce como la “tabla 100”; una variante puede ser comenzar

1 van de Walle (2001)
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desde 1. Plantea actividades Utiles para € aprendizge de la serie numéica, ligadas d
descubrimiento de patrones o regularidades en la digposicidn de los nimeros.

1

2

3

4

5

6

=

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

35

36

37

38

39

40

41

42

43

45

46

47

48

49

50

51

52

53

55

56

57

58

59

60

61

62

63

34
44
54
64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

77

78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

99

100

4.3. Andlisis didactico de tar eas escolar es?
Numeracion

En una clase de primaria, antes de comenzar € primer periodo de trabgjo sobre estudio de
los nimeros, partticularmente de los nimeros de tres cifras, € maestro procede a redizar la
evauacion inicid induidaen d Anexo.

a) ¢Cud esla funcion de una evauacion de este tipo y qué consecuencias tiene respecto

alaorganizacion delaclase?

b) Indicar para cada gercicio qué competencias de adumno se propone verificar €

maestro.

c) Para los dumnos que no han tenido éxito en € gercicio n° 4, ¢qué materid de ayuda

propondrias? (describe € material)

Anexo: Conocimientos sobre numeracion
1.¢Cuantos puntos hay marcados en este cuadro?

'2 Brousseau y cols (1995)
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2. Observay comple:
226 227 228
345 ..

3. El maestro dictalos nimeros;

246 - 120 - 500- 63- 275 895 - 709 -

314

4. Escribe estos nimeros ordenados de menor a mayor,

326 - 157 - 609 - 98 - 328 - 700 240 - 620

5. Observalos gemplosy completa:

En 387, lacifrade las decenas es
En 246, lacifradelascentenases
En 253, lacifradelasunidadeses

En 387, lacifrade las decenas es
En 246, € nimero de centenases
En 253, @ nimero deunidadeses

6. Observay cortinla:

160 - 162 - 164 - - - -
275 -280-28 - - - -
0 - 92 - 94 - - - -

360 - 370 - 380 -

4.4. Diagnéstico de la comprension de la numeracion decimal*®

Utilizar las Sguientes tareas con una peguefia muestra de dumnos de primer curso para

evauar su comprenson'y competenciaen € numeracion decima.

Destrezas de recuento

Actividad 1. Contar hacia adelante, a partir de 77.
Actividad 2. Contar hacia atras, a partir de 55.

Actividad 3. Contar dediez en diez

Actividad 4. Contar por decenas, comenzando en 34.
Actividad 5. Contar hacia atras por decenas, comenzando en 130.

13 Reyset. a. (2001), p. 168.

224




NUmeros naturales. Sstemas de numeracion

Actividad 6. Escribir d nimero 342. Pedir d nifio que lea ese nimero. A continuacion que
ecriba,
0 d nimero Sguiente a342;
0 € nuimero que resulta de afiadirle 10 unidades més,
0 d numero anterior;
0 d nimero que resulta de quitarle 10 unidades.

Correspondencia entre digitos y cardinales

Actividad 7. Mogtrar d nifio una coleccidn de 36 fichas (o cudquier otro materiad). Pedir que
cuente la cantidad de fichas y que escriba € nimero resultante. Sefidar € 6 en & 36 y
preguntar, “¢Qué quiere decir este 6 en relacion a la cantidad de piezas que hay? Después
sefided 3y repetir la pregunta.

Uso de las decenas

Actividad 8. Tomar 47 fichas y hacer que d nifio las cuente. A continuacion
mostrar a nifio 10 tajetas con cadlleros decimdes marcados (figura
adjunta). Preguntar: S queremos poner estas fichas en los espacios de edas tarjetas,
¢cudntas tarjetas podemos llenar?

Usar gruposde 10

tarjetas dispuestas en hileras de 10. Proporcionar a menos 10 tarjetas con

una cantidad grande de semillas. Después de asegurarnos que @ nifio ha contado varias
tarjetas de semillas y sabe que hay 10 en cada una de dlas, pedir que muestre 34 semillas
(¢Cuenta las semillas individuamente, 0 usa las tarjetas con decenas de semillas?). Edta
actividad se puede hacer también con centenas.
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Adicion y sustraccion

A: Contextualizacion Profesional

ANALISIS DE PROBLEMAS SOBRE ADICION Y SUBSTRACCION EN PRIMARIA
Consigna:

A oontinuacion induimos dgunos enunciados de problemas y gercicios que han sido
tomados de libros de texto de primaria. Para cada uno de dllos:

1) Resudvelos problemas propuestos.

2) Indicalos conceptosy procedimientos mateméticos que se ponen en juego en lasolucion.

3) ldentificadiferenciasy semejanzas entre los distintos problemas.

4) Para cada problema enuncia otros dos del mismo tipo, cambiando las variables de la tarea,
de manera que uno te parezca més facil de resolver y otro més dificil.

5) ¢Pensas que los enunciados son suficientemente precisos y comprensbles para los
aumnos de primaria? Propon un enunciado dternativo para aguellos gercicios que no te
parezcan suficientemente claros paralos aumnos.

6) Consgue una coleccion de libros de texto de primaria Busca en dlos tipos de problemas
no incluidos en estarelacion. Explica en qué se diferencian.

Enunciados de problemasincluidos en libros de primaria:

1. Ahorasumatu:

1] 7 | | 2| 5 1| 6 1 9
+| 2| 6 + 2 8 +| 3| 4 +| 1] 3
3 L 1|
2. Forma pargas que sumen la cantidad 9 18 10
indicada en la casilla coloreada
2 8 4
14 9 16
3. Colocaenverticd y resta: 87-52 86-16 99-41

4. Cdcula“decabezd’:
8+11 49+11 725+11 77-11 100-11 340-11 418-11
24+8+5+5+7 6+2+4+5+3

5. Escribelos sumandos y resultados que faltan:
76+48=48+....
120+....= 80 +120
28+25+35=28+.....=......
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6. Juan tiene 11 carameos. Cinco de dlos son de limén, los otros de fresa. ¢Cuantos

tiene de fresa?

7. Juan tiene caramelos y le regda 3 a su hermana. S le quedan 10, ¢cuantos caramelos tenia

a principio?

8. En una carrera, Laura llegd la octava, 3 puestos antes que Beatriz. ¢En qué puesto llegod

Bestriz?

9. Pedro gana 5 canicas por la mafiana. Pierde 9 por la tarde. ¢Cuéntas ha ganado o perdido

en total?

10. Pedro tiene 6 caramelos més que Juan. A Juan le dan dgunos més y ahora tiene un
caramelo mas que Pedro. ¢Cuantos caramel os le han dado a Juan ?

11. Patricia mide 15 cm. més que su hermano Pedro y 5 cm. menos que su hermano Juan.

¢Qué diferencia hay entre ladtura de Pedro y Juan?

12. Para hacer un collar Miriam emplea 25 perlas rojas, 30 perlas azules y 45 perlas verdes.
Cdculae numero de perlas quetiene d collar.

13. Escribe con nimeros y simbolos mateméticos. tres mil doscientos mas cuaro mil
ochocientos esigud a cuatro mil ochocientos mas tres mil doscientos.

14. Un tren sde de Robledo con 480 pasgeros. En Cadtillgo bgjan 35 y suben 46. ¢Cuantos

vigeros quedan ahoraen  tren?

15. Cacula mentalmente estas sumas. Piensa primero en queé orden es mas facil hacerlas:

75+25+48

27+56+13

84+91+9

275+18+25

47+35+65

350+50+68
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B: Conocimientos Matematicos

1. ESTRUCTURA LOGICA DE LAS SITUACIONES ADITIVAS DE UNA ETAPA
1.1. Situacion introductoria

Resuelve los siguientes problemas poniendo d lado de cada uno de dlos una, dos o tres
cruces seguin su grado de dificultad.

1. Juen tiene 11 caramdos. Cinco de élos son de limén, los otros de fresa.;Cuantos
tiene de fresa?

2. Juan tiene caramelos y le regda 3 a su hermana. S le quedan 10, ¢cudntos caramelos
teniad principio?

3. En una carera, Laura llegd la octava, 3 puestos antes que Beatriz. ¢En qué puesto
llegd Bestriz?

4. Pedro gana 5 canicas por la mafiana. Pierde 9 por la tarde. ¢Cuantas ha ganado o
perdido en total?

5. Pedro tiene 6 caramedos més que Juan. A Juan le dan dgunos més y ahora tiene un
caramelo més que Pedro. ¢Cuantos caramelos le han dado a Juan?

6. Patricia mide 15 cm. més que su hermano Pedro y 5 cm. menos que su hermano
Juan. ¢Qué diferencia hay entre la dtura de Pedro y Juan®.

1.2. Situaciones que dan sentido a las oper aciones de sumay resta de nimer os naturales

Las operaciones aiitméticas de suma y resta se condruyen inicidmente como un medio
de evitar los recuentos o procesos de medida en Stuaciones parcidmente cuantificadas. S,
por gemplo, hemos contado 20 objetos por un lado y 35 por otro ynos preguntan que cuantos
hay en totad, podemos decir que hay 55 objetos en tota, Sin necesidad de efectuar ningin
nUevo recuento, gracias a que "sabemos suma™; y S nos preguntan qué diferencia hay entre
las dos primeras colecciones de objetos, podemos decir que se diferencian en 15 objetos, Sin
necesidad de nuevos recuentos, gracias a que "sabemos restar” .

Las stuaciones que dan sentido a la suma y a la resta de nUmeros naturales (Stuaciones
aditivas de una sola operacion) se cladfican atendiendo d papel que juegan los numeros que
intervienen en dla, que esvariable y puede ser:

estado cuando los nimeros del problema son d cardind de un conjunto, € ordind de un
elemento o la medida de una cantidad de magnitud;

transformacion cuando un nlimero expresa la variacion que ha sufrido un estado;

comparacién cuando @ nimero indica la diferencia que existe entre dos estados que se
comparan entre si.

Dependiendo de cudes de estos papees juegan los tres nimeros que intervienen una
gtuaciones aditivas de una sola operacion, esto es, que se resuelven con una suma 0 una resta,
obtenemas |os Sguientes tipos de Stuaciones:

Tipo 1. Estado -Estado -Estado (EEE)
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En edta Stuacion, tenemos una cantidad & que se refiere a un todo y dos cantidades ep1 y
€2 O partes en que descompone ese todo, es decir, tenemos la particion de un todo en dos
pates. Se trata de una Situacion parte-todo’ en la que todos los nimeros son estados. Se
representamediante d diagrama

p1

P2

Ejemplos
Juan tiene 4 caramelos en lamano izquierday 7 en laderecha. ¢Cuantos tiene en total ?
Juan tiene 11 carameos. Cinco de dlos son de limon, los otros de fresa. ¢Cuantos tiene de

fresa?

Tipo 2: Estado -Transformacion -Estado (ETE)

En edta dtuacion tenemos una cantidad € que e refiere d estado inicid de un objeto o
coleccion de objetos y una cantidad & que indica € estado find del objeto o de la coleccion.
La cantided t cuantifica la transformacion sufrida por € objeto. La Stuacion se representa
mediante € diagrama

—>©
Elemplos
Laura esta la quinta en una cola para coger entradas para € circo. Deja que tres amigos

pasen delante de dla. ¢Qué lugar ocupa ahora ?
Juan tiene 7 caramel os. Regda 3 a su hermana. ¢Cuantos le quedan?

Tipo 3: Estado -Comparacion -Estado (ECE)

Es una dtuacion en la que se comparan dos estados e; Y €. La cantidad ¢ cuantifica la
relacion entre dichas cantidades. La Stuacion se representa mediante € diagrama

g © g5

Ejemplos

Juan tiene 8 caramelos. Tiene 5 méas que Pedro. ¢Cuantos tiene Pedro?
Juan tiene 8 caramelos. Pedro tiene dos més. ¢Cuantos tiene Pedro?

! Situaciones parte-todo. Son aquellas en las que se tiene un todo o total descompuesto en dos partes. Se
conocen dos de las cantidades y se quiere averiguar latercera.
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Tipo 4: Transformacién -Transformacion -Transformacion (TTT)

Es una stuacion parte-todo en la que @ objeto sufre una primera y después una segunda
transformacion. Las cantidades tp; y ty2 se refieren a edtas transformaciones y la cantidad t;
indicalatransformacion totd. La Situacion se representa mediante @ diagrama:

—>| |—

>
Ejemplos @

Pedro gana 5 canicas por la mafiana. Pierde 9 por la tarde. ¢(Cuéntas ha ganado o perdido
en total?

A Maria le dan 200 ptas. por la mafiana. Le vuelven a dar 500 ptas. mas por la tarde.
¢Cuanto dinero le han dado en total ?

Tipo 5: Comparacion -Transformacion -Comparacion (CTC)

Stuacion en la que s edablece una compaacion inicid ¢ entre dos cantidades,
posteriormente una de las cantidades sufre una transformacion t y, por Ultimo, ¢; representa la
comparacion entre las cantidades finales. La situacion se representa mediante d diagrama

() ®

- | | —»
o

O,

Pedro tiene 6 caramdos mas que Juan. A Juan le dan agunos mas y ahora tiene un
caramelo més que Pedro. ¢Cuantos caramelos e han dado a Juan?

Pedro tiene 5 caramelos menos que Juan. A Juan le dan dos. ¢Quién tiene ahora menos
carame 0s? ¢, Cuantos menos?

Ejemplos

Tipo 6: Compar acion -Comparacion -Comparacion (CCC)

Situacion parte-todo en la que cp1 expresa la comparacion entre una primera y una
segunda cantidad, c,»> indica la comparacion entre la segunda y una tercera cantided y c
edtablece la comparacion entre la primera y la tercera cantidad. La Stuacion se representa

mediante € diagrama

N~

—
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Ejemplos

Pedro tiene 8 caramelos més que Maria. Maria tiene 3 més que Juan. ¢Quién tiene més,
Pedro o Juan? ¢Cuantos mas?
Pedro tiene 8 caramelos mas que Maria. Maria tiene 5 menos que Juan. ¢Quién tiene més,
Pedro o Juan? ¢Cuantos mas?

En los sas tipos de sStuaciones nos encontramos con dos datos (cantidades conocidas) y

una incognita (cantidad desconocida que hay que encontrar a partir de los datos). Ahora bien,
un smple examen de los gemplos propuestos nos hace ver que dentro de cada tipo existe un
gran abanico de Stuaciones posbles con diferencias sustancides. Esas diferencias se deben a
los digtintos vaores que pueden tomar las variables de las que hablamos a continuacion.
Ademés, @ que la incognita se obtenga mediante una suma o una resta de los datos depende
de la poscion que ocupa dentro de la dStuacion y dd sentido de las transformaciones o
comparaciones que intervienen.

Por gemplo, en los problemas de tipo 2 (estado - transformacidon - estado) obtenemos

sais subtipos de problemas d consderar como dato o incognita cada una de las tres cantidades
gueintervieneny 9 lacantidad inicid crece o disminuye, como se indicaen latabla sguiente:

e t & Crece | Decrece
Casol |Dao |Dao |Incognita |*
Cas02 |D D | *
Cas03 |D I D *
Cas04 |D [ D *
Caso5 || D D *
Cas06 || D D *

Las variables que intervienen en las Situaciones aditivas son las sguientes:

Sgnificado de los nimeros. que pueden ser cardinaes, ordinaes o medidas.

Papel de los nimeros en la stuacion: pueden ser estados, transformaciones o
comparaciones.

Posicién de la incognita: la incognita puede ser € totad o0 una de sus pates (en las
Situaciones parte-todo) o bien, d términoinicid, medio o find (en las demés Stuaciones).
Sentido del término medio (situaciones Il, 1l y V): puede indicar un aumento o una
disminucion dd témino inicid (9 se trata de una tranformacion) o bien, puede indicar
gue d témino inicdd e mayor igud o0 menor que d témino find (3§ e una
comparacion).

Ejercicios

1. Resolver oralmente eindicar € tipo de cada uno de los siguientes problemas segun la clasificacion de
acuerdo con la estructura l6gicay semantica de los problemas aditivos.

a)
b)
c)
d)

Pedro tiene 37 bolas, juega una partiday pierde 18 bolas, ¢cudntas bolas tiene después de la
partida?

Bernardo juega una partida de bolas y pierde 17 bolas; después de |a partida tiene 21 bolas.
¢Cuantas bolas tenia antes de jugar la partida?

Claudio tiene 19 bolas y juega una partida. Después de la partida tiene 35 bolas. ¢Qué ha pasado en
la partida jugada?

Pablo juega dos partidas; en la primera gana 37 bolas y en la segunda pierde 18. ¢Cuéntas bolas
tiene d find?
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€) Bruno juega dos partidas de bolas, una después de otra. En la segunda pierde 17 bolas. Al fina de
las dos partidas ha ganado 21 bolas. ¢Qué ocurri6 en la primera partida?

f) Carlos juega dos partidas de bolas. En la primera partida gana 19 bolas. Juega una segunda partida.
Después de estas dos partidas,gané en total 35 bolas. ¢Qué ha pasado en segunda partida?

2.'FORMALIZACION DE LA OPERACION DE ADICION Y SUSTRACCION DE
NUMEROS NATURALES

2.1. La adiciéon de ndmeros natur ales

En las Stuaciones y problemas anteriores hemos introducido la adicion y substraccion en
e conunto de los nimeros naturdes. Puesto que sempre que sumamos dos nUmeros
naturales obtenemos otro nimero naturd, decimos que la suma es una operacion en €
conjunto de los nimeros naturales. La substraccion no es una operacion en @ conjunto de
ndmeros naturaes, pero s en € de los nimeros enteros (que incluye los nimeros negetivos).

Edtas operaciones se pueden dotar de diversos significados a partir de los cuades los
nifios pueden comprender sus propiedades bésicas, |0 que los preparara para € gprendizaje y
la comprensidn de los dgoritmos de cdculo. También se han formdizado desde € punto de
vista matemdico. A continuacion introducimos diversas formdizaciones de estas operaciones
conecténdolas cuando sea posible con las Stuaciones concretas en que se gpoyan.

Definicion recursiva de adicion (basada en |os axiomas de Peano)

Esta manera de definir la suma corresponde a uno de los aspectos del gprendizge de la
nocion de adicion por los nifios "€ seguir contado®. En la préctica se puede decir que
"Sumar es seguir contando”, mientras que restar consiste en "contar hacia atrés' (descontar).

Al estudiar los nimeros naturales vimos como se podian definir estos nimeros a partir de los
axiomas dados por Peano. A partir de élos es posible definir la adicion en forma recursiva, partiendo
de un nimero p cualquieray de su siguiente sig(p). Esta es la definicién:

p+ 0 = p paratodo nimero natura p.
p + sig(n) = sig(p+n), paratodo n diferente de cero.

En consecuencia, procedemos como sigue:

- Parasumar 1 aun nimero p setomael sucesor del nimero p: sig(p) = p+1

- Parasumar 2 setomael sucesor del sucesor, etc.

- Sesupone que se sabe sumar n a nimero p y para sumar (n+1) se tomae sucesor de n+p, 0 seaq, p
+ (n+1) = sig(p+n) = (p+n) +1.

Podemos comprobar cdmo con esta definicién encontramos la suma de dos nimeros cualquiera. Por
gemplo:

4+3= 4+ 59(2) = Sig(4+2) = S (4+sig (1) = Sig(Sig (4+1) = sg (S (4+sig (0)) =
= Sig (sig (sig (4+0))) = Sg(sig (39 (4) = Sig(9(5) = So(6) = 7.

Esdecir, 4 + 3 es & nimero que obtienes al empezar a contar desde cuatro y halar los tres nimeros
siguientes.

Definicién conjuntista:
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En d modedo de conjuntos partimos de la idea de cardind, que responde a la
pregunta basica: ¢cuantos hay? La adicion se interpreta como d cardinal obtenido a unir dos
conjuntos, como mostramos en @ siguiente esquema:

A

n(A)

N(AUB)=n(A) +n(B)=3+5=8

Definicion: Dados dos nimeros naturales a, b, se llama suma at+b a cardina del conjunto AEB,
sendo A y B dos conjuntos diguntos cuyo cardina esay b, respectivamente.

Esta definicion pone en juego dos operaciones bien digtintas:

Por una parte la operacion que se hace sobre los conjuntos (se reunen dos colecciones que no
tienen ningun elemento en comun para formar una nueva coleccion con la totalidad de los elementos
gue pertenecen a cada uno de ellos.

Por otra parte la operacion que resulta a nivel de los nimeros de elementos (cardinales) que
contienen, operacion que es la adicién de dichos cardinales.

Propiedades:

- Clausura La suma de dos nimeros naturales es otro nimero natural .
- Asocidiva (atb)+c = at(b+c)

- Commutativa: at+b = b+a

- Existencia de eemento neutro: e natural 0; at0=0+a=a " al N

Al tener la propiedad de clausura, la adicion es una ley de composicion interna en N. Esto quiere
decir que a cada par de nUmeros naturales se le hace corresponder otro nimero natural, que suele
[lamarse la suma de ambos nimeros.

También se usa @ término operacién, gque se define de una manera menos estrictay mas general
que la nocion de ley de composicion interna. Designa a cuaquier procedimiento que da lugar a
agoritmos de calculo. Se habla frecuentemente de las cuatro operaciones en N: la adicion, la
sustraccion, la multplicacion y la division entera

2.2. Lasustraccion de nUmeros natur ales

Todas las operaciones de N no son leyes de composicion interna en N: por gemplo, la
diferencia (3-5) no es un resultado en N: se dice que su caculo es imposble, por lo que la
sustraccion no es una operacion interna en N. Igua ocurre con la division entera, B cud a un
par de nUmeros naturales hace corresponder un par de nimeros bgjo la forma de un cociente y
un resto. A continuacion presentamos agunos modelos y formdizaciones de la substraccion.
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Definicidn conjuntista:

En € caso de la substraccion y s @ substraendo es menor que @ minuendo, se puede
representar mediante la operacion conjuntista de complementacion. En este caso tenemos un
conjunto A con a eementos, un subconjunto propio B con b dementos y la diferencia entre a
y b serd @ cardind dd complementario de A, es decir del conjunto A-B, como mostramos en

el sguiente esquema:
B
abef
cgh

Card(A) =8 Cafd(B)=5

‘>

'=A -B

/

Card(A-B) = Card(A)-Card(B) = 8-5 = 3

Dados b < a, de modo que hay un subconjunto propio B de b elementos

en un conjunto A de a elementos, entonces a-b = Card (B'), donde B' es @
el conjunto complementario de B respecto del conjunto A.

Ejemplo: Tengo 427 ovejas,vendo 123, ¢Cuantas me quedan? B

Definicion "sumando desconocido”

En esta definicion se parte de la operacion de adicion. La adicion es la operacion inversa
alamisma

S a < b, de modo que a + [ = b tiene como solucidén un nimero natural, entonces b-a es d "sumando
desconocido” en esaecuacion: a+ [ =b.

Ejemplo: Hoy es 17, mi cumpleaiios es € € dia 25, cuantos dias fatan?

Definicion por comparacion:

En esta definicion se nuevo se parte de la idea de conjunto, pero no se requiere que uno
de los conjuntos con los que se opera sea subconjunto propio del otro, basta con que pueda
establecerse una correspondencia del primero con un subconjunto del segundo:

Dados a < b, de modo que un conjunto A con a elementos se puede poner en correspondencia
biyectiva con un subconjunto propio A; de un conjunto B con b elementos, entonces b-a = Card(A',)

Ejemplo: En unareunion hay 87 chicosy 54 chicas. ¢Cuantos chicos hay mas que chicas?
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Definiciones de la suma y diferencia basadas en desplazamientos en la recta numérica

En este modelo los nimeros naturdes se interpretan geométricamente como distancias y
la suma puede interpretarse como la distancia totd cuando se combinan dos tramos
consecutivos. Este modelo se encuentra con  frecuencia en los libros de texto de Primaria,
como en & gemplo que reproducimos a continuacion:

__swmmwo _SUMANDO AN
" 194 e 356 S 87 |
I ] I ‘

También podemos utilizar este modelo parala substraccion, s apartir del primer
término, en lugar de avanzar en la recta numérica se retrocede.

Dados a < b, para cacular la diferencia b-a se aveces
representa el nimero b sobre larectanuméricay 0 b-a b
se desplaza dicha posicion hacia la izquierda a ——— =
posiciones. La posicion fina acanzada es €

vaor de b-a.

Se puede decir que "restar es contar hacia atrés', o ssimplemente "descontar".

Propiedades de la sustraccion en N
L as propiedades de la substraccion no son las mismas que lade la adicion, aunque los
alumnos con frecuencialas confunden. A continuacion andizamaos estas propiedades.

- No es unaley de composicion interna en N, ya que algunas “diferencias’ como 2-5 no existen en
N (a-b da un resultado negativo cuando a<b). Sin embargo, si podemos decir que la sustraccion es una
operacion en N ya que es un medio que permite calcular ciertas diferencias.

- No es commutativa, puesto que s a-b existe, b-a no existeen N, salvo s a = b, lo que sdlo ocurre
cuando a-b = b-a = 0. En una sustraccion los dos términos de la diferencia no juegan € mismo papd:
el primero, minuendo, es “pasivo” (sufre la sustraccién); e segundo, sustraendo, es “activo”, es lo que
se sustrae.

- No es asociativa, es decir que en un encadenamiento de dos sustraccion, e orden en € cual se
efectlia las sustracciones -siempre que sean posibles- influye en € resultado final.

Vemos que la sustraccion no posee algunas propiedades “agradables’ de la adicidn que proporcionan
una gran libertad en los cdlculos de las sumas. Sin embargo, tiene algunas propiedades que son Gtiles
en € ciculo mentd:

a) Cuaesguieraque sean los naturales a, b, ¢, sempre que a>b+c se tiene sempre que:
a-(b+c) = (a-b)-c.

Es decir que para restar una suma a un nimero, se puede restar sucesivamente al nimero cada término
de esta suma. Ejemplo: 38-16 = (38 — 6) — 10 = 32-10=22.

b) Cuaquieraque sean losnaturaesa, b, ¢, 9 a > b se cumple siempre;
(at+c) — (btc) = a-b;
Y siempre que a>b>c, setienetambién: (a-c) — (b-c) = a-b.
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Esto se puede enunciar diciendo que una difererencia no cambia s se suma, 0 bien se resta, un mismo
ndmero a cada uno de sus términos.

Esta propiedad es muy Util en e cdculo menta, sobre todo cuando € céculo de la diferencia pone en
juego “una llevada’, ya que permite redondear € segundo término de la diferencia, 1o que hace €
caculo méas smple: Ejemplo: 35-18 = (35+2) —(18+2) = 37-20=17.

Esta propiedad interviene también en e agoritmo de calculo en columnas de las diferencias.

3. TECNICAS DE CALCULO DE SUMAS Y RESTAS

3.1. Estrategias de obtencion de sumasy restas basicas

En nuestro amhito cultura aprendemos la tabla de sumar, y d preguntar "ocho més Sete’
0 "nueve menes tres' respondemos de inmediato y de forma automética. Otras personas o los
nifios no tienen las respuestas totdmente memorizadas y recurren a edrategias intermedias
para obtenerlas, como las Sguientes.
. Permutar términos. Preguntan "seis mas cinco” y contestamaos "'cinco més sais, once'.
Buscar los dobles. Preguntan "seis mas Sete’ y pensamos "ses mas sas, doce, mas uno,
trece’ 0 "detey Sete, catorce, menos uno, trece’.
Completar a diez o cinco. Preguntan "ocho y seis’ y pensamos "ocho y dos, diez, y cuatro,
catorce’; o preguntan "trece menos Sete€’ y pensamos "trece menos tres, diez, menos
cuatro, seis'; o0 preguntan "'dete menos tres' y hacemos "sete menos dos, cinco, menos
uno, cuatro”.
Sumar en vez de restar. Preguntan “"trece menos sais' y pensamos "seis y Sete, trece,
See' .

3.2. Técnicas orales (0 mentales) desumay resta

El cdculo menta, es decir, d que se hace Sn herramientas tdes como cdculadoras o
agoritmos escritos, se recomienda en las orientaciones curriculares y libros para profesores,
por dos razones principales’:

La primera es que durante € periodo de la llamada "matemética modernd’, se puso
acento en la judtificacion de los agoritmos, asmilando la congtruccion y comprension de una
nocién maemdica, y privilegiando @ estudio del objeto matemético y sus propiedades,
suponiendo que € resto de destrezas se adquiria por "afiedidura’. El cdculo mentd, y los
problemas de aplicacion, se consderaban como vestigios de una pedagogia obsoleta.

En la actudidad se consdera que en lugar de presentar directamente muchos conceptos y
propiedades, pueden ser utilizados y experimentados por los nifios, por medio de actividades
tradiciondmente llamadas de "cdculo mentd". De este modo, los diferentes pasos dd
agoritmo, y las propiedades de las operaciones, se pueden introducir e interpretar durante los
gercicios de cadculo mentd. Suponemos también que las sesones en clase no son para
lucimiento de los alumnos dotados, Sno se plantean discusiones, comparaciones, vaidaciones
de los diferentes méodos ensayados por los nifios, esto es, de reflexiones sobre las
justificaciones de estos méodos. Por este motivo @ caculo menta se suele llamar también
cdculo reflexivo o razonado.

2 Maurin y Johsua (1993, p.38-39)
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La segunda razon, es que, lgos de entrar en competencia con la caculadora, €
cdculo mental, asociado d gprendizgje de la etimacion, es un auxiliar recomendado, para
prever y anticipar un resultado numeérico complgjo, es d medio de control privilegiado de
errores de tecleo en la caculadora

El cAculo menta se puede poner en préctica

En las sesiones de control para verificar € conocimiento de las tablas, propiedades de las
operaciones, 9+3y3+9;, 0x87+7=10;10-7 = 2, ...

Como puesta en funcionamiento y apoyo para la introduccion de cculos escritos més
complgos, o parajudtificar y modirar |os mecanismos del agoritmo escrito;

Como anticipacion o verificacion de un resultado, durante un calculo automético;

Findmente, puede ser ocason de uso en sesiones especiales de solucion de "problemas
abiertos’, en d curso de las cudes s efectuara la puesta en comin de las soluciones
mediante la explicitacion de |os diferentes métodos redlizados por |os nifios.

La exigencia de dos ssemas de numeracion, uno ord y otro escrito, que tienen
caracterigticas diferentes, da lugar a que las técnicas de caculo asociadas a cada uno de dlos
sean también distintas y deban ser estudiadas por separado.

Las técnicas ordes se basan en la retencién en memoria de los nimeros que se operan,
asi como de los resultados de dichas operaciones. Las limitaciones de nuestra memoria exige
técnicas basadas en nimeros sencillos, que son maés féciles de recordar y operar. Por tanto, €
objetivo de dichas técnicas es "redondear”, es decir, conseguir numeros intermedios
"redondos’ que faciliten las operacionesy laretencion en memoria. Son las siguientes:

Permutar términos. Consiste en intercambiar & orden de sumandos o sustraendos®. Por
gemplo, en "ventitres mas treinta y s8is menos trece' decimos "veintitres menos trece,
diez, diez méstreintay sais, cuarentay seis'.

Suprimir o afiedir ceros. Se prescinde de los ceros findes que se vuelven a afedir
posteriormente. Por gemplo, en "ciento cincuenta mas ochentd' podemos decir "quince
més ocho, veintitres, doscientos treintal’.

Descomponer  términos. Se descompone uno O vaios términos en sumandos O
sustraendos. Por gemplo, en "quinientos ochenta y cinco menos cuatrocientos veintitres'
decimos "quinientos ochenta y cinco menos cuatrocientos, ciento ochenta y cinco, menos
veinte, ciento sesenta y cinco, menos tres, ciento sesenta y dos'. También en “"ciento
noventa y seis més ventigete' podemos decir "veintisete es ventitres mas cuatro, ciento
noventay sais mas cuatro, doscientos, doscientos veintitres'.

Compensar términos. En una suma, sumar a un sumando lo que se substrae a otro. En una
resta, sumar o restar la misma cantided a los dos términos. Por gemplo, "treinta y ocho
més cincuenta y cuatro es lo mismo que cuarenta mas cincuenta y dos, noventa y dos'.
Otro gemplo, "noventa y nueve menos cuarenta y sais, cien menos cuarenta y Sete,
cincuentay tres'.

Otras técnicas orales més particulares, como,
las técnicas de sumar (0 restar) 9: se suma (resta) una unidad a las decenas y se redta
(suma) una unidad alas unidades,

la de sumar (o restar) 11: se suma (resta) una unidad a las decenas y otra a las unidades,

€tc.

% A los términos de una suma se les [lama sumandos. En unaresta, a primer términoselellamaminuendoy a
segundo sustraendo.
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3.3. Técnicasescritasde sumay resta

Las técnicas escritas 0 dgoritmos de suma y resta se congtruyen a partir de nuestro
ssema de numeracion escrito. Un agoritmo es una suceson de reglas a gplicar, en un
determinado orden, a un nimero finito de datos para llegar con certeza en un nimero finito de
etgpas a cierto resultado. No exigen una toma de decisones sno smplemente la puesta en
marcha de un proceso que se compone de una suceson de ordenes inequivocas. Las reglas
gue congtituyen € agoritmo de la suma para dos 0 mas sumandos son:

Se escriben los sumandos uno debgo de otro de manera que las unidades de un mismo

orden de los diferentes nimeros queden situadas en la misma columna.

Se traza unaraya horizontal debgo dd Ultimo sumando.

Se suman las cifras que se encuentran en la columna de la derecha

S d resultado de la suma es menor que 10 se escribe en dicha columna debgjo de la raya
y Se pasaasumar lacolumna siguiente.

S d resultado de la suma es mayor o igud que 10 se escriben las unidades en la columna
y lacifra de |as decenas se afiade ala suma de la columna Sguiente.

Se continlia d procedimiento hasta llegar a la dltima columna El resultado de sumar la
Gltima columna se escribe integro debagjo de laraya

El nimero que aparece bagjo laraya esla suma de dichos sumandos.

Ejercicio

2. Escribe la tabla de sumar en base cinco y utilizala para realizar la sguiente suma: 1355 + 431 .
Jugtifica @ agoritmo indicando las propiedades de la adicion y las reglas del sSistema de numeracion
usadas.

Las reglas que definen d agoritmo de laresta son:

Se escribe @ minuendo y debgo € sustraendo de manera que las unidades de un mismo
orden de los dos nimeros queden situadas en la misma columna

Se traza una raya horizonta debajo del sustraendo.

En la columna de la derecha, 9 la cifra dd minuendo es mayor o igud que la dd
sustraendo se restan y € resultado se escribe en dicha columna debgjo de larayay se pasa
aredar las cifras de la columna sguiente.

S la cfra dd minuendo es menor que la del sudtraendo se le suman a la primera diez
unidades, se efectla la resta, se escribe € resultado en dcha columna debgjo de larayay
S aumenta en una unidad la cifra del susiraendo Stuada en la columna siguiente. Se pasa
aredar las cifras de la columna sguiente.

Se continta e procedimiento hasta llegar ala Ultima columna.

El nimero que aparece bgjo laraya es laresta de los dos nimeros dados.

Ejercicios

3. Redizala siguiente operacion y explicae procedimiento seguido utilizando dibujos que simbolicen
los distintos agrupamientos (representaciones graficas smulando € uso de los bloques multibasey €
abaco):

6415 — 2275
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4. Caculala siguiente suma de nimeros expresados en base 12, indicando |as propiedades de
laadicidony lasreglas del sistema de numeracion usadas.
9A57(1, +38B4 1,

5. Efectlia la siguiente sustraccién de nimeros natural es expresados en base 8, usando € algoritmo
tradicional de "restar [levando”, indicando las propiedades de larestay del sistema de numeracion
correspondiente; 74525 - 61035

Estos dgoritmos se complementan con una "cantindd’ ord. En € @so de la suma de 457
y 895 decimos, por gemplo: "Sete y cinco, doce, llevo una nueve y una, diez, y cinco,
quince, llevo una, cuaro y una, cinco, y ocho, trece’. Y en € caso de la resta 435 277
decimos. "del dete d quince, ocho, llevo una (o bgo una), Sete y una, ocho, dd ocho d trece,
cinco, llevo una, dosy una, tres, ddl tresd cuatro, una'.

3.4. Justificacion delastécnicas escritasde sumay resta

La judtificacion de los agoritmos escritos se basa en propiedades de la suma y resta e
nimeros naturdesy del sstema de numeracién escrito.

En & cao de la suma, la poshilidad de descomponer los nimeros en unidades y la
utilizacion conjunta de las propiedades asociativa y conmutativa, permite transformarla en
sumas parcides de unidades con unidades, decenas con decenas, centenas con centenas, etc.
Cuando en una de esas sumas parcides obtenemos un resultado de dos cifras quiere decir qur
esa unidad s compone de diez 0 més dementos y, por tanto, segin las reglas de nuestro
ssema de numeracion escrito, todo lo que supera la decena debe ser tradadado a la unidad
superior sguiente, lo que judtificalatécnica de lallevada.

En @ caso de la resta, las propiedades que dicen que "restar una suma es lo mismo que
restar cada uno de los sumandos’ y que "sumar una cantidad y restar otra es equivaente a
resar, en primer lugar, la segunda cantidad y sumar después la primerd’ son las que permiten
descomponer la resta globa en restas parciales de unidades con unidades, decenas con
decenas, centenas con centenas, €tc.

La judtificacion de la técnica de la llevada es agui més complga S en una columna nos
encontramos con que la cifra dd minuendo es menor que la del sustraendo esa resta parcid,
en principio, no se puede efectuar. Para sadvar € escollo podemos tomar una unidad de la
cfra dd minuendo sStuada en la columna inmeditamente dguiente (hecia la izquierda) y
tredadarla a la columna que estamos intentando restar. En esta columna esa unidad de orden
superior se trandforma en diez unidades que s suman a las ya exigentes en la cifra dd
minuendo y permiten efectuar la reta Pero ahora, d pasar a la columna sguiente nos
encontramos con que a la cifra dd minuendo hay que restarle una unidad que ya hemos
consumido en la resta parcial anterior. El hecho de que, en vez de restarle una unidad a la
cifra dd minuendo, se la sumemos a la cifra del sustraendo se basa en una propiedad de la
resa que dice que "en una resta restar un determinado nimero d minuendo equivae a sumar
ese mismo nimero a sustraendo” .

En cuanto a la parte ord de los dgoritmos de suma y resta su judtificacion viene dada por
lafluidez que producen en € desarrollo del dgoritmo. En & dgoritmo de la suma
facilita la obtencion de los hechos numéricos bésicos;
ayuda a retener en memorialallevada
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En d dgoritmo delaresta
refuerza la edrategia de "sumar en vez de resta” a la hora de obtener los hechos
numMéricos basicos,
permite modificar directamente & minuendo en funcion del tamafio dd sustraendo;
ayuda a retener en memorialallevada

Ejercicios

6. Judtifica las operaciones siguientes, indicando qué propiedades se emplean: (20+2)+(30+8)=
20+(2+ (30+8))=20+ ((30+8)+2)=20+(30+(8+2))=20+30+10=60.

7. ¢Cud de los siguientes conjuntos humeéricos es cerrado para la adicion? Si uno de ellos no es
cerrado paralaadicion, indicae por qué.

{10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, ...}

{1,2,3,4, oo 1000}

{0,3,6,9,12,18,...}

3.5. Otrastécnicas escritas de sumay resta: g emplos

a) Algoritmo extendido de suma

Ege dgoritmo evita & problema de las llevadas, pero ocupa 892
bastante més espacio en @ papd y en sumas de més de dos sumandos o 3, 3/53/33/9
de nimeros grandes puede resultar farragoso. No es de uso comin, 474 1 1
aunque agunas personas lo proponen como posble agoritmo de 12
iniciacion en laescuda 113

Y2334
b) Algoritmo de suma o resta con llevada escrita 1431

Se trata de los dgoritmos esténdares con la diferencia de que €
gpoyo oral para recordar la llevada es sudtituido por un apoyo escrito: la
llevada se escribe d comienzo de la columna dguiente, en € caso de la suma, 0 como un
superindice de la cifra del sustraendo a la que afecta, en @ caso de la resta La ensefianza de
los dgoritmos suele iniciarse con la llevada escrita acompafiada de la cantindla para producir
un doble refuerzo, ord y escrito. Posteriormente, € refuerzo escrito se abandona

c) Algoritmo deresta sin llevadas
Sea la resta 4832- 457. Tomamos un nimero formado por tantos nueves como cifras

tenga & minuendo y le restamos 457. Al resultado de dicha operacion 99909
le sumamos 4832 y d numero asi obtenido, 14374, le quitamos la 457
unidad de orden superior y se la afiadimos a la cifra de las unidades, AN
con lo que queda € nimero 4375, que es € resultado de laresta. 9542

Es un dgoritmo muy poco usado pues, aungue tiene la ventga de 4832
que no produce llevadas, darga las operaciones y U judificacion es Y3 Y
complga. Se basa en que a la resta 4832 -457 s le puede sumar y 14374

resar  nimero 9999 sn que d resultado de la resta s vea
modificado.

Tendremos entonces. 4832- 457 = 9999 + 4832- 457- 9999 = 9999- 457 + 4832- 9999.
Pero restar 9999 es o mismo que restar 10000 y sumar 1 con |lo que resultar 4832- 457 =
9999- 457 + 4832- 10000 + 1 que esd procedimiento definido en € agoritmo.
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d) Algoritmo de resta de "tomar prestado”
Aqui se hace actuar la llevada sobre  minuendo de manera que en vez de afiadir una
unidad a sustraendo se le resta d minuendo, 1o que se expresa tachando la

cifra dd minuendo y escribiendo encima de dla una cifra que sea una 4 ; é 5
unidad menor. Este dgoritmo se ensefia en muchos paises. Tiene la ventga 457
de que su judtificacion es més sencilla que la del nuestro, pero a cambio 4 3 3 3

deben estudiarse como casos especiales aguellos en los que dguna cifra del /2/43/;/45

minuendo sea cero mientras que nuestro agoritmo No genera excepciones.
Actudmente, en muchas escudlas espafiolas s empieza enseflando este
agoritmo para pasar después d dgoritmo tradiciond.

Ejercicios

8. Efectla las operaciones siguientes en las bases que se indican, empleando € agoritmo de llevada
escrita:

a) 10111, + 1101,

b) 11001, - 1011,

C) 42531765 + 32476154

d) 20555 —1267

9. Completar lasumay laresta“con huecos’ siguientes:

a) (@15 + (19 ) =764

b) 115 - (45_)=346

10 ¢En qué base b se haredlizado la siguiente suma: 437, + 465, = 1013, ?

Ejercicios

11. Describir la estrategia seguida en |os g emplos siguientes:
a) 371 + 634 =1000 +1+4
b) 615 -234: (615-200), 415, -34, (415-30), 385, -4, 381.
C) 73-27:53-7,56 - 10, 46

3.6. Uso dela calculadora en la solucion de problemas aditivos®

Desarrollar las técnicas de cdculo escrito y menta es indispensable, pero € papel de las
cdculadoras de boldllo smples no se debe descuidar en estos primeros niveles de
gorendizgje matematico. Parece dificil evitar € encuentro con estas herramientas que han
hecho su agparicion en cas todos los hogares. En lugar de ver en dlas un enemigo de las
técnicas de cdculo mental o escrito, seria preferible tratar de hacer de la caculadora un adiado
que puede ser beneficioso.

En primer lugar, después de una fase de descubrimiento del teclado del aparato y de sus
comandos, se toma conciencia de que d formdismo que se utiliza durantes los caculos

* Mauriny Johsua (1993, p.41)
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exritos es también una herramienta de comunicacion con la mégquina que no "comprende’
SN0 escrituras correctas.

Mientras que € funcionamiento de la caculadora se domina d nivel de los cdculos de
sumas, £ puede convertir en una herramienta que permita d nifio verificar la vaidez de un
cdculo y de tener una autonomia mayor en su aprendizae de las diferentes técnicas de
cdculo. Contrariamente a lo que se podria pensar, eto no le quitara € compromiso de
gprender a cacular. Ademés, se pueden organizar concursos en la clase sobre caculos smples
para mostrar que un dumno que domine bien € cadculo menta es capaz, en muchos casos, de
cacular més deprisa que la méguina, que depende de la habilidad manua de su operario.

Por otra parte, durante la resolucion de ciertos problemas, si € objetivo es trabgjar sbre
la reacion entre la dtuacion descrita por @ enunciado y la deccion de las operaciones a
redizar, se podra autorizar € uso de la cdculadora para permitir a los aumnos consagrarse
enteramente a su tarea de reflexion.

De igud modo, se pueden hacer gercicios de investigacion con ayuda de la caculadora,
lo que puede favorecer @ descubrimiento de ciertas relaciones entre los nimeros d edtar
liberado del aspecto fadtidioso de las largas series de clculos y de tanteos que harian
imposible  gercicio, como ocurre en este caso:

Encontrar tres enteros sucesivos cuya suma seaigua a48.

Se pueden abordar agunas cuestiones sobre € orden de magnitud de un resultado,
cuestion importante y ddicada, que también se puede abordar bgo la forma de juego como €
dguiente:

S sumo 19, 23y 18, ¢se obtiene un resultado mayor que 50? Verificalo.

Problemas como los sguientes: 35+ ?=73;, 035+ ?= 28 (dn solucion en N), pueden
también ser abordedos y conducir, después de una fase de invedtigacion suficiente y
frecuentemente muy activa, a descubrimientos insospechados.

Cuedtiones como la dguiente: “Teclear 7, a continuacion, sn pulsar la tecla de borrar,
hacer que aparezca en la pantdla 17 y explicae cdomo se logrd’, son también gercicios
excdentes sobre la numeracion, que la herramienta transforma en seson activa y dindmica
para todos los aumnos.

Como concluson podemos decir que la caculadora tiene de hecho su lugar desde los
ciclos inicides de primaria, bien como Util de auto-evaduacion de ciertos cdculos, bien como
herramienta que permite unareflexion apartir de los caculos.

12. Empleando la funcion constante de la calculadora redliza las siguientes actividades
a) Cuenta de uno en uno, desde 0 hasta 50

b) Cuentade 2 en 2 desde 0 hasta 80

C) Cuentade 7 en 7 desde 0 a91

d) Cuenta hacia atrés de 6 en 6 desde 60 hasta 0; anota € nimero 6 restado.

€) Cuenta hacia atrés de 3 en 3 desde 75 hasta 0; anota €l nimero de 3 restado
f) Cuenta hacia atrés de uno en uno desde 25 hasta 0

13. @) Cacula273 - 129 9n usar lateclade restar; b)Calcula 273 + 129 sin usar latecla de sumar
14. Cdcular @ vaor exacto de la siguiente suma: 1234567890123456789 + 135714468012345678

15 . Cdculad valor exacto de la siguiente sustraccion: 1357901234567890 - 1234567890246805
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4. TALLER DE MATEMATICAS

1. Cdculalas sguientes sumas.
1+11=
1+11+111=
1+11+111+1111=
¢Cud esd patron que sguen?
¢Cuantos sumandos tiene la expresion en laque fdlad patron por primeravez?

1. El moddo de conjuntos para la adicion se puede visudizar con maerides manipulativos,
0 con configuraciones puntuaes, tales como los nimeraos triangulares Tn:

T1=1 T2=3 T3=6 T4=10...
* * * *

* % * % * %
*k*k *k*k

*k*k*%k

a) ¢Puedes escribir  nimero triangular T10?

b) ¢Puedes encontrar una expresion generd parae nimero triangular Tn?

C) ¢Puedes mostrar que la suma de dos nimeros triangulares consecutivos es un nimero
cuadrado (es decir @ cuadrado de un nimero natural)?

3. Te proponemos redlizar la siguiente actividad:

a Dibuja cuaro caslllas poniendo en cada una un nimero [3 [18 [7 [100]
natural |15 |11 |93 |97 |
b. En las tres primeras casillas de la 22 fila pon la diferencia de 4 [82]4 |82 ]

los dos nimeros en las dos casillas encima de dla [ ] [ ] ]
c. En la Ultima cadlla de cada fila pon la diferencia entre los
ndmeros en laprimeray Ultima caslla de lafilaanterior
d. Repite € proceso afladiendo mas filas. Se acaba la actividad
9 conggues unafila con todos ceros.
¢Crees que siempre se acabara este juego?
¢Puedes encontrar 4 nimeros para poner en la primera fila de modo que se acabe en un
solo paso? ¢en ocho pasos?

4. Debgjo te presentamos una tbla de sumar incompleta donde las filas y columnas se han
permutado unas con otras. ¢Eres capaz de reconstruirla?

+ |5 2 3
3
18
12

5 6
0 0

8 14
5

3

8 16
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5. ¢Por qué s a un nimero cudquiera le restamos la suma de todas sus cifras se obtiene un
multiplo de 9? ¢Y 9 @ nimero estuviese escrito en una base diferente de numeracion, por
gemplo en base 5?

6. ¢COmo podrias medir 1 litro de aceite § Slo tienes dos recipientes, uno de 7 litros y otro
de cuatro?

7. S s necestan 600 cifras para numerar las paginas de un libro. ¢Cuantas paginas tiene €
libro?

8. Efectlialas sguientes operaciones en las bases que se indican:

12234

30324 al0a91 72678 24560812
+ 1234 +7654(11 - 5671 - 1964291>
Y2 31343, SR /X Y303y

9. Una persona efectla la resta 482 -153 de esta manera 282 + 47 = 329. ¢Es un
procedimiento correcto?

10. A continuacion se redizan dgunas operaciones utilizando técnicas ordes. Indica en cada
caso las téenicas utilizadas.
a) 1573- 628, mil quinientos setenta y tres menos seiscientos, novecientos setenta y
tres, menos veinte, novecientos cincuenta y tres, novecientos cincuenta menos Cinco,
novecientos cuarenta'y cinco.
b) 197 + 322 + 38, trescientos treinta y treinta, trescientos sesenta, mas doscientos,
quinientos sesenta, menos tres, quinientos cincuentay Sete.

11. En una suma de dos términos ¢entre qué vaores puede variar la llevada? ¢Y en una suma
de tres términos? ¢Yen una de cuatro? ¢Y en una resta? ¢Y en una multiplicacion? ¢Y en una
divison?

12. Utilizad dgoritmo de restasin llevadas pararestar 17829 de 34234.
13. Resuelve los siguientes problemas de sumas y redtas. Indica, en cada caso, los vaores de

las varidbles que intervienen en la Stuacion y d tipo de Stuacion. Cuando intervengan varias
operaciones en un mismo enunciado estudidas por separado.

a) Los padres de Julia tienen 93.645 pesetas para los gastos de la casa durante € mes. Al
find de meshan gastado 81.436 pesetas. ¢Cuanto han ahorrado?

b) Pedrotiene 12 afiosy Maria 8. ¢Cuantos afios se llevan?

¢) Un nifio compro 15 chicles, perdio 7'y le regaaron 4. ¢Cuantos chicles tiene ahora?

d) Ignacio tiene 50 cromos més que Fernanda, que, a su vez, tiene 20 cromos Menos que
Adda, lacuad tiene 80 cromos. ¢Cuantos cromos tienen Ignacio y Fernanda?

€) Luisa tiene 20 canicas de crigta y Carmen 15 canicas de barro. Al juntar sus canicas con
las de Alberto habria 60 canicas en totd. ¢, Cuantas canicas tiene Alberto?
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f) A un partido de baoncesto asisten 526 socios del club local y 2.513 espectadores
no socios. ¢Cuantos espectadores en tota presencian € partido?

g Andrés mide 9 cm. més de dto que su hermano Julio y 5 cm. menos que su hermana
Sofia. ¢Qué diferencia de dtura hay entre Sofiay Julio?

h) Eva tiene 2.000 pesetas més que Gloria. Gloria se gasta 500 ptas. ¢Quién tiene ahora mas
dinero? ;Cuanto més?

i) Ladistancia de mi casa ala de un amigo es de 459 m. Salgo de mi casa 'y recorro 197 m.
de esadigtancia. ¢Cuantos metros me fatan parallegar alacasade mi amigo?

14. Encuentra un nimero capicla de 5 cifras sabiendo que € resultado de restar a dicho
nimero € que se obtiene suprimiendo la cifra centra es 12400.

15. Para efectuar una resta a - b se puede ®guir d Sguiente procedimiento: se escribe un
nimero que tenga tantos nueves como cifras tenga € minuendo a, a ese nimero <e le resta €
sustraendo b y, poderiormente, d resultado 2 le suma € minuendo a; ad resultado asi
obtenido se le suprime la cifra Stuada més a la izquierda, que sera un 1, y esa cifra se le suma
alas unidades. El nimero asi obtenido resulta ser la diferenciaa-b. Justifica por qué.

16. Resudve |os problemas que se enuncian a continuacion utilizando métodos aritméticos.

a) Un pedre de tres hijos degjé en herencia 1600 coronas. El testamento precisaba que €
primogénito debia recibir 200 coronas més que & segundo, y € segundo 100 coronas mas
que € ultimo. ¢Queé cantidad recibié cada uno de los hijos?

b) En una cga hay € doble de monedas que en otra. S se pasan 7 monedas de la primera
a la segunda cga, quedan en ambas d mismo nimero de monedas. ¢Cuantas monedas
teniad principio cadacga?

¢) Un hombre debe llevar un mensge a través del desierto. Cruzar € deserto lleva nueve
dias. Un hombre puede llevar Unicamente dimento para 12 dias. No hay adimento en €
lugar donde debe dgarse @ mensge. Se dispone de dos hombres. ¢Puede llevarse d
mensgey volver Sn que fate dimento?

d) Un aeroplano recorrié 1940 km € primer dia, & segundo recorrié 340 km mas que
primero y € tercero 890 km menos que entre los dos anteriores. ¢Cuantos kilémetros
recorrié € aeroplano en tota?
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C: Conocimientos Didacticos

1. ORIENTACIONES CURRICULARES

El dominio de los "hechos numéricos basicos' (las tablas de las operaciones aritméticas)
implica que los nifios puedan dar una respuesta répida sn recurrir a medios no eficientes,
como d recuento. Este gprendizge, para d caso de la suma y la resta comienza desde d
pr| mer nivel, pero debe continuar en segundo curso y requiere, de parte del maestro:

Ayudar a los dumnos a desarrollar una solida comprenson de las operaciones y de las

relaciones entre |os nUmeros.

Desarrollar técnicas eficientes de recuerdo de los hechos numéricos.

Proporcionar préctica suficiente en @ uso y seleccion de dichas técnicas.

El profesor debera ser capaz de ayudar a los nifios a conectar los diversos significados,
interpretaciones y relaciones de las operaciones aritméticas (adicion, sustraccion), de manera
gue puedan usarlas de manera eficiente en los contextos de la vida red. Los problemas
verbades y los moddos gréficos o tangibles (conjuntos de fichas y la recta numérica) son las
dos herramientas bésicas que tiene d maestro para ayudar a los nifios a desarrollar d
dgnificado de las operaciones. Los problemas verbaes proporcionan una oportunidad de
examinar los diversos sentidos de cada operacion. Su uso en la clase debe hacerse en un
ambiente de indagacion, permitiendo a los nifios usar sus propias técnicas y judificar sus
soluciones.

En la actualidad la disponibilidad de caculadoras y ordenadores nos libera de la
redizacion de cdculos penosos, pero d mismo tiempo lleva a conceder més importancia d
desarollo del sentido de la pertinencia y raciondidad de los resultados. Por dlo la ensefianza
de diversss edrategias de cdculo mentd y de edtimacion figura como un objetivo en los
diversos curriculos de mateméticas bésicas. El estudio de los agoritmos tradiciondes de
caculos de las operaciones aitméticas, no debe ser un obstaculo para que los aumnos
desarrollen sus propias edtrategias. La enseflanza se debe apoyar en las edtrategias inventadas
por |os propios aumnos por las Sguientes razones:

Favorecen lacomprensién del sstema de numeracion decimd.

Se basan en la comprensién de |os estudiantes.

L os aumnos comenten menos errores cuando usan sus propias estrategias.

Promueven @ pensamiento matemético, ya gque son un gemplo dd "hacer mateméticas'

1.1. Disefio Curricular Basedel MEC
El Decreto i MEC (BOE 26-6-91) por d que se establecen las ensefianzas minimas
del &ea de mateméticas en la educacion primaria etablece las sguientes indicaciones para €
bloque temético de "NUmMeros y operaciones':
Conceptos.
1. Lasoperaciones de suma, restay sus agoritmos.
2. Reglasde uso de lacaculadora
Procedimientos
1. Explicacion ora dd proceso seguido en la redizacion de cdculos y en la resolucidon
de problemas numéricos u operatorios.
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2. Edimacion dd resultado de un clculo y vaoracion de S una determinada
respuestas numeérica es 0 o razonable.

3. Elaboracion de estrategias persondes de cdculo mental con nimeros sencillos.

4. Utilizacion de la cdculadora de cuatro operaciones y decison sobre la conveniencia o
no de usarla atendiendo a la complgidad de los @Aculos y a la exigencia de exactitud
de los resultados.

Actitudes

1. Confianza en las propias capacidades y gusto por la eaboracion y uso de edtrategias
personaes de cdculo mentd.

2. Gugo por la presentacion ordenaday claradelos caculosy de sus resultados.

Edas orientaciones curriculares s2 desarrollan en e DCB (Documento Curricular Base,
MEC, 1989), donde se indica que, a findizar la Educacion Primaria, los dumnos habran
desarrollado la capacidad de:

1. ldetificar en su vida cotidiana dStuaciones y problemas para cuyo tratamiento se
requieren operaciones dementdes de cdculo (suma, resta), discriminando la
pertinencia de las mismasy utilizando |os agoritmos correspondientes.

2. Utilizar ingrumentos de cdculo (caculadora, &aco, ... ) y medida (regla, compas,
etc.) decidiendo, en cada caso, sobre la posble pertinencia y ventgas que implica su
uso y sometiendo |os resultados a unarevison sstemética

3. Eldborar y utilizar edrategias persondes de cdculo mental para la resolucion de
problemas sencillos a partir de su conocimiento de las propiedades de los sstemas de
numeracion y de los agoritmos de las cuatro operaciones basicas (suma, resta).

En d desarollo dd blogue temético sobre "NUmeros y operaciones’ d DCB incluye las
sSguientes orientaciones curriculares.

Hechos, conceptosy principios
3. Las operaciones de suma, resta.
Situaciones en las que intervienen etas operaciones. la suma como union, incremento;
la resta como disminucion, comparacion, complemento
Laidentificacion de las operaciones inversas (sumay resta).
Simbolos de |as operaciones
5. Algoritmos de | as operaciones.
Algoritmos para efectuar |as operaciones con nUmeros naturales.
Jerarquia de las operacionesy funcion de los paréntesis.
Algoritmos para gplicar lasumay restaa caculo del tiempo y de ahgulos.
Reglas de uso de la calculadora.

Procedimientos

9. Utilizacion de diferentes edrategias para resolver problemas numéricos y  operatorios
(reducir una Stuacion a otra con nimeros més sencillos, gproximacion mediante ensayo y
eror, condderar un mismo proceso en dos sentidos -hacia addante y hacia arés
dternativamente, etc.).

10. Explicacion ora dd proceso seguido en la redizacion de caculos y en las resolucion de
problemas numéricos u operatorios.

11. Representacion  matemética de una dtuacion  utilizando  sucesvamente  diferentes
lenguajes (verba, gréfico y numérico) y estableciendo correspondencias entre los mismos.

12. Decision sobre la conveniencia 0 no de hacer caculos exactos o agoroximados en
determinadas situaciones vaorando € grado de error admisible.

250



Adicion y sustraccion

13. Edimacion del resultado de un cdculo y vaoracion de S una determinada respuesta
numérica es o no razonable,
14. Automatizacion de los dgoritmos para efectuar las cuaro operaciones con nUMeros
naturales.
15. Automatizacion de los agoritmos para efectuar las operaciones de suma y resta con
ndmeros decimales de hasta dos cifras'y con fracciones deigua denominador.
16. Elaboracion de estrategias personaes de cdculo menta
Suma, resta
Utilizacién de la compogicion y descomposicion de nimeros, de la asociatividad y de
la conmutatividad para elaborar estrategias de caculo mentd.
17. Identificacion de problemas de la vida cotidiana en los que intervienen una o vaias
operaciones, distinguiendo |a posible pertinenciay aplicabilidad de cada una de ellas.
18. utilizacion de la cdculadora de cuatro operaciones y decison sobre la conveniencia 0 no
de usala aendiendo a la complgidad de los cdculos a redizar y a la exigencia de
exactitud de |os resultados.

Actitudes, valoresy normas

1. Rigor en la utilizacion precisa de los simbolos numéricos y de las reglas de los sisemas de
numeracion, e interés por conocer edrategias de cdculo didintas a las utilizadas
habitua mente.

2. Tenacidad y perseverancia en la busqueda de soluciones a un problema.

3. Confianza en las propias capacidades y gusto por la eaboracion y uso de estrategias
personaes de clculo mentd.

4. Gusto por la presentacion ordenaday clarade los cdculosy de sus resultados.

5. Confianzay actitud criticaen @ uso de la caculadora.

1.2. Principiosy Estandares parala Matemética Escolar (NCTM 2000)

Para los grados K-2 (Infantil y primer ciclo de primaria)  NCTM (2000) propone los
estdndares siguientes.
- Comprender los significados de las operacionesy las relaciones entre ellas
Comprender las diversos sgnificados de la adicion y sustraccion de nimeros naturales
y las relaciones ente | as dos operaciones.
Comprender los efectos de la adicion y susbraccion de nimeros naturales.
Comprender las Stuaciones que implican multiplicacion y divisén, como son las de
agrupamientos de colecciones de objetos de igua cardind y reparto equitativo.
- Calcular de manera fluida y hacer estimaciones razonables
Desarollar y usar edrategias de caculo con nimeros naturales, particularmente sobre
laadicion y sudtraccion.
Dominar las tablas de sumar y restar
Usar una variedad de méodos y herramientas de caculo, incluyendo objetos, cadculo
mental, estimacion, papd y 14piz y cdculadoras.

Ejercicio:

1Andizar las diferencias y semganzas en las orientaciones curriculares siguientes respecto del
estudio de los nimeros naturales y la numeracion,

- Disefio Curricular Base del MEC

- Las orientaciones curriculares de tu Comunidad Auténoma
- Principios y Esténdares 2000 del NCTM.
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2. DESARROLLO COGNITIVO Y PROGRESION EN EL APRENDIZAJE

El conocimiento de la suma y resta de nimeros naturales debe organizarse arededor de
las Sguientes facetas 0 componentes:
. los hechos numéricos béasicos (tablas de sumar y restar)
las técnicas ordes de cdculo
|las técnicas escritas de caculo
las propiedades més importantes de dichas operaciones
las situaciones en las que @ uso de dichas operaciones es pertinente.

Por tanto, cuaquier propuesta de enseflanza de la suma y la resta debe atender d
desarrollo de estos aspectos del conocimiento. De esta manera, y a costa de dmacenar més
informacion en nuestro cerebro, podemos abreviar 10s procesos de recuento. S tenemos que
averiguar @ cardind de una coleccion de objetos que se compone de partes que ya estan
cuantificadas no serd necesario efectuar un nuevo recuento, bastard con poner en accion
nuestro conocimiento de los hechos numéricos de la suma, de las técnicas de cdculo
asociadas a esa operacion y del hecho de que esa operacion es adecuada para resolver esa
Stuacion.

La experiencia de que s una coleccion se compone de una parte de tres objetos y otra de
cinco objetos, en tota habra ocho objetos, es la que permite decir que "tres més cinco son
ocho" en determinadas culturas, en particular en la nuestra. Dd mismo modo, la congatacion
continua de que d cardind de un conjunto de tres elementos d que se le afiaden dos es €
mismo que € cardind de un conjunto de dos elementos d que e le afiaden tres, nos lleva a la
propiedad conmutetiva de la suma, etc. Pogsteriormente, & conocimiento de los hechos
numéricos basicos de suma y resta asi como de sus propiedades permite congruir técnicas de
cdculo formaes dedigadas de |las Stuaciones que justifican dichos cdculos.

2.1. Desarrollo delastécnicas de recuento abreviado

Los nifios van dando sSgnificado a la suma y la resta a través dd planteamiento y
resolucion de las Stuaciones aditivas. Pero en un primer momento, € desconocimiento de la
tabla de sumar y restar impide a los aumnos resolver estas Stuaciones mediante sumas 0
restas, necesitando recurrir a recuento. El hecho, congtatado una y otra vez por medio de
recuento, de que S tenemos tres objetos y afiadimos dos més tendremos cinco objetos en total
es lo que permite decir d nifio, en una fase posterior y sin necesidad de recuento, que tres més
dos son cinco.

Ahora bien, @ paso dd recuento d conocimiento de las tablas no es inmediato, Sno que es
un proceso paulaino con etgpas intermedias que en € caso de la suma, detdlamos a
continuadion:

Recuento de todos. El nifio representa las dos colecciones de objetos de las que habla la

stuacion mediante dgun tipo de materid (dedos, paotes, fichas, objetos diversos), las

juntay lo vuelve a contar todo de nuevo.

Recuento de todos haciendo énfasis en e primer sumando. El nifio recita los nimeros

hasta llegar d primer sumando (Sn congruir una coleccion de objetos que represente ese

sumando) y continlla contando la coleccion de objetos que representa d segundo
sumando.

Recuento de todos haciendo énfasis en el sumando mayor. Lo mismo que en € caso

anterior, pero eigiendo como primer sumando & sumando mayor .
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Recuento a partir del sumando mayor. El nifio construye una coleccién de objetos que
representa el sumando menor y la cuenta partiendo del sumando mayor .

En € caso de la resta ho nos encontramos con una secuencia de edrategias de recuento
gue evolucionan en d tiempo, pasandose de unas a otras, Sno con edrategias de recuento
diferentes en funcion de la Situacion que se propone y que pueden ser Smulténess.

. Recuento de lo que queda. Se utiliza en sStuaciones de ETE (estado, transformacion,
edado) en las que d conjunto inicid se le quitan dementos. Consste en representar
mediante objetos € conjunto inicid, quitar los dementos que indica la trandformacion y
volver acontar o que queda.

Recuento hacia atras. Se utiliza en las mismas Stuaciones que @ caso anterior y condste
en contar hacia atrés desde @ minuendo tantas veces como indica @ sustraendo
(representado mediante una coleccion de objetos, frecuentemente dedos). Esta técnica se
utiliza poco por la dificultad que supone paralos nifios contar hacia atras.

Recuento de la diferencia. En las situaciones de ECE (estado, comparacion, estado) en las
gue la incognita es € término de comparacion, se congtruyen los dos conjuntos, se
emparglan y se cuentan |os objetos que quedan sin pargja.

Recuento desde e sustraendo hasta el minuendo. Se usa en las mismas Situaciones que €

cas0 anterior y consste en contar desde € sustreendo hesta d minuendo llevando la
cuenta con una coleccién de objetos (generdmente dedos) de las paldbras que se dicen.

Posteriormente, se cuenta la coleccidn de objetos.

Edas edrategias s superan cuando € nifio memoriza las tablas 0 desarrolla técnicas
mentales (cAculo de dobles, complemento a cinco o a diez, sumar en vez de redtar, eic.) para
obtenerlas con rapidez.

2.2. Desarrollo de la comprensién de situaciones aditivas

Con respecto a la estructura |6gica de la situacion

Se observa que las dificultades de los nifios a la hora de afrontar una Stuacion aditiva
dependen en gran medida de la edructura logica de la dStuacion y de la poscion de la
incognita. Una gradacidn de menor amayor dificultad podria ser lasiguiente:

- EEE (con la incognita en € estado find 0 en uno de los parcides) y ETE (con la incognita
en d estado find o latransformacidon).

- ECE (con laincdgnitaen latrandformacién o en € primer término de la comparacion).

- ETE (con la incognita en € estado inicid y ECE (con la incognita en  segundo término
de la comparacidn).

- TTT (cuando las tres transformaciones tienen € mismo sentido).

- TTT (cuando las transformaciones tienen diferente sentido)

- CTCyCCC.

Con respecto al grado de contextualizacién de la situacion

Se observa que los nifios entienden meor las Stuaciones aditivas cuanto més
contextudizadas estdn. La cladficacion de las dtuaciones en funcion de un mayor a menor
grado de comprensidn de las mismas y, por consiguiente, de una mayor a menor capacidad de
resolver con éxito, serialasiguiente:

Situacion que se refiere amateriales presentes en € aulay con € nifio como actor.
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Situacion hipotética contextudizada, con materid a digposicion dd nifio para que
pueda efectuar una representacion smbdlica.
Situacion hipotética contextudizada, Sn materid a digposicion dd nifio. En una primera
fase @ nifio recurre a los dedos o a dibujo de paotes para efectuar los recuentos
necesarios. En una segunda fase recurre atécnicas de clculo orales o ecritas.
Situacion formd, es decir, Situacidon en la que se pregunta Sn més por d resultado de una
suma o resta sin referirlo aninglin contexto fisico o socid.

Los tres primeros tipos de Stuaciones se engloban en la caegoria de situaciones
concretas -Stuaciones con un mayor 0 menor grado de contextuaizacion-, en oposicién a las
Stuaciones formaes 0 no contextualizadas.

Con respecto al tamario de los datos

A los nifios les resulta més dificil interpretar correctamente una Stuacion aditiva cuanto
mayor es € tamafio de los nimeros que intervienen en ela Se han redizado experiencias en
las que s ha pedido a grupos de nifios que resudvan la misma Stuacion, una vez con
nimeros pequefios y otra con numeros grandes, observandose que € porcentge de
resol uciones correctas disminuye sensblemente en @ segundo caso.

2.3. Erroresen la gecucion delosalgoritmos escritos desumay resta

Los errores més frecuentes que cometen los nifios a redizar los dgoritmos son los
Sguientes
a) De colocacion de los numeros. Judtifican los nimeros a derecha en vez de hacerlo a
izquierda 0 no hacen coincidir las columnas de las cifras dd primer nimero con las columnas
dd segundo.

2 3 2
+ 4 5
6 8 2

b) De orden de obtencién de los hechos numéricos basicos. Empiezan a sumar o restar por la
columna de la izquierda y avanzan hacia la derecha Ede eror viene favorecido por la
tradicion de ensefiar primero € agoritmo sin llevadas, dejando la introduccion de las llevadas
para una segunda fase.

c) De obtencion de los hechos numéricos basicos. Se equivocan en los resultados de la tabla
de sumar o restar.

d) De resta de la cifra menor de la mayor. Resan la cifra menor de la mayor gn fijarse 9
corresponde a minuendo o a sustraendo.

5 4 2
- 3 7 8
2 3 6

€) De colocacién de un cero. Cuando la cifra dd minuendo es menor que la cifra ded
sustraendo ponen como resultado & nimero cero.

5 4 6
- 3 7 3
2 0 3
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f) De lugar vacio. Ante un lugar vacio, no completan la operacion u olvidan lallevada.

5 8 6 5 4 6
- 5 4 - 5 4
3 2 5 9 2

g) De olvido de la llevada. No incorporan lallevada ala columna sguiente,

h) De escritura del resultado completo. Cuando a operar una columna obtienen un nimero de
dos cifras o escriben completo en € resultado.

3 6
+ 5 6
8 1 2

Ejercicio 2: Diagnéstico de competencias en la realizacion de sumasy restas formales orales

En la tabla siguiente se incluye una relacion de tareas aditivas que se pueden usar para @ diagnéstico
de las competencias de los alumnos de ler curso de primaria en la realizacion ora de sumasy restas
formales. Utiliza esta pauta con agun nifio de dicho nivel e identifica las tareas que supongan mayor
dificultad.

Cada una de las operaciones siguientes puede plantear se como una suma (3+5= ), unareda(85=
), lainversa deunasuma (3+ =8), lainversadeunaresta (8- =3), una descomposicién en suma
(8=3+ ), ounadescomposicién enresta (5=8- ). Debenresolverse utilizando fichas, el abaco u otro
material, salvo cuando los nifios son capaces de dar el resultado mentalmente y en poco tiempo.

1. Operaciones con términos y resultado menor o igua que cinco (operaciones que se abarcan con una
sola mano)
1+1=2; 1+2=3; 1+3=4; 1+4=5, 2+2=4; 2+3=5.

2. Operaciones con términos y resultado menor o igual que diez (operaciones que se abarcan con las
dos manos)

- Dedobles 1+1=2; 2+2=4; 3+3=6; 4+4=8; 5+5=10.

- De complementos a cinco por defecto o exceso: 1+4=5; 2+3=5; 5+1=6; etc.

- De complemento a diez por defecto: 1+9=10; 2+8=10; 3+7=10; 4+6=10; 5+5=10.

- De operaciones en generd: 1+6=7; 1+7=8; 1+8=9; 2+4=6; 2+6=8; 2+7=9; 3+4=7; 3+6=9.
3. Operaciones con términosy resultado menor o igud que 20:

- Dedobles. 6+6=12; 7+7=14; 8+8=16; 9+9=18; 10+10=20.

- De complementos adiez por exceso: 10+1=11; 10+2=12; 10+3=13; 10+4=14; eic.

- De complementos a quince por defecto o exceso: 14+1 =15; 13+2=15; 12+3=15, 11+4=15; €ic.

- De complementos a 20 por defecto: 19+1=20; 18+2=20; 17+3=20; etc.

- De operaciones en generd: 1+11=12; 1+12=13; ...; 8+11=19.
4. Operaciones con términos y resultado menor o igual que cien:

- De decenas con unidades. 20+7)27;, 60+2=62=; 30-4=26; 50-1=49, €tc.

- De decenas con decenas: 30+40=70; 60-50=10; etc.

0 Dobles 10+10=20; 20+20=40; 60-30=30; €tc.
0 Complementos a 100: 10+90=100; 20+80=100; 30+70=100; €tc.
- De decenas y unidades con decenas. 47+20=67; 55-10=45; 40-13=27; €tc.
- Restar todas las decenas; 32-30= 2; etc.
- De decenas y unidades con unidades:
- que no sopresan la decena: 45+3=48; 45-3=42; etc.
- qQue sobrepasan la decena: 45+7=52; 45-7=38; etc.
- De decenas y unidades con decenas y unidades:
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- Dobles; 11+11=22; 12+12=24; 25+25=50; €fc.
5. Operaciones con términos menores o iguales que cien y resultado mayor que cien:
- De decenas con decenas: 60+70= 130; etc.
- Dobles: 60+60=120; 70+70=140; €tc.
- De decenas y unidades con decenas. 77+50=127, etc.
- De decenas y unidades con unidades: 98+6=104; etc.
- De decenas y unidades con decenas 'y unidades.
6. Operaciones con términos menores o iguaes que mil.

3. SITUACIONES Y RECURSOS

En concordancia con € apartado anterior, haremos una propuesta de ensefianza con dos
secuencias didécticas pardelas la via de las dtuaciones aditivas concretas y la de las
gtuaciones aditivas formaes. La primera es necesaria para establecer d sentido o significado
de las operaciones, que viene asociado a las Stuaciones que resuelve, y también para judtificar
los hechos numéricos basicos y las técnicas de cdculo. La segunda es necesaria para
consolidar lamemorizacion de lastablas y lastécnicas oraesy escritas.

3.1. Secuencia didactica de introduccion de la sumay resta de nimer os natur ales

Para conseguir los objetivos didacticos, tendremos que plantear a los nifios diferentes
Stuaciones aditivas para que, a través de los recuentos, vayan construyendo las operaciones
de suma y resta. Edtas Stuaciones deben variarse recorriendo los problemas de combinacion,
cambio y comparacion, asi como las diferentes posiciones posbles de la incognita S no se
usae eda variedad de problemas, los nifios decidirian que la operacion que resuelve €
problema es una suma porque gparece la paabra 'totd' o la paabra 'mé& o porque en d
enunciado se habla de 'me dan', 'me regdan, etc.; 0 una resta porque Se pregunta ‘cuanto
queda, o aparece la paabra'menos, o se habla de 'quitar’, etc.

Es también necesrio plantear sumas y restas formales, es decir, descontextudizadas
(por gemplo, 5+ 9, 14 - 5, 25 + 2, etc. ), para que los nifios adquieran técnicas orales (y
posteriormente, escritas) de suma y resta. Es la posesion de estas técnicas [0 que convierte en
interesante la decisén sobre cud es la operacion que resuelve un problema. Decidir s un
problema se resuelve mediante la suma 47 + 10 o la resta 47 - 10 es una cuedtion dificil que
exige tomar en condderacion diferentes aspectos de la stuacion. A un nifio no le merece la
pena plantearse una cuestion tan complga s no tiene una técnica que le permita efectuar con
rapidez la operacion degida En ese caso es més comodo representarse la Stuacion con dgun
tipo de materia y hacer directamente |os recuentos necesarios.

En d primer caso, @ nifio tiene que resolver los problemas de manera auténoma,
recurriendo, en un principio, a la representacion con materides y € recuento. La findidad de
edas tareas es que las edrategias inicides de recuento evolucionen (d ritmo del nifio) y que, a
medida que se consolidan las técnicas de suma y resta, la base experiencia adquirida por €
dumno en la resolucién de esas Stuaciones le permita decidir qué operaciones resuelven €
problema

En d segundo caso, se trata de efectuar sumas y restas que inicialmente se resolveran por
medio de recuentos. Pero conviene hacerles evolucionar cuanto antes hacia edrategias més
rgpidas. Para dllo, se debe trabgar con distintos materides estructurados (dedos de la mano,
regletas Cuisenaire, dbaco, etc.) que permitan obviar los recuentos y proporcionen, por medio

256



Adicion y sustraccion

ded aprendizge de didtintas configuraciones numeéricas, € entramado necesario para establecer
lastécnicas orales de sumay resta.

Las dos vias dtuaciones aditivas concretas y Stuaciones aditivas formades, deben
desarrollarse alavez. Una posible forma de hacerlo serialasiguiente:

Se comienza trabgando las Stuaciones concretas de EEE, ETE, y ECE en d tramo
numérico de 0 a 20, con materides presentes en € aula 'y con @ nifio como actor. Al
mismo tiempo los nifios deben familiarizarse con los materides edtructurados y trabgar,
mediante Stuaciones formaes, la memorizacion de las operaciones que caben en una
mano, de los dobles de una cifra(5 + 5, 6 + 6, etc.) y de los complementosa 10 (3+ 7,6 +
4, etc.).

Se prosiguen las Stuaciones concretas en € tramo 0 a 50, con casos en los que no haya
poshilidad de recontar los dos términos para forzar la evolucién de las técnicas de
recuento y con presentacion de dtuaciones hipotéticas contextudizadas referentes a
nimeros entre 0 y 20. Mientras tanto, a nivel forma, se continldia con la consolidacion de
latabla de sumar y restar y de las operaciones con términos 'y resultado menor que 20.

Se introduce € materid estructurado en Situaciones concretas con términos entre 0 y 100.
Las gtuaciones hipotéticas contextudizadas con materid a disposcion de nifio se
trabgan entre 0 y 50. Ademés s trabgaran Situaciones hipotéticas contextudizadas sin
materid entre 0 y 20, tratando que, en ese caso, los nifios empiecen a expresar las
soluciones en términos de sumas o restas. En la via de operaciones formaes se continGia
con las sumas 'y restas de términos menores o iguales que 100 en formaoral.

Se introducen tramos cada vez més atos de la sucesdn numérica, siguiendo unas pautas
dmilares a las comentadas en los items anteriores e introduciendo |as técnicas escritas de
cdculo.

3.2. Situaciones aditivas concretas

Recomendamos una secuencia de Stuaciones aditivas concretas, que € aumno debe
reolver por s mismo. El profesor debe controlar que € nifio entiende @ enunciado,
pidiéndole que lo expligue con sus propias paabras y animéndole a que encuentre una
estrategia de resolucion. Es decir, se trata, béasicamente, de situaciones a-didéacticas °.

Edtas dtuaciones deben plantearse antes de hablar de sumas y de restas sin forzar d nifio
a decidir cua es la operacion que resuelve @ problema, aun cuando ya domine las técnicas de
sumar o restar. En un primer momento deben elegirse nlmeros pequerios, pero més adeante
hay que utilizar nimeros grandes y recurrir a recuentos abreviadosy materia estructurado.

Aun cuando d principio se permita d nifio representar los dos datos de la Stuacion, en
momentos pogeriores hay que imposhilitarle @ recuento de aguno de los términos para
forzarlo a pasar de las técnicas iniciaes de "recuento de todo” y "recuento de lo que queda o
de la diferencid’ a edraegias mas daboradas, paso que muchos de los nifios redizan
espontaneamente,

L as variables didécticas de las Situaciones aditivas concretas son las Sguientes:

Sgnificado de los nimeros: Cardinal, ordina o medida

Tamafio de los términos y resultado de la operacién: De 0 a 10, de 10 a 20, de 20 a50, de
50 a 100, de 100 a 1.000, de 1.000 a 10.000, de 10.000 a 100.000, de 100.000 a 1.000.000,
de 1.000.000 en adelante.

® Situaci6n a-didactica, aquél momento del proceso de ensefianza-aprendizaje en que el alumno esta
comprometido con laresolucién de una tarea probleméti ca que asume como propia.
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Estructura logica de la situacion: Situaciones aditivas de tipo EEE, ETE, ECE,
TTT,CTCoCCC.
Posicion de la incdgnita: En d primer término, € término inicid o uno de los términos
parcides, en € término medio de trandformacion o comparacion; en @ segundo término,
e término find o d término total.
Sentido del término medio (s6lo en las situaciones ETE, ECE o CTC ): creciente o
decreciente; positivo 0 negativo.
Posibilidad de recuento de los términos. Con posbilidad de recuento de los dos términos
0 de uno solo.
Grado de contextualizacion de la situacion: Situacion que se refiere a materiales presentes
en d allay con € nifio como actor; Situacion hipotética contextudizada con meaterid a
disposicion del nifio paa que pueda efectuar una representacion smbdlica; Situacion
hipotética contextudlizada Sn materia a disposicion dd nifio.
Tipo de material utilizado: Estructurado o no estructurado
NUmero de datos: Dos, tres 0 mas.

Ejercicios:

3. Preparar una secuencia de tareas para alumnos de 2° curso en las que se incluyan una muestra de
valores de las variables didacticas para las situaciones aditivas concretas.

4. Andizar en un libro de texto de 2° curso las Situaciones aditivas concretas que se incluyan,
identificando los valores de las variables didécticas mencionadas en este apartado.

5. Indicar los valores particulares de las variables didacticas que intervienen en las tareas siguientes.
Clasificar estas tareas seguin la estructura | 6gica descrita en la seccion 1.2

6

a4 2 7 L I S T () :
v 4 3 3 3 b T OB 9 M0 1M A2 13 4 45 16
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3.3. Situaciones aditivas formales. Aprendizaje de algoritmos

En estas dtuaciones se presenta d dumno sumas y restas formaes, es decir, gercicios
dd tipo 3 + 2, 12 - 5, etc. En un primer momento se animara d nifio a contar para obtener €
resultado, dandole a la suma un sentido de reunion de objetos y a la resta un sentido de
separacion, pero rapidamente se pasara a utilizar materiades estructurados (&bacos, blogques,
regletas) para evitar los recuentos y facilitar la memorizacion de los resultados y la
adquisicion de técnicas ordes. Para dlo, dichos materides han tenido que ser trabgados
previamente, habiéndose familiarizado € nifio con las digtintas configuraciones numéricas.

Las variables didécticas de las Situaciones son las Siguientes:
Tipo de operacion: Sumao resta.

Direccién de la operacion:
Directa (por gemplo, 12+5=7?,15- 11 =7?),
Inversa (por gemplo, ?+5=12,15- ?=9),0
Descomposicion (por gemplo, 12=5+7?,11=15- ?).

Tamario de los términosy del resultado de la operacion:
- Operaciones que caben en unamano: 2+3, 5-1, etc.

- Operaciones que caben en las dos manos. 4+4,8-2, etc.

- Operaciones de latablade sumar o restar: 8+7, 11-6, etc.

- Operaciones con términos y resultado menor o igua que 20: 13+6, 17-4, etc.

- Operaciones con términos menores que 100 y resultado menor, igua 0 mayor que 100.

- Operaciones con términos menores que 1000 y resultado menor, igud o mayor que
1000.

- Operaciones con términos mayores que 1000.

Numero de cifras de los términos. Los dos términos de la operacion tienen @ mismo o
distinto nimero de cifras.

Numero de cifras significativas concurrentes:
- Téminos de cifras Sgnificativas no concurrentes. 40+5, 130-8, 200-45, 307+20,
4.000+324, etc.

- Términos con una cifra significativa concurrente: 60+30, 42-6, 343+20, 208-4,
7.000+5.000, etc.

- Términos con dos cifras sgnificativas concurrentes. 82-24, 66+31, 128+32, 435-420,
7.282-11, etc.

- Términos con tres 0 més cifras significativas concurrentes: 347+482, 526-419, 11.297-
4.762, etc.

Existencia de llevadas. La operacion implicao no llevadas.”

Técnica de calculoo Uso de materia edtructurado, técnica ord, técnica escrita,
cdculadora

Tipo de material estructurado: Dedos, regletas con tapa, regletas Cuisinaire, &baco, etc.
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Ejercicios:

6. Preparar una secuencia de tareas para aumnos de 2° curso en las que se incluyan una muestra de

valores de las variables didécticas para las situaciones aditivas formales.

7. Andizar en un libro de texto de 2° curso las Stuaciones aditivas formales que se incluyan,

identificando los valores de |as variables didacticas mencionadas en este apartado.

Lafigura adjunta muestra gemplos de tareas para e estudio de las relaciones aditivas
entre nUmeros pequefios, apoyadas en & uso de materid:

Patrones espaciales Uno mas /Dos mas Uno menos /Dos menos
. [ 1 X ] )
° se o eee 1 mas 2mas
. o Y . T Ty T T
Cinco Seis Siete >~ e
1 menos 2 menos
(patron 3y3) (6 y 1 méas)
aprendido)
5y 10 como referentes Parte — Parte — Todo
Jelelale ® o | ®
elnle '. .- ' ..
. . , L LA =
Cinco y tres mas Dos para diez
“Seis y tres son nueve”
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3.4 Recursos en I nternet

Crucigrama de nuUmeros

http://mww1.tpgi.com.au/users'puzzles/pagel 9.html
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Descripcion

Plantea crucigramas que e resudven mediante operaciones aritmeéticas. Hay varios
niveles de dificultad y puede controlarse € tipo de operacion, asi como los errores cometidos.
Puede ser un recurso para € refuerzo de las tablas de las operaciones y la gercitacion en €
cdculo.

Ejercicio

Ejercicio 8:

1. Explorar las diferentes opciones del programa.

2. Indicar losnivelesy partes del curriculo de primaria en que se pueden usar las ditintas
opciones.

3. ldentificar las variables didacticas de las diversas tareas propuestas en € programay los
valores particulares de dichas variables implementados. ¢Existe dgun tipo de control de
los valores por parte ddl usuario?

4. Comparar lostipos de actividades que se pueden redlizar usando @ programa respecto a
las que se hacen habitual mente con papd y 14piz. ¢Se pueden hacer actividades que no se
puedan redlizar Sn este recurso?

5. ¢Cdmo cambian las técnicas de solucion?
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4. TALLER DE DIDACTICA
4.1. Andlisis de textos escolar es. Disefio de unidades didacticas

Consigue una coleccion de libros de texto de matematicas de 1° a 3° curso @ primaria
(recomendamos buscar los libros que utilizastes personamente, o bien los de dgun familiar o

amigo).

1. Estudiad desarrollo del temade “adicion y substraccion” en dichos niveles.

2. Indicaen qué curso seiniciay cuando termina

3. ldentifica aspectos dd desarrollo del tema en los manuales escolares que consideres
potencia mente conflictivos.

4. Describe los cambios que introducirias en € disefio las lecciones propuestas para los
cursos 1° y 2° de primaria.

4.2. Disefio de una evaluacion
Bl sguiente problema es un problema aditivo de "estado-comparacion-estado™:
"Mariatiene 5 canicas. Juan tiene 6 canicas mas que Maria. ¢Cuantas canicas tiene Maria?"

Ege problemaesdelaformaa+ b =c,y sepided vaor c, esdecir d tota. Laincognita
esd totd. Hay diferentes formas de variar este problema:

Cambiando la posicion de laincognita;

Cambiando € término de comparacion: ¢Cuantas mas?
Cambiando € valor de los sumandos.

Cambiando & contexto: combinacion de objetos...

Escribe todas las variantes que puedas de este problema cambiando agunas de las
vaiables anteriores. Clasifica los problemas seglin la dificultad para los nifios. Plantea dos o
tres de estos problemas a un nifio de entre 8 y 10 afios. Analiza las edtrategias que sigue para
resolverlos. ¢Son diferentes |as estrategias dependiendo ddl problema?

4.3. Andlisis de problemas propuestos por nifios

a) Se pide a una serie de nifios que inventen un problema, cuya solucion sea 9+3. Estas son
agunas de las respuestas:
“Tres obreros de un edificio han colocado 9 ladrillos’;
Juan tenia 3 Eurosy su mamd le dio 9, ¢cuantos tiene ahora?
Claratenia 3 huevos y Susana tiene 9 mas
¢Son completos los problemas propuestos? ¢Estén bien planteados? ¢A qué modeo de
Stuaciones aditivas corresponde?

b) Se pide a una serie de nifios que inventen un problema, cuya solucion sea 72-29 Edtas son
algunas de las respuestas.
“Un cocodrilo tenia 72 dientes, al comer algo se le cayeron 29, ¢cuantos le quedaron?
“ Juan tiene 20 afos, € abuelo tiene 72, jcuantos afios tiene la madre?
“En un tarro hay 72 caramelos, 29 nifios acertaron y les dieron caramelos, ¢cuantos
caramelos les dieron a cada uno?”
“Tomas tiene 72 bolas, Dani€l tiene 29, ;cuantas mas tiene Tomas?

262



Adicion y sustraccion

“ Secogen 72 lapicesy 29 boligrafosy se hace la resta”
4.4. Andlisis de estrategias aditivas de los alumnos®

Las producciones de los aumnos de primaria propuestas en la pagina sSguiente
corresponden a siguiente enunciado:

"Tengo 45 imanes. Quiero pegar hojas en una pizarra metalica. Tengo dos tipos de
hojas. pequefiasy amarillas, grandesy blancas. Utilizo 4 imanes para las hojas
amarillasy 6 para las blancas. ¢Cuantas hojas puedo pegar?

El maedtro, d preparar esta actividad, ha organizado unalista de soluciones que
minimizan & nimero de imanes no utilizados.

N° de hojas |N° dehojas | N° deimanes | N° deimanes
amaillas blancas usados sobrantes

0 7 42 3

2 6 44 1

3 5 42 3

5 4 44 1

6 3 42 3

8 2 44 1

9 1 42 3

11 0 44 1

1.Interpreta los diferentes procedimientos redlizados por los dumnosincluidos en € Anexo.
Explicitael método de cada adumno 'y las presentaciones utilizadas. ¢Previo € maestro
las soluciones dadas por |os alumnos?

2. ¢Qué conocimientos son movilizados por los dumnos en d curso de eta actividad?

3. ¢Qué conocimientos y destrezas se pretenden con esta actividad?

Respuestas de cuatro dumnos alatarea de fijacion de hojas:

® Brousseau, Duval y Vinrich (1995, p. 18)
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Multiplicacion y division

A: Contextualizacion Profesional

ANALISIS DE PROBLEMAS SOBRE MULTIPLICACION Y DIVISION EN PRIMARIA

Consigna:

A continuacion induimos adgunos enunciados de problemas y gercicios que han sdo

tomados de libros de texto de primaria. Para cada uno de dllos:

1) Resudvelos problemas propuestos.

2) Indicalos conceptosy procedimientos mateméticos que se ponen en juego en lasolucion.

3) ldentificadiferenciasy semeanzas entre los distintos problemas.

4) Para cada problema enuncia otros dos del mismo tipo, cambiando las variables de la tarea,
de manera que uno te parezca més facil de resolver y otro més dificil.

5) ¢Pensas que los enunciados son suficientemente precisos y comprensbles para los
aumnos de primaria? Propon un enunciado dternativo para aguellos gercicios que no te
parezcan suficientemente claros paralos aumnos.

6) Consigue una coleccion de libros de texto de primaria Busca en dlos tipos de problemas

no incluidos en estarelacion. Explica en qué se diferencian.

Enunciados de problemasincluidos en libros de primaria:

1.

Calculay descubre un truco pararecordar latabla:

4x1 4x2 4x3 4x4 4x5 4x6 4x7 4x8 4x9 4x10

4

2. Colocaen verticd y cacula 34x2, 22x3, 71x4, 41x6
3. Expresaenformade multiplicaciony cdcula: 557+557+557+557.
4. Copiay completa, como en & gemplo: (5+8)x4= 5x4+8x4=20+32=52
(9-6)x3=
(7-5)x6=
5. En esta division hay algunos errores. 1526| 23
Encuéntralosy corrigelos -132 43
203
-198
006
6. Queremos vaciar un depdsito que contiene 54 litros de agua utilizando un cubo en @ que

caben 9 litros. ¢Cuéantos vigjes tendremos que hacer?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Un objeto A pesa 18 quilos y un objeto B pesa tres veces menos que @ A. ¢Cuanto pesa d
objeto B?

¢Cud esd areade un rectangulo cuyos lados miden 8 y 6 cm, respectivamente?.

¢Cuéntas cddas tiene unatablade 5 columnasy 3 filas?

Para celebrar un cumpleafios se han hecho varias bolsas. En cada una de élas hay 5
paquetes de caramelos. Cada paquete tiene 6 caramelos. ¢Cuantos caramelos hay en cada

bolsa?

Juan tiene una cantidad de dinero. Ignacio tiene 6 veces d dinero de Juan. Paco tiene la
mitad del dinero de Ignacio. ¢Cuéntas veces tiene Paco € dinero de Juan?

Dos automdviles han dado respectivamente cuatro y ocho vudtas a un circuito. El
segundo recorrié 24.800 metros. ¢Cud es la longitud dd circuito? ¢Cuanto recorrio €
primer coche?

Escribe todos los nimeros multiplos de 6 que sean menores que 100.

Expresa estos productos en formade potencia: 7X7x7xX7x7, 9x9x9

Escribe estos nimeros en forma de potencia: 100.000, 1.000.000

Escribe los nimeros entre 100 y 200 que tengan raiz cuadrada exacta.
Cdoula /1225, /2025

Cdculad vaor goroximado de : 83x39, 31x51, 616x181, 624x38, 494x72, 72x48
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B: Conocimientos Matematicos

1. ESTRUCTURA DE LOS PROBLEMAS MULTIPLICATIVOS DE UNA
OPERACION

1.1. Situacion introductoria

A continuacion presentamos una coleccion de problemas en cuya solucidn interviene la
operacion de dividir 20/3:

a) Resudve |os problemas

b) Explica las semganzas y diferencias que encuentras entre estos problemas. Indica la

clase de nimeros que intervienen, las cantidades, operaciones y relaciones que e
establecen entre estos eementos.

Problemas:

1) Disponemos de 20 pgaros a repartir en tres jaulas. ¢Cudntos pdaros se meteran en cada
jaula?

2) Una pieza de 20 metros de tela se corta en trozos de 3 metros ¢Cuantos trozos resultan?

3) Repartimos una pieza de 20 metros de tela atres modistas ¢Cuanta tela le corresponde a
cada una?

4) Un camion de 3 tondladas de carga Util debe transportar 20 toneladas de carga ¢Cuantos
vigjes debera hacer?

5) S repartimos 20 pasteles entre 3 nifios, ¢cuanto le toca a cada uno?

6) Pedro tiene 20 millones en acciones. S @ vaor de la cotizacion en bolsa se reduce a la
tercera parte, ¢cuanto dinero le queda?

7) Juan tiene una terraza rectangular de 20 m2. S @ ancho es de 3m, ¢cud es d largo de la
terraza?

1.2. Clagficacion de los problemas multiplicativos

As como las operaciones aritméticas de suma y resta se condruyen inicidmente para
abreviar 1os recuentos o procesos de medida, la multiplicacion y divison entera son un medio
de abreviar los procesos de sumar (0 restar) repetidamente una misma cantidad o repartir
equitativamente una cantidad entre cierto nimero de seres u objetos. Por gemplo, en lugar de
sumar € nimero 6 nueve veces, decimos directamente que € resultado es 54, sin necesidad
de efectuar las sumas repetidas, porque “ sabemos multiplicar”.

Las dtuaciones que dan sentido a la multiplicacion y divison entera (dtuaciones
multiplicativas de una sola operacidn) se puede clasificar atendiendo al papel que juegan los
numer os que intervienen en dlas que pueden ser:

estado, cuando expresan € cardind de un conjunto, € ordind de un emento o la medida
de una cantidad de magnitud;
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razén, cuando expresan un cociente entre cantidades de magnitudes diferentes,

comparacion, cuando indican d nimero de veces que una cantidad de magnitud et
contenida en otra cantidad de la misma magnitud.

Basandonos en esto, las Stuaciones multiplicativas de una sola operacion se clasfican en:

Stuacion multiplicativa de razon (ERE): Situacion en la que intervienen dos estados E; y E»
que hacen referencia a magnitudes didintas y una razon R que expresa @ cociente de E;
respecto a E;. Cuando la incognita estd en la razdn R podemos interpretar la situacion en
términos de reparto equitativo y cuando eta en @ estado E; en términos de agrupamiento o
descomposicion en partesiguales.

Ejemplos.
Juan compra 3 paquetes de cromos, cada uno de los cuaes cuesta 25 pesetas. ¢Cuanto ha
pagado en tota?
Un coche recorre 180 km. en dos horas. ¢Cud ha sido su velocidad media?

Stuacion multiplicativa de comparacion (ECE): Intervienen dos estados E; y E» que hacen
referencia a una misma magnitud y una comparacion C que indica d nimero de veces que
hay que repetir uno de los estados paraigudarlo d otro.

Ejemplos:
Maria tiene 25 pesatas y su hermana Soledad 100. ¢Cuantas veces mas dinero tiene
Soledad que Maria?

La vailla A mide 70 cm. de longitud y la varilla B mide 7 veces més que la A. ¢Cuanto
mide lavaillaB?

Stuacion multiplicativa de combinacion (EEE): Intervienen dos estados E; y E» que expresan
los cardindes de dos conjuntos o las medidas de cantidades de dos magnitudes y un tercer
estado E; que indica € cardinal del producto cartesano de esos dos conjuntos o la medida de
la cantidad de magnitud producto.

Ejemplos.
En un baile hay 3 chicos y dgunas chicas. Se pueden formar 6 pargas distintas entre ellos.
¢Cuantas chicas hay en d baile?
En un ortoedro el &readelabase esde 9 n? y ladturade 6 m. ;Cud es su volumen?
Stuacién multiplicativa de doble comparacién (CCC): Stuacion en la que Ci» expresad
nimero de veces que la primera cantidad de magnitud esta contenida en la segunda, C,3 indica
e nimero de veces que la segunda cantidad de magnitud esta contenida en la tercera y Cis

edablece € nimero de veces que la primera cantidad de magnitud esta contenida en la
tercera.

Ejemplo:
Juan tiene un dinero. Ignacio tiene 4 veces € dinero de Juan. Paco tiene 5 veces €
dinero de Ignacio. ¢Cuéntas veces tiene Paco € dinero de Juan?

Las vaiables de los problemas multiplicativos, y los vaores que pueden tomar, son los
sguientes.
Sgnificado de los nimeros. pueden ser cardinaes, ordindes o medidas de cantidades de
meghitud
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Papel de los nimeros en la situacion: pueden ser 'estados, ‘razones o ‘comparaciones (ya
definidos d comienzo del apartado).

Posicion de la incognita:  puede ocupar uno cuaquiera de los papeles adjudicados a las
cantidades en la situacion.

Sentido de la comparacién: indica s d primer término de la comparacion es varias veces
mayor o menor que & segundo término.

1.3. Construccion de las operaciones de multiplicacion y division entera de ndmeros
naturales

La expeiencia acumulada en las dtuaciones anteriores permite  condruir  la
multiplicacion y la divison entera a partir de:
la definicidn de los hechos numéricos bésicos (tabla de multiplicar);
el establecimiento de |as propiedades de dichas operaciones,
lainvencidn de técnicas de cdculo eficaces (ordesy escritas);
la discriminacion de las Situaciones en las que € uso de dichas operaciones es pertinerte.

Al igud que en € caso de la sumay la resta, esto supone un coste de memoria. También
hay que advertir que asi como, en la suma, resta y multiplicacion a cada par de nimeros les
corresponde un Unico nimero, que es d resultado de la operacion, en la division entera, dados
dos nimeros, € dividendo y € divisor, obtenemos como resultado otros dos numeros, €
cociente y € restol. Por tanto, la divison entera es la técnica mediante la cud, dados dos
nimeros, D y d, podemos encontrar otrosdos, qy r, talesqueD=dq+ryr<d.

Ejercicios:

2. Determina e menor nimero natural que multiplicado por 7 nos da un nimero natural que se escribe
usando Unicamente lacifra 1. ¢Y Unicamente lacifra2?

3. Expresa los numeros del uno a diez como resultado de operaciones entre nimeros en las que, en
total, intervengan cuatro treses.

4. Suponemos que los nimeros naturales D y g son tales que D<4500, y g=82. La divisién entera del
ndimero D por d da como cociente g = 82, y resto r = 45. Buscar, justificando la respuesta, € conjunto
de pares (D, d) que cumple dicha condicion.

5. Resolver € problema anterior parar = 112. Discutir la existencia de soluciones segiin los valores
del restorr.

6. Se resta de 3 en 3 a partir de 50 hasta que se obtiene e menor niimero natura posible: "50, 47, 44,
41, ..." ¢En qué nimero termina esta serie?

7. Se resta de 3 en 3 hasta obtener & menor nimero natural posible, pero a partir de 8932: "8932,
8929, 8926, ..." ¢En qué nimero termina esta serie? ;Cuantos términos tiene esa secuencia de
sustracciones? ¢Cual es e nimero que ocupa e lugar 100?

8. Sabiendo que 8562 = (34 x 251) +28

! Los términos de un producto se llaman factores. El primer término se |lama también multiplicando y el segundo
término multiplicador. Los términos de unadivision entera son el dividendo, el divisor, el cocientey el resto.
Cuando en unadivision el resto es cero se dice queladivision es exacta.
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a) ¢Cudessond cocientey d resto de la division entera de 8562 por 347
b) ¢Cudessond cocientey € resto en ladivision de 8562 por 2517

9. Sabiendo ahora que 18846610 = (4973 x 3789) + 3913
c) ¢Cudessond cocientey € resto en ladivision entera de 18846610 por 49737
d) ¢Cudessond cocientey € resto en ladivision entera de 18846610 por 37897

10. Sabiendo que 1261541 = (4897 x 257) +3012. ¢Cudes son los cociente y € resto en la division
entera de 126154100 por 4897007?

2. FORMALIZACION DE LA MULTIPLICACION Y DIVISION DE NUMEROS
NATURALES

En las Stuaciones y problemas anteriores hemos introducido la multiplicacion y divison
entera en d conjunto de los nimeros naturades. Puesto que sempre que multiplicamos dos
nimeros naturades obtenemos otro ndmero natura, decimos que la multiplicacion es una
operacion en € conjunto de los nimeros naturales. La divison no es una operacion en €
conjunto de nimeros naturdes, pero s en € de los nimeros racionades (que incluye los
nUmeros negetivos).

Estas operaciones se pueden dotar de diversos significados a partir de los cudes los
nifios pueden comprender sus propiedades basicas, 10 que los preparard para € aprendizaje y
la comprensién de los dgoritmos de cdculo. También se han formdizado desde € punto de
visa matemdico. A continuacion introducimos diversas formdizaciones de estas operaciones
conectandola cuando sea posible con 1os model s concretos en que se gpoyan.

Definicion conjuntista de multiplicacion

En eda definicion se pate de la idea de producto catesanos de conjunto. La
multiplicacion corresponde a la idea de repeticidon, pues a formar un producto cartesano se
repite cada eemento dd primer conjunto junto a cada eemento dd segundo. Recoge
especid mente |os problemas de combinacion, como visuaizamos en € sguiente esquema:

A B
Card(A)=3 Card (B)=2

ae af be bf ce cf
AxB

Card (AXB) = Card (A) x Card (B)
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Definicion: Dados dos nimeros naturales a, b, se llama multiplicacion axb d cardind del conjunto
producto cartesiano AxB, siendo A y B dos conjuntos cuyo cardina esay b, respectivamente.

Esta definicion pone en juego dos operaciones bien distintas:

Por una parte la operacién que se hace sobre los conjuntos (se combinan entre si dos colecciones
formar una nueva coleccion con latotalidad de los elementos que pertenecen a cada uno de ellos; cada
elemento de la nueva coleccion es un par (ab) donde a es un elemento del primer conjunto y b uno del
segundo).

Por otra parte la operacion que resulta a nivel de los nUmeros de elementos (cardinales) que
contienen, operacion que es la multiplicacion de dichos cardinales.

Propiedades:

- Clausura: El producto de dos nimeros naturaes es otro nimero natural.

- Asociativa: (axb)xc = ax (bxc)

- Commutativa: axb = bxa

- Existenciade elemento neutro: @ naturd 1; axl=1xa=a " al N

- Distributiva respecto ala adicion: ax(b+c) 0 axb+axc para cualquieras nimerosa, by c.

Al tener la propiedad de clausura, la multiplicaciéon es una ley de composicion interna en N. Esto
quiere decir que a cada par de nimeros naturales se le hace corresponder otro nimero natural, que
suele llamarse la suma de ambos nimeros.

Definicion recursiva de la multiplicacion (basada en |os axiomas de Peano)
Esta manera de definir la suma corresponder a uno de los aspectos del aprendizaje de la
nocion de adicidn por los nifios. "repetir varias veces un mismo sumando”.

Al estudiar los niUmeros naturales vimos como se podian definir estos nimeros a partir de los
axiomas dados por Peano. A partir de elos es posible definir la multiplicacion en forma recursiva,
partiendo de un nimero p cualquieray de su siguiente sig(p). Esta es la definicion:

px 1 = p paratodo nimero natural p
p X sig(n) = pxn+n, paratodo n diferente de cero.

En consecuencia, procedemos como sigue:

- Como 2 esd sguientede 1, p x2= pxsg (1)= px1+p= p+p; se sumados veces € nimero p

- Para multiplicar e nimero por 3, como 3d siguiente de 2, p x3= pxsg (2)= px2+p= p+p+p; e
sumatres veces el niUmero p

- Asi sucesivamente

Podemaos comprobar como con esta definicion podemos encontrar € producto de dos nimeros
cualquiera. Por gemplo:

4x3= 4x S(2)= (4x2)+4 = (AxS(D)+4 = (Ax1+4)y+4=4+4+4

Es decir, 4 x 3 es el nlmero que obtienes al repetir cuatro tres veces.
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Definicion conjuntista de division con resto

Dados dos naturales ny d, dividir n por d es repartir un conjunto de n eementos en
tantos subconjuntos de d eementos como sea posible. El nimero de subconjuntos formados
es d cociente y los eementos que quedan es € resto.

Este proceso se puede ver como una repeticidn de la sustraccion.

Ejemplo: 27-5 = 22; 22-5=18; 18-5=13; ...

Definicion aritmética de division entera:
Dados dos nimeros naturdles ny d, d 10y n 3 d, dividir n por d sgnifica encontrar
otros dos nimeros naturalesqy r talesquen = d.q+ r, dendor < d.
Unacondicién paraqy r equivdente ala anterior eslasiguiente:
gbf a< (g+l).b; r=aqb

S d resto es cero se dice que la divison es exacta. En este caso la divison se puede
condderar como la operacidon inversa de la multiplicacion, esto es, "cdcular € nimero que
multiplicado por d dé como resultado n (repartir un conjunto de n eemento en subconjuntos
de d demetos).

La divisén no es una ley de composicion interna en N ya que a dos naturdes, €
dividendo y d divisor, se le hace corresponder no uno sno dos nimeros naturales. El cociente
y d resto. Se conddera, Sin embargo, como una de las operaciones aritméticas en N.

Una propiedad Util de la division entera:
S s multiplica d dividendo y € divisor de una diviSon por un mismo ndmero n, no
s modifica @ cociente de la divison, pero cambia € resto, que queda también multiplicado
por n.
Aplicando esta propiedad obtenemos que 61000 dividido por 9000 da como cociente 7 y
resto 7000, ya que 61 divido por 9 da como cociente 7 y resto 7, lo que se puede hacer
mentalmente.

3. TECNICAS DE CALCULO DE LA MULTIPLICACION Y DIVISION ENTERA

3.1. Edtrategias de obtencion multiplicacionesy divisiones enter as basicas

Ejercicios
11.¢Cuénto es veinticinco por doce? ¢COmo obtienes la respuesta sin usar papdl y 14piz?

12 . Cdcula @ cociente y € resto de la siguiente divisén entera 345678 : 23, restando multiplos del
divisor.

El uso de edrategias intermedias para obtener multiplicaciones y divisones basicas es
mucho menos frecuentes que en la suma y resta debido a que la escuela gerce una fuerte
preson para que los nifios memoricen la tabla de multiplicar. Las edtrategias mas frecuentes
para obtener aguno resultados de dicha tabla son:

Sumar reiteradamente. Se multiplica sumando d multiplicando tantas veces como indique
e multiplicador. Por gemplo; "ocho por tres es ocho mas ocho, dieciseis, més ocho,
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veinticuatro”. También se puede utilizar en la divison entera Por gemplo, para cadcular
“doce entre tres’ se calcula cuantas veces hay que sumar tres para obtener doce.

Restar reiteradamente Se obtiene un cociente restando € divisor del dividendo todas las
veces que sea posible Por gemplo: "veinticuatro dividido por sdais, venticuairo menos
sais, dieciocho, menos sais, doce, menos sais, sais, cabe a cuatro” .

Repartir. Condgte en efectuar la divison por medio de la escenificacion de una técnica de
reparto. Por gemplo:. "veinticuairo dividido por seis tengo que repatir venticuaro
objetos entre seis personas, s le doy dos objetos a cada una sobran doce; s le doy cuatro
objetos a cada una no sobra ninguno, pues cuatro'.

Recitar las tablas. Se recita toda la tabla hasta llegar d resultado pedido. Por gemplo,
para calcular “seis por cuatro” se dice: “sais por uno, seis, seis por dos, doce, sais por tres,
dieciocho, sais por cuatro, veinticuatro” .

Permutar términos. Preguntan "ocho por seis' y pensamos "seis por ocho, cuarenta y
ocho".

Multiplicar en vez de dividir. Preguntan "treinta y cinco dividido por Set€' y pensamos
"Jete por cinco, treinta'y cinco, cinco'.

Sumar o restar e multiplicando o multiplicador. Preguntan "ocho por Sete' y pensamos
"ocho por sais, cuarenta y ocho, més ocho, cincuenta y seis' o bien "ocho por ocho,
sesentay cuatro, menos ocho, cincuentay sais’ .

Calcular & doble o la mitad. Por gemplo, "sais por cuatro; seis por dos, doce, por dos,
veinticuatro” o "sete por cinco; Sete por diez, sstenta, lamitad treintay cinco”

Calcular con los dedos. Por gemplo, para obtener & producto de 9 por cuaquier otra
cifra, por gemplo, 6, se levantan las dos manos y se baja € dedo que hace € nimero seis
dd tota de diez dedos. Los dedos que quedan a su izquierda representan € nimero de
decenas ddl producto y los que quedan a su derecha & nimero de unidades.

Las tres primeras estrategias son propias de gente poco escolarizada. La cuarta se suele
dar en los nifios que edtan gprendiendo las tablas de multiplicar y todavia no controlan
totalmente d proceso. La quinta y la sexta son muy frecuentes. La séptima y la octava se dan
con una cierta frecuencia aunque son més habituaes en nimeros més grandes. Las edrategias
de céalculo con dedos fan desgparecido cas totamente, pero fueron muy importantes en otras
€pocas.

3.2. Técnicas oralesy de calculo mental de multiplicacion y divison entera

El objetivo de las técnicas ordes es redondear, obtener nimeros sencillos, y son las
Sguientes
. Intercambio de términos. Consiste en intercambiar € orden de los factores. Por gemplo,
nos dicen "doce por venticinco” y pensamos en "veinticinco por doce'”.
SQupresion o afadido de ceros. Se precinde de los ceros findes de los nUmeros y se
anaden después de efectuada la operacion. Ejemplo: "sete mil por cincuenta; Sete por
cnco, trenta y cnco; trescientas cincuenta mil"; "mil quinientos dividido por treintg
quince entre tres, cinco; cincuenta’ .

Distribucion. Se descompone uno de los nimeros @ sumandos 0 sustraendos y se aplica
la propiedad digributiva En € caso de la divison solo se puede descomponer €
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dividendo. Ejemplos "venticinco por venticuaro es venticinco por vente més
venticinco por cuaro; venticinco por veinte, quinientos, venticinco por cuatro, cien;
sicientos’;  "venticdnco  por  veinticuaro es  venticdinco por  venticinco  menos
venticinco; venticinco por venticinco, sescientos venticinco;, menos venticinco, ses-
cientos'’; "ciento sesenta y ocho dividido por catorce; ciento sesenta y ocho es ciento
cuarenta més veintiocho; ciento cuarenta entre catorce, diez; veintiocho entre catorce, dos,
diez y dos, doce" .

Factorizacion. Consste en descomponer en factores uno o los dos términos de la
operacion. Ejemplos.  "veinticinco por venticuatro; veinticuaro es cudro por sas
venticinco por cuaro, cien; cien por sas, seistientos' ; “ciento ochenta dividido por
quince; ciento ochenta entre tres, sesenta; sesenta entre cinco, doce” .

Compensacion. En @ producto se multiplica un término por un nimero mientras @ otro se
divide por d mismo nimero. En la divison entera s multiplican o dividen los dos
términos por un mismo ndmero. Ejemplos "venticinco por venticuaro es 1o mismo que
cincuenta por doce; cincuenta por doce es cien por seis, sescientos' ; "ciento ochenta
dividido por quince es o mismo que sesenta entre cinco, doce” .

La factorizacion y compensacion modifican € resto cuando se utilizan en divisones que
no son exactas y édte tiene que ser reconvertido “a pogteriori”. Por gemplo, ciento ochenta y
tres dividido entre quince tiene de resto tres. Sin embargo, 9 dividimos sesenta y uno entre
cnco @ resto es uno. Para reconvertir € resto es necesario gplicarle la operacion u
operaciones inversas de las gplicadas a dividendo o divisor .

3.3. Técnica escrita de multiplicacion
Descripcion del algoritmo de la multiplicacion
Supongamos que queremos multiplicar 346 por 38. Haremos | os pasos siguientes:
Se dige como multiplicando @ numero mayor. Se escribe d

multiplicando y debgjo @ multiplicador. Se traza una raya horizonta 346
debgjo del multiplicador. x3€

S e multiplicando o multiplicador son nlmeros acabados en ceros s
prescinde de dichos ceros y, d findizar € dgoritmo, a resultado
obtenido se e afiadiran los ceros de multiplicando y multiplicador juntos.

Se dige la primera cifra ggnificaiva de multiplicador empezando por

la derecha y s multiplica por la primera cifra dgnificativa dd 4
multiplicando, también empezando por la derecha. %g

S d resultado de ese producto es menor que 10 se escribe debgjo de la
raya S es mayor o igud que 10 se escriben las unidades debgo de la 8
raya y la cifra de las decenas (llevada) se guarda para afiadirla a la
operacion sguiente.

3
Se pasa a multiplicar la misma cifra dd multiplicador por la cifra 346
sguiente de multiplicando y suméndole la llevada s existe. La cifra de x38
las unidades del resultado se escribe bgo la raya, a la izquierda de la
68
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cifra ya escrita y la cifra de las decenas, 9 existe, se guarda para incorporarla d producto
dguiente.

346
Se continla @ procedimiento hesa llegar a la dtima cfra dd 38
multiplicando. El resultado de esta operacion se escribe integro debgo
delaraya 2768
Se toma la cifra de las decenas dd multiplicador y se repite € 3346
procedimiento anterior escribiendo @ resultado debgo dd resultado 38
anterior y haciendo que la cifra de las unidades de este segundo X
resultado quede Stuada en la misma columna que la cifra de las decenas 768
dd primer resultado. +10038
Se continua € procedimiento hasta que todas las cifras dd | ————
multiplicador han sido utilizades. S alguna de las difras intermedias del 103148
multiplicador es un cero se prexinde de dla y d resltado de

multiplicar la cifra sguiente por € multiplicando se escribe debgjo del Ultimo resultado de
manera que la cifra de las unidades dd primero coincida en la misma columna con la de
las centenas del segundo.

Se traza una segunda raya horizonta debgjo del dltimo producto redlizado y se procede a
aplicar d dgoritmo de la suma alos nimeros situados entre las dos rayas.

El nimero que aparece bgjo la segundarayaes € producto de los dos nimerosiniciaes.

Descripcion de la parte oral del algoritmo

Edgte dgoritmo se acompaiia de una cantindlaora cuyo objetivo es:
facilitar la obtencidn de los hechos numéricos béas cas de multiplicacion;

ayudar aretener en memoriala cantidad llevada;
redizar ordmente la suma de nimeros de dos cifras con nimeros de unacifra.
Justificacién del algoritmo

El dgoritmo e judifica por la poshbilidad de descomponer los nimeros en sus unidades
y por las propiedades digtributiva del producto respecto a la suma y asociativa y conmutativa
de sumay producto.

Por gemplo, multiplicar 346 x 38 es o mismo que multiplicar (300 + 40 + 6)(30 + 8) y
teniendo en cuenta las propiedades asociativa, didributiva y conmutetiva de sumas 'y
productos, eso eslo mismo que (300x 8 +40x 8+ 6x 8) + (300 x 30 + 40 x 30 + 6 x 30). S
prescindimos de los ceros, esta expresion reflga € producto de cada una de las cifras ded
multiplicando por cada una de las cifras dd multiplicador y la suma poderior de los
resultados obtenidos, que es precisamente o que se hace en @ agoritmo.

3.4. Técnica escrita de division entera
Las técnicas excritas de suma, resta y multiplicacion son agoritmos pero la que
corresponde a la divison entera no 1o es, es un semi-adgoritmo pues exige toma de decisones

en determinados momentos. Es un proceso que obliga a redizar tanteos, esimaciones y a
rehacer alguna de sus partes 9 la estimacion no resulta correcta
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Otra diferencia de la diviSon entera escrita respecto a los dgoritmos de las demas
operaciones es que en dla se trabga de izquierda a derecha mientras que en los otros los
nUmeros se recorren de derecha aizquierda

Descripcidn de la técnica escrita de division entera

Se escribe d dividendo y a su derecha € divisor encuadrado por una linea verticd y otra
horizonta.

S tanto dividendo como divisor acaban en cierto nimero de ceros, se mira cua de los dos
acaba en menos ceros y esos ceros se suprimen tanto a dividendo como a divisor. Una
vez terminada la divison, ad reso hay que afadirle tantos ceros como inicidmente se
suprimieron d dividendo o d divisor.

Empezando por la izquierda, se toman en d dividendo tantas cifras como tenga € divisor.
S @ nimero asi degido es menor que @ divisor setomauna ciframas.

Se edima cuantas veces cabe € divisor en d nimero degido (para esto se necesita una
técnica auxiliar) y la cifra obtenida en b estimacion se escribe debgjo dd divisor y seré la
primeracifrade cociente.

Se multiplica dicha cifra por la cifra de las unidades dd divisor y € resultado se lleva a la
cifrade las unidades de nimero eegido en € dividendo para efectuar una resta.

A la cifra de las unidades de este Ultimo nimero se le afladen € nimero de decenas
necesarias para que la resta sea efectuable y € resultado de la resta se escribe debgo en la
misma columna

Se multiplica de nuevo la primera cifra del cociente por la cifra de las decenas dd divisor
y d resultado se le suma la cifra de las decenas afadidas para efectuar la resta anterior. El
nimero asi obtenido se lleva a la cifra de las decenas del nUmero eegido en d dividendo
para proceder a restar. Se reitera @ procedimiento hasta terminar de multiplicar la cifra del
cociente por todas las cifras ddl divisor .

S, como consecuencia de una esimacion errénea, la operacion resulta imposible o €
nimero que aparece ecrito bgjo d dividendo resulta ser mayor o igud que d divisor,
debe borrarse la cifra del cociente y € nimero escrito debgjo del dividendo y comenzar de
nuevo.

Una vez acabado este proceso se bga la cifra sguiente dd dividendo y se coloca a la
derecha dd Ultimo nimero escrito bgjo € dividendo. Con este nuevo nimero asi obtenido,
y en d supuesto de que sea mayor o igua que € divisor, se procede a estimar cuantas
veces cabe d divisor en €, se escribe @ resultado de la etimacion como segunda cifra del
cociente y se repite d procedimiento anterior hasta agotar todas las cifras del dividendo.

S d nimero ad que hacemos referencia en @ gpartado anterior es menor que d divisor, se
exribe un cero como dguiente cifra de cociente y en € dividendo s bga la cifra
sguiente y s comienza de nuevo la edimacion. S no exige cifra sguiente que bgar la
divisién habra terminado.

Por dltimo, una vez findizado € procedimiento, € nimero que aparece escrito debgo de

divisor sera d cociente de la divison y d dlitimo nimero escrito debagjo del dividendo serd
el resto.

278



Multiplicacion y division

3.5. Técnica auxiliar de estimacion
Esunatécnicaord quetiene los siguientes pasos.

S la parte dd dividendo que se esta condderando tiene € mismo nimero de cifras que d

divisor, s tiene en cuenta la primera cifra de ese dividendo (empezando por la izquierda)

y la primera de divisor; S tiene una cifra més se condderan las dos primeras cifras del
dividendo y laprimeradd divisor.

Se cdcula ordmente € cociente de dividir la primera o dos primeras cifras i dividendo
por laprimeracifradd divisor y € resto que quedaria

Se multiplica € cociente asi obtenido por la segunda cifra dd divisor y s compara la
llevada que produce esta multiplicacion con @ resto que tenemos. S la llevada es mayor

que d resto hay que eegir un cociente que tenga una unidad menos. S la llevada es
menor en mas de una unidad del resto se mantiene € cociente.

S la llevada es igud que d resto o difiere de é en una unidad menos hay que multiplicar
e cociente por la tercera cifra dd divisor, tener en cuenta la llevada y suméasda d
producto del cociente por la segunda cifra del divisor. Se compara de nuevo la llevada asi

obtenida con € regto. S la llevada es menor o igua que € resto € cociente se mantiene, s

esmayor @ cociente se disminuye en una unidad.

Descripcion de la parte oral de la técnica
Edta técnica se acompafia de una cantindaora cuyo objetivo es:

facilitar la obtencion de los hechos numéricos béasicos de multiplicacion y divison;

restar oralmente nimeros de hasta dos cifras cuya diferencia es menor que una decena,
utilizando la edtrategia de "sumar en vez de resar”;

modificar directamente € minuendo en funcién de tamafio del sustraendo ayuda a retener
en memorialallevada

redizar ordmente la suma de nimeros de dos cifras con nimeros de unacifra

Justificacion de la técnica

La judtificacion dd dgoritmo se basa en la posibilidad de descomponer los dividendos en
suma de nimeros divisbles por d divisor y en la exigencia de la propiedad fundamentd de la
divison entera (n = dqg + r), la digributiva a derecha de la divisén respecto a la suma y la
conmutatividad de producto y cociente (a. b : c=a: c. b).

Por gemplo, 3748 : 6 es lo mismo que (3600 + 148) : 6. Esto equivale, por la propiedad
digtributiva a izquierda de la divison respecto a la suma, a 3600 : 6 + 148 : 6. Prosiguiendo
con la idea de descomponer € dividendo en nimeros divisbles por d divisor se tiene que
3748:6=3600:6+120:6+24:6+4:6=600+20+4+(4:6) =624+ (4:6),loque
nos permite obtener € cociente, 624, y d resto, 4. Y edto es d fundamento de la técnica
escrita de divison entera

Ejercicios

13. A continuacion se realizan agunas operaciones utilizando técnicas oraes. Indica en cada caso las
técnicas utilizadas.

¢) 2500 x 13, tres por veinticinco, setenta y cinco, mas doscientos cincuenta, trescientos veinticinco,
treintay dos mil quinientos.

d) 156 : 12, setenta 'y ocho dividido por sais, treintay nueve dividido por tres, trece.

€) 15 x 24, eslo mismo que treinta por doce, |0 mismo que sesenta por sais, treinta 'y sais, trescientos
sesenta.

279




E. Cid, J. D. Godinoy C. Batanero

14. Redliza ordmente las siguientes operaciones, indicando en cada momento la técnica empleada:
524- 38; 127 + 289; 210 x 16; 360 : 24

3.6. Otrastécnicas escritas de multiplicacion y division entera

a) Algoritmo extendido de multiplicacién.

Evita d problema de las llevadas pero resulta muy largo de escribir por lo que se usa
poco. Ademas, resulta dificil decidir en qué columna debe colocarse cada uno de los
productos parcides. Veamos € siguiente gemplo:

5 4 2 7
3 7 5
3 5
1 O
2 0
2 5
4 9
1 4
2 8
3 5
2 1
6
1 2
1 5

b) Algoritmo extendido de division 328021433
En Espaia se ensefia como un dgoritmo intermedio para | 3%a¥a¥a%¥%a¥aYa

llegar d agoritmo tradiciona, pero la deccién de un dgoritmo |1 % % 8

de resta en & que las llevadas se le restan d minuendo en vez de (34343434 34% %

aumésdas a sudraendo obliga en muchos paises a presentar é‘ s (i %

edte dgoritmo como un agoritmo termind de ladivison. A AT

2871

2610

VoYa Yo YaYaYaYa

261
¢) Multiplicacién y division por duplicacion 1
Se trata de una agoritmo histérico usado en muchas culturas, hoy 914 2
en dia ha caido en desuso. Para multiplicar 457 x 86 se escribe en una 1828 @
columna d nimero 457 y en otra d nimeo 1 y s duplican 155 3
sucesvamente esos nimeros hasta que en la segunda columna nos 7312 I
acercamos lo mas posble a 86. Findmente se suman los términos de 14624 3
la primera columna que corresponden a términos de la segunda 59248 &2

columna cuya suma sea 86. 39302

Para dividir 457: 86 se coloca en una columna € divisor 86 y en
otra d nimero 1. Se duplican sucesivamente los nimeros hagta que en la primera columna
nos acercamos |lo més posible d dividendo. Después se suman todos los términos de la
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primera columna cuya suma no <sobrepase € dividendo. La suma de los términos
correspondientes de la segunda columna nos da d cociente. El resto sera 457 -430 = 27.

d) Multiplicacion por doble y mitad _@ 1
Ha sdo un agoritmo habitua en sociedades iletradas donde € conocimiento ézm %
de latabla de multiplicar se sudtituia por técnicas de cacular doblesy mitades. =015

Para multiplicar 457 x 86 se escriben los dos nimeros y mientras

el primero se dobla @ ssgundo se divide por dos, prescindiendo de ‘9151‘31 %
decimdes, hasta llegar a la unidad. Al find se suman todos los| 1828 71
términos de la primera columna que corresponden a nimeros impares | 3656 10
de la segunda columna. 7312 g
29248 1
39302

€) Multiplicacion en "celosia”
Se trata de un dgoritmo de

multiplicacion usado en Europa hedta €

\i-b

supone que las razones de su sudtitucion
fueron de orden tipogréfico. El
multiplicando se escribe encima de la

4
sglo XVI en d que fue sudituido por d ke 3
actud. Es un buen adgoritmo y s // /9/

2

4

rgilla y € multiplicador a la derecha 1 5 6 5 7
En cada caslla se escribe @ resultado

de multiplicar las corregpondientes cifras de multiplicando y multiplicador. Findmente se
sumaendiagondesy d resultado del producto aparece debgo y alaizquierdade largilla

f) Division en "galera”

Fue usada hasta € sglo XVII en que se sudituyé por la 67
técnica actud. 382 Y2 44977 Y51
Equivde a un dgoritmo de divisén extendido pero la 382
colocacion de los nimeros es digtinta. 29
Para dividir 44977 : 382 s seguian los pasos que 675
reproducimos en lafigura 38272 449382727 7211
El cocientees 117y € resto 283. 38
2
298
6453
382Y> 44977 Y5117
38224
—387
—26
Ejercicios

15. Construye la tabla de multiplicar nimeros naturades en base 6. Cacula @ producto de los
siguientes nimeros que estan expresados en base 6, haciendo los cdculos en base 6: 345215 X 123.
Jugtifica con este gemplo @ agoritmo tradicional (disposicion en colunmas de los resultados
parciales) indicando las propiedades del sistema de numeracion posiciona y de las operaciones
aritméticas requeridas.

16. Redizalamultiplicacion y la divisidn entera de 227 por 41 utilizando € agoritmo de duplicacion.
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71. Utiliza d agoritmo de resta sn llevadas para restar 17829 de 34234 y € dgoritmo de
multiplicacién en celosia para multiplicar 258 por 3489.

3.7. Diferencias entre lastécnicas oralesy escritas

Las técnicas ordes se organizan en torno a nuestro sstema de numeracion ord. En
cambio, |as técnicas escritas se basan en nuestro sistema de numeracion escrito.

Las técnicas estritas, sdvo la de la divison, son adgoritmicas, mientras que las técnicas
ordes exigen una toma de decisones que permita encontrar nUmeros “redondos’
intermedios.

Las técnicas ordes mangan los nimeros globamente frente a las técnicas escritas que son
anditicas, es decir, mangjan |os nlmeros descompuestos en digitos.

En las técnicas ordes los nlmeros se trabgjan de izquierda a derecha y en las escritas de
derechaaizquierda, sdvo en ladivison.

No son técnicas independientes. Los agoritmos escritos necesitan un gpoyo ora y con
frecuencia las técnicas ordes van acompafiadas de un refuerzo escrito que permita
mantener los nimeros en lamemoria

3.8. Operaciones con calculadora
Actudmente, existe la poshbilidad de redizar las operaciones con caculadora Para dlo

necesitamos apretar las secuencias de teclas gpropiadas para cada operacion. Para obtener la
suma, resta o multiplicacion de los nimeros 3489 y 276 se aorietan las teclas siguientes’

13/ 4[8]9]+|2]7]6]=]
3]4]8]9]- |2]7[6]=]
13/ 8]9] ]2 7]6]=|

Una vez gpretadas las teclas correspondientes € resultado de la operacion aparece en la

pantdla
Resulta un poco més conplicado € caso de la divison entera En las cdculadoras

ordinarias d apretar la secuencia de teclas Sguiente:

EEEEEEKEE

no se obtiene @ cociente y resto correspondientes a la divison entera, Sno @ cociente
correspondiente ala divison decimd.

Es decir, gparece en pantdla € nimero decima 12.641304 (en las calculadoras € punto
equivale anuestra coma decimd).

Esto nos permite saber que d cociente de la divison entera es 12. Para recongruir €
resto a partir de ese resultado, se le resta @ cociente entero 12 d nimero que esta en pantalla,
se obtendra 0.6413043; se multiplica ese resultado por € divisor 276 y € nimero natura 177
que aparece en pantala sera @ resto de la divison entera S € nimero que aparece es un
decimal seredondead entero mas proximo.

2 Esta secuencia no sirve paralas Hewlett-Packard que usan el sistema de notacién polaco.
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Ejercicios:

18. Usando la funcién constante de la calculadora calcula el valor de
OXIXIXIXIXIXIX9, 0 sea, &

19. El producto de dos nimeros consecutivos es 2070. ¢Qué nimeros son?

20. S lateclade multiplicar esta estropeada indica como se puede cacular € producto,
1234 x 596

21. Cdculad vdor exacto de la siguiente multiplicacion:
9765432156 x 132547965

22. Utilizala memoria de la calculadora [M+] para cacular la expresion:

(7984739 + 947326) : (3 x 5287710 - 603683)

23. Comprueba con la caculadora los siguientes patrones y complétalos hasta que puedas decir ago
sobre su campo de validez.

1.84+41=9 9.9+7 =88

12.8+2= 98 08.9+6=2888 65° - 56° =33
123.8+3=987 086.9+5=28838 6565 — 5656° = 3333°
1234 .8 + 4= 9876 0876 .9 + 4 = 83888 6565657 — 565656° = 333333

3.9. Potencias, raicesy logaritmos
Ademas de las operaciones anteriormente citadas, se condruye también en @ conjunto de
los nimeros naturdes una nueva operacion, la potencia, para indicar productos repetidos. La
consderacion de esta operacion no nos ahorra cdculos, ya que € cdculo de una potencia
exige efectuar los productos repetidos, pero si que permite escribir de forma abreviada dichos
productos repetidos.
Asdl, en vez de extribir 3 x3 x3 X3 x3 X3 X3 x3 x3 x3 excribimos 3'° y esto quiere decir que
tenemos que multiplicar & nimero 3 por s mismo 10 veces. En una potencia ¢ = a° se
dicequeaeslabasey b d exponente.
En laiguadad 5 = 125 decimos que 125 es e cubo de 5 pero también podemos decir que
5eslaraiz clbicade 125y que 3 es d logaritmo en base 5 de 125.

En generd, s ¢ = a° entonces a=Xc y b = logc. El logaritmo y la raiz pueden
consderarse como operaciones inversas de la potencia que nos permiten encontrar un
exponente conocida una potencia y su base o encontrar la base conocida la potencia 'y €
exponente.

Ejercicios

24. Antes de que se hicieran habituales las calculadoras, habia muchas reglas para aigerar los
calculos. Una de €llas servia para calcular € cuadrado de un nimero terminado en 5. El resultado es
un nimero terminado en 25, delante del cual se ponia € resultado de multiplicar € nimero que
precede a 5 por ese mismo ndmero aumentado en una unidad. Por gemplo, 35° = (3.4)25 = 1225, 75
= (7. 8)25 = 5625. ¢Cud eslajustificacion de esta regla?

25. Judgtifica s es cierta o falsa la siguiente regla: "Piénsese en dos nlmeros naturales consecutivos.
Multipliquense. El resultado multipliquese por 4. Al resultado siimesdle 1. Extraigase la raiz cuadrada
dd resultado. El nimero que resulta es la suma de los dos que se pensaron inicia mente.

26. Halla un cuadrado perfecto de laforma AABB.
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4. MODELIZACION ARITMETICA DE SITUACIONES FiSICAS O SOCIALES

Como ya hemos visto, las operaciones aritméticas son Utiles conceptuaes que & hombre
inventd para resolver ciertas Stuaciones fiscas 0 socides probleméticas. Pero, aunque d
principio, dichas operaciones estaban directamente ligadas a determinadas acciones fidicas,
poco a poco, se abstrayeron y se pasd a considerarlas un dispositivo que asocia a dos nimeros
dados un tercer nimero siguiendo determinadas reglas.

Ademés, d numero creciente de aplicaciones diferentes de las operaciones aritméticas
hace que ya no se asocien a un problema particular. Se produce, por tanto, una disociacion
entre las operaciones y las dtuaciones que les dieron origen, convirtiéndose en un
conocimiento separado de los problemas que resudve. De modo paraldo, se desarrollé €
concepto abstracto de nimero entendido como un elemento de un conjunto en @ que estan
definidas unas operaciones que cumplen determinadas propiedades y dedigado de las técnicas
sociades de recuento y medida

Este proceso de progresiva abstraccion del nimero y las operaciones aritméticas es la
base del desarrollo matemético occidental. Por otro lado, lo matemético se separa de lo
matematizado. El conocimiento de las operaciones aritméticas, de sus propiedades y de las
técnicas ordes y escritas de caculo nos proporciona una herramienta muy poderosa pero nos
exige saber cudndo y donde utilizarla. Aparece asi una nueva problemética: la necesdad de
relacionar las acciones, Stuaciones y datos con las operaciones aritméticas, es necesario
decidir, por gemplo, s € problema es "de sumar o de restar”. La traduccion de las acciones y
datos de la Stuacion a nimeros y operaciones recibe d nombre de modelizacion aritmética de
la gtuacion.

En la esxcuda las Stuaciones y problemas planteados no son Stuaciones "vividas' sSno
dtuaciones "narradas’, que se presentan a través de un texto escrito o de una narracion ord,
son los problemas aritméticos escolares®. Esto afiade una nueva dificultad: la relacion entre
accion y verbo ya que un mismo verbo puede describir varias acciones y una misma accion se
puede nombrar mediante varios verbos distintos.

Problemas aritméticos de varias etapas

La edructura de los problemas que se modeizan por medio de varias operaciones
combinadas es muy complga y no admite clasficaciones smples como las que exisen para
las Stuaciones que se resuel ven con una sola operacion.

En los problemas de varias etapas hay que tomar decisones respecto a qué operaciones
hay que redizar , entre qué datos y en qué orden, es decir, hay que encontrar un camino que
una los datos del problema, 1o que se da, con las incognitas del problema, 10 que se pide.
Cuando € camino se recorre desde las incognitas hacia los datos s le llama "andids' y
cuando se recorre desde |os datos hacia las incognitas se le llama "sintesis” .

En generd, d méodo de resolucion de los problemas aritméticos es un método mixto de
"andigs-sintesis': s pate de las incognitas estableciendo las relaciones que exisen entre
élas y los datos y definiendo, S es preciso, incognitas intermedias, 10 que proporciona € plan
de solucién dd problema y después se gecuta dicho plan desde los datos hasta las incognitas,
lo que proporciona la solucion de mismo. Se puede condruir un diagrama de estructura del
problema que ponga de manifiesto qué operaciones hay que redizar, entre qué datos y en qué
orden y € recorrido ddl diagrama en uno u otro sentido nos mostrara la doble via del andisis-
sintesis.

% Resolver un problema aritmético significatraducirlo en términos de nlimeros y operaciones a efectuar entre
ellos, esdecir, modelizar aritméticamente la situacidn a que hace referencia el texto, y gecutar, finalmente las
operaciones para obtener un resultado.
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Ejemplo: Juan y Maria son hermanos. Juan compra 3 |4pices a 15 ptas cada uno y Maria
2 cuadernos a 25 ptas cada uno. Pagan con 1000 ptas. ¢Cuanto les devuelven?

El diagrama de edructura de este problemg, que nos muestra € camino que hay que

recorrer parallegar de laincognitaalos datos o viceversasera e sguiente:

2
1000 ?
+ \
? ?
X \ / X
15 3 25 2

Ejercicios

27.

28.

20.

3L

Unos granjeros dmacenaron heno para 57 dias, pero como € heno era de megor calidad de lo que
pensaban, ahorraron 112 kg. por dia, con lo que tuvieron heno para 73 dias. ¢Cuantos kilos de
heno amacenaron?

En un taller de confeccion disponen de 4 piezas de tela de 50 m cada una. Con dlas se van a
confeccionar 20 trajes que necesitan 3 m de tela cada uno. Con € resto de la tela piensan hacer
abrigos que necesitan 4 m cada uno. ¢Cuantos abrigos pueden hacerse ?

Un aeroplano recorrié 1940 km e primer dia, € segundo recorrié 340 km més que € primero y
tercero 890 km menos que entre los dos anteriores. ¢Cuantos kilébmetros recorrid € aeroplano en
total ?

Un comerciante compro 23 resmas de papel a 5500 ptas cada una y las vendio, convertidas en
cuartillas, a 830 ptas e millar. Sabiendo que & comerciante gand 26220 ptas en la venta de todo €l
papel comprado y que una resma tiene 500 pliegos ¢cuantas cuartillas salen de cada pliego?

Un automdvil parte de un punto A con velocidad uniforme de 40 kmvh hacia otro punto E. Dos
horas después sale de A hacia E otro automdvil con velocidad uniforme de 60 kmvh. ¢A qué
distancia de A se encontraran |os dos automéviles?

5. LA ESTIMACION EN EL CALCULO ARITMETICO

Estimar d resultado de una operacién o € de una medida de una cantidad es hacer una

vaoracion gproximada del mismo. Por gemplo, paa etimar € resultado de 23x19,
realizamos € producto 20x20=400. Algunas caracteristicas de la estimacién en d cdculo son
las Sguientes.

Lavaoracion serediza, por 1o generd, de formamental.
Se hace con rapidez y empleando nimeros sencillos.
El vdor obtenido no tiene que ser exacto, pero si adecuado paratomar decisiones.
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El resultado admite soluciones diferentes dependiendo de la personaque lo rediza

La estimacion del resultado de los cdculos aitméticos es de utilidad en casos como los
sguientes

Cuando no es poshle conocer las cantidades implicadas en una operacidn de manera
exacta. Por gemplo, S queremos determinar la superficie de una pared y no podemos
medir su atura; d eaborar un presupueto paraun vige; etc.

Cuando un cdculo es dificil y nos interesa slo una aproximacion dd resultado. Ejemplo:
S queremos saber € precio de una prenda de vestir cuyo precio esta rebgjado en un 15
por ciento.

Cuando queremos comprobar S una operacion redlizada de forma exacta no tiene un gran
error; por gemplo, a revisar la cuenta de una compra, o la solucion de un problema

Cuando se necedita expresar una informacion numérica de manera mas clara; por gemplo,
el coche vale dos millonesy medios de pesetas, en lugar de 2.495.000.

Por Ultimo, la estimacion es Util ya que su practica implica un dominio dd sstema de
numeracion, de las relaciones numéicas y de las operaciones aritméticas, completando €
dominio automeatizado de los dgoritmos de caculo escrito.

Procesos de estimacion en calculo

Los procesos de estimacion en cdculo conssten en modificar los datos de una operacion
para hacerla mas sencilla Esta modificacion se lleva a cabo mediante las técnicas de
redondeo, truncamiento o sugtitucion.

ad) Redondeo. Redondear consiste en suprimir cifras de la derecha de un nimero y sudtituirlas
por ceros con @ sguiente criterio: S la cifra que se suprime es mayor o igud a 5 la que va
a continuacion se aumenta en una unidad; en otro caso se dgaigud.

Ejemplos:

- 2346, redondeado a decenas seria 2350, y redondeado alas centenas seria 2300.
laoperacion, 1281 + 3436 + 2794, redondeada alos millares seria
1000 + 3000 + 3000, y redondeada a las centenas seria: 1300 + 3400 + 2800. En € primer
caso d error esinferior a1500, y en & segundo es inferiror a 150.

Ejercicios

36. Vadorar e error que se comete en la resta 27478 - 19824 dependiendo del tipo de redondeo que se
realice.

37. Estimar los resultados de las siguientes operaciones:

1249 + 3684 + 6936 + 2368; 6248 - 1794
489 + 654 + 160 + 346 + 127, 149 x 151
1342 x 104; 997 x 364; 17484 x 1016; 104697:50
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b) Trucamiento. Truncar condste en suprimir digitos de un ndmero, a patir de un
determinado orden de uniddes, y sudtituirlos por ceros. Ejemplo: 2400 es un truncamiento de
2469.

Ejercicio

38. Resolver |os gjercicios anteriores mediante truncamiento y comparar |os resultados.

c) Sudtitucion. Este proceso condste en sudtituir los datos por otros proximos a dlos pero
"compatibles' en @ sentido de que la operacion resulte sencilla. Ejemplo: 368:7 » 350:7; 29 x
32 » 30 x 30.

6. DIVISIBILIDAD EN EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS NATURALES

6.1. Definicion de divisor y multiplo. Notacionesy propiedades

Ejercicio

39. Imaginate una tabla de multiplicar que, en vez de tener diez filas y diez columnas, tuviera infinitas
filas e infinitas columnas. ¢Cuantas veces apareceria en los resultados de la tabla € nimero 3607

Primera definicion de divisor:
Dados dos nimeros naturales a y b decimos que a es un divisor de b 9 existe un nlmero
natural n que multiplicado por a esigud ab, na = b.

Segunda definicion de divisor:
Dados dos numeros naturales at 0 y b decimos que a es un divisor de b s d efectuar la
divison enterade b por a se obtiene resto cero.

Edtas dos definiciones son equivalentes en @ caso de ser at 0. En efecto, S se cumple la
primera, d dividir b entre a obtendremos cociente n y resto cero. Por otra parte, S se cumple
la segunda, b tendrd que ser igud d divisor a por € cociente ¢ y ya hemos encontrado un
numero natural que multiplicado por a dab.

Definicién de miltiplo:
Se dice que a es multiplo de b s existe un nimero naturd n que multiplicado por b es
igud aa, a=nb.

Las sguientes expresones son equivaentes. a es un divisor de b, b es un mditiplo de a, a
divide ab, b esdivisble por a. Paraiindicar que a es divisor de b s utilizalanotacion a | by

paraindicar que b esun miitiplodea, b=a
Notaciones algebraicas

Indicaremos los nimeros naturales con letras cudesquiera: a, b, ¢, n, m, etc.
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S dividmos los nimeros naurdes por dos obtenemos una paticion en dos
subconjuntos. € conjunto formado por los nimeros que son divisbles por dos, los nimeros
pares, y @ conjunto formado por los nimeros que dan resto uno, los nimeros impares.
Indicaremos un nimero par cualquiera con las expresones. 2a, 2n, €c. y un nimero impar
con: 2a+ 1, 2n-1, 2m + 3, etc.

S dividimos los nimeros naturades por tres obtenemos tres subconjuntos: los nimeros
divisbles por tres, los que tienen resto uno y los que tienen resto dos. Los denotaremos por:
3n,3p,..,3n+1,3m-2,..,3n+2, 3a+5, ..., regpectivamente.

De modo andogo se denotan los nimeros que se obtienen d dividir por cuatro, cinco,
€tc.

Propiedades de la divisibilidad
Lareacion de divisibilidad tiene las siguientes propiedades:

a) S unnumero esdivisor de otros dos entonces es divisor de su suma.

b) S unndmero esdivisor de otros dos entonces es divisor de su diferencia.

¢) S unnumero esdivisor de otro entonces es divisor de cuaquiera de sus mdltiplos.

d) S un nimero es divisor de otro y multiplicamos los dos nimeros por una misma
cantidad larelacion de divisbilidad se sigue conservando.

€) S unnumero esdivisor de otros dos entonces es divisor de su producto.

f) S un nimero es divisor de otro entonces es divisor de cuaquiera de sus potencias de
exponente naturad mayor o igua que uno.

g Launidad esdivisor de todos los nimeros naturaes.

h) Todo nimero naturd es divisor de si mismo.

i) Todo nimero natural esdivisor de cero.

j) Cero sblo esdivisor des mismo.

Ejercicios
39. Escribe todos los divisores de los nimeros: 1800, 5491 y 2187.

40. El nimero 12 tiene seis divisores. 1, 2, 3, 4, 6 y 12. Cuatro de ellos son pares'y tres son impares.
a) Describe la sucesion de nimeros cuyos divisores sean todos, excepto € 1, pares.
b) Describe la sucesion de nimeros gque tengan exactamente la mitad de sus divisores pares.

41. ;Cud es d menor nimero natural que ad emplearlo como divisor de 68130 y 107275 origina los
restos 27 y 49 respectivamente?

6.2. Criteriosdedivigbilidad

En generd, para saber S un ndmero es divisble por otro se efectla la divison enteray se
comprueba S € resto es cero, pero, en adgunos casos, existen reglas que permiten averiguar S
un nimero es divisble por otro sn necesidad de efectuar la divison. A edas reglas s les
llama criterios de divishilidad. Vamos a enunciar y judtificar agunas de elas. En lo que sgue
SUpONEMOS que N es un nimero naturd.

a) Divisibilidad por 2,50 10
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S descomponemos @ nimero n en decenas y unidades, n = 10b + a, se observa que d
término 10b es sempre divisble por 2, 5 y 10. Por tanto, la divishilidad de n por esos
numeros depende de lade la cifrade las unidades, a, y, en genera, podemos decir que:

un numero es divisible por 2, 5 0 10 g, y sdlo 9, la cifra de las unidades es divisible
por 2, 5 0 10, respectivamente. O también, un nimero es divisible por 2 si la cifra de
las unidades es par, es divisible por 5 s la cifra delas unidadeses0 0 5y es divisible
por 10 s la cifra delas unidades es 0.

b) Divisibilidad por 4, 20, 25, 50 0 100
S descomponemos € nimero n, supuesto de tres 0 mas cifras, en centenas por un lado y

decenas y unidades por € otro, n = 100c + ba, se observa que € término 100c es Sempre
divisble por 4, 20, 25, 50 y 100. Por tanto, la divishilidad de n respecto a esos nUmeros
depende de la divishilidad de ba que representa las decenas y unidades de n. Podemos decir
entonces que;

un numero es divisible por 4, 20, 25, 50 o 100 s, y sdlo si, € numero formado por la

cifra de las decenas y la de las unidades es divisible por 4, 20, 25, 50 o 100,

respectivamente.

c) Divisibilidad por 8, 40, 125, 200, 250, 500 o 1000
S descomponemos € nimero n, supuesto de cuatro 0 més cifras, en millares por un lado
y centenas, decenas y unidades por € otro, n = 1000d + cba, se observa que € término 1000d
es sempre divisble por 8, 40, 125, 200, 250, 500 y 1000. Por tanto, la divishilidad de n
respecto a esos numeros depende de la divishilidad de cba que representa las centenas,
decenas 'y unidades de n. Podemos decir entonces que:
un nmero es divisible por 8, 40, 125, 200, 250, 500 o 1000 s, y solo s, e ndimero
formado por las centenas, decenas y unidades es divisible por 8, 40, 125, 200, 250,
500 o 1000, respectivamente.

d) Divisibilidad por 309
S descomponemos en todas sus cifras un nimero n de, por gemplo, 4 cifras, obtenemos

n=1000d + 100c + 10b+a=999d+d+99c+c+9+b+a=(999d+99c + 9b) + (d+c +
b+ad =9(111d + 11c+ b) + (d + c + b + a). Como d primer paréntesis va multiplicado por 9,
ese término serd sempre divisble por 3y por 9y, por tanto, la divishilidad de n respecto a 3
0 9 depende de la divishilidad de d + ¢ + b + a Esta demodtracion es generdizable a nimeros
con un numero cualquierade cifras. Por tanto, podremos decir que:

un nimero es divisible por 309 s, y sdlo s, la suma de sus cifras es divisible por 3 0

9, respectivamente.

e) Divisibilidad por 11

Un nimero es divisble por 11 g, y sdlo s, sumando, por un lado, bs cifras que ocupan
lugar par y, por otro, las que ocupan lugar impar y restando € menor de los nimeros
obtenidos a mayor se obtiene un maitiplo de 11.

Ejercicios

42. Algunos pares de nimeros tienen la propiedad de que la suma de los divisores de cada uno de
ellos, excluyendo los propios nimeros, es @ otro nimero. A estos nimeros se les Ilama ndmeros
amigos. Comprueba que los nimeros 1184 y 1210 son amigos.

43. Determinalas cifras x e y para que € nimero
a) 2xy31 seadivisible por 9.
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b; 123xy seadivisble por 35
) 28x75y seadivishble por 33.
d) 2x45y sea divisible por 72.

44, Encuentra € mayor nimero naturd que a emplearlo como divisor de 247, 367 y 427 origina en
todos los casos resto 7.

45. Hala d menor nimero de 4 cifras que dividido por 4, 7y 11 dade resto 3.

46. Halla & menor nimero natural que dividido por 11 tiene resto 6, dividido por 17 tiene resto 12 y
dividido por 29 da 24 de resto.

6.3. NUmeros primosy compuestos

Cuaquier nimero a se puede dividir por 1y a, que se llaman divisores impropios de a. A
los demés divisores que pudiera tener a seles llama divisores propios.

Un nimero primo es un nimero natura distinto de 0 y de 1 que no tiene divisores
propios. Un nimero compuesto es un nimero natura digtinto cé 0 y de 1 que tiene divisores
propios.

Hacemos notar que 0y 1 no se consideran nUMeros primos ni compuestos,

Teorema: Todo nimero compuesto se puede descomponer en un producto finito de factores
primos y esta descomposicion es Unica

6.4. Técnicas para descomponer un nimero compuesto en factores primos

Primera técnica: Se descompone € numero en producto de otros varios. S estos son
primos & proceso se detiene. S dguno de dlos es compuesto se vuelve a descomponer en
factores hasta que todos los factores obtenidos son primos. Esta técnica se emplea cuando las
descomposi ciones son féciles de obtener. Por gemplo:

18000=18.10.10.10.=2.3.3.2.5.2.5.2.5=2"325°
Las sucesivas factorizaciones pueden también expresarse mediante un diagramaen arbol.

Segunda técnica: Es una técnica adgoritmica. Consste en recorrer la suceson de los
nimeros primos comprobando s son divisores 0 no ded nimero que queremos descomponer.
Cuando se encuentra un nimero primo que es divisor se efectla la divison y se continua
proceso con € cociente. Se sigue asi hasta que se obtiene un cociente 1 momento en d que €
proceso queda concluido. Por gemplo, § queremos descomponer en factores € nimero
173512 seemplead dispositivo gréfico sguiente;

173512 |2
86756 |2
43378 |2
21689 |23

943 |23
41 |41
1
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y ladescomposicion factoria de 173.512 serd 2°x23%x41.
6.5 Técnica para obtener la sucesion de nimer os primos menor es que uno dado

Edta técnica s conoce con & nombre de “"criba de Eratostenes'. Para encontrar los
ndmeras primos menores gque un cierto n se escriben todos los ndmeros naturales hasta n. Se
tacha d 1 porque no es un nimero primo. El primer nimero que queda sin tachar es d 2 que
S que es primo. Se recuadra y se tacha su cuadrado, 4, y, a partir de €, se cuentan los
nimeros de dos en dos y los que ocupan @ segundo lugar se tachan. Una vez findizado €
recuento de dos en dos se toma d primer nimero que queda Sin tachar a partir dd 2: serael 3.
Se recuadra, se tacha su cuadrado, 9 y, a partir de €, se cuentan los nimeros de tres en tres y
cada tercer nimero se tacha. A continuacion se toma € primer nimero que queda sSin tachar a
partir del 3 que seréd @ 5. Se tacha su cuadrado, 25, y contando de cinco en cinco se tachan los
nimeros que ocupan € quinto lugar. Se prosigue este proceso hasta llegar a un nUmero primo
cuyo cuadrado sea mayor que n momento en € que € proceso habra terminado. Los nimeros
recuadrados formarén la sucesion de nimeros primos menores o igudes que n. Un gemplo
con los nimeros hasta € 100 se muestra debgo.

112(3 |4 |56 |7 (8|9 |10
11112{13|14|15(16|17| 18| 19|20
21(22|23|24|25|26|27]|28| 29|30

31|32|33|34|35|36|37| 38| 39|40
41]42|43(44|45|/46|47| 48| 49|50
51|52|53|54|55|56|57|58]|59|60
61| 62|63|64|65|66|67|68| 69|70

7172 73| 74| 75| 76| 77| 78] 79|80
81| 82|83|84|85|86|87|88| 89|90
91|92|93(94|95|96|97| 98| 99| 100

6.6. Técnica para comprobar s un nUmero esprimo

Para comprobar 9 un nimero es primo se divide por cada uno de los elementos de la
sucesidén de nimeros primos, sSiguiendo € orden de menor a mayor, y congtatando que en
todos los casos se obtiene resto distinto de cero. El proceso se para en d momento en que a
efectuar una de dichas divisones se obtenga un cociente que sea menor que d divisor. A
partir de ahi no hace falta seguir dividiendo y ya podemos decir que € nlimero es primo.

- S en una divisén se obtiene resto 0, d dividendo es divishle, no solo por d divisor de la
divison, sno también por @ cociente de la misma, por tanto es un nimero compuesto.
En d momento en que @ cociente es més pequefio que d divisor, ninguna divisén puede
dar resto O, pues s lo diera € cociente seria un divisor dd nimero y eso ya se habria
congtatado en las anteriores divisones efectuadas con nimeros primos més pequefios. El
nUmero s primo.

Ejercicios
47. Hallala descomposicion en factores primos de los nimeros. 18000000, 60434 y 773.

48. S6lo hay un nimero con un unico divisor: @ 1. Los nimeros primos tienen solo dos divisores.
¢Como sera la descomposicion en factores primos de los nimeros que tienen exactamente tres
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divisores? ¢y de los que tienen cuatro, cinco o seis divisores, respectivamente? ¢Tienen aguna
caracteristica comun los nimeros que tienen un nimero impar de divisores?

6.7. Técnica para obtener losdivisoresy multiplosde un nimero
Técnica para obtener los divisores de un nimero

a) Numeros con un solo factor primo: S la descomposicidon factoriad dd nimero es de la
formap;®! susdivisoresserdn 1, py, p12, pi3, ..., pi?t . Entotd aj +1.

b) NUmeros con dos factores primos. S la descomposicion factoriad del nimero es de la
forma p2' p,? sus divisores se obtienen multiplicando cada una de las potencias de p: 1, p,
P12, P, ..., pit por cada una de las potencias de pp: 1, po, P22, P25, ..., P22 . Lamegor forma
de hacerlo es congtruir una tabla multiplicativa de doble entrada:

2 3 al

1 P1 P1 P1 s p1

1
P2
P2
p°

a2

P2

El nimero totd dedivisoreses(a; +1)(az + 1) .

c) En d cao generd, n = p?!p,®? ps?® ... pn®™ los divisores se obtienen multiplicando cada
una de las potencias de pi: 1, p1, P2 pi°, ..., Pt por cada una de las potencias de p: 1, p2,
P22, P2, ..., p*% cada uno de esos productos se multiplica por cada una de las potencias de ps:
1, pa, pa% pa°, .., p3°t ; los nuevos resultados se vudven a multiplicar por las sucesivas
potencias dd sguiente factor primo hasta que se multiplica por |as sucesivas potencias de pm.

En la préactica, con los dos primeros factores primos se congtruye una tabla multiplicativa
de doble entrada; los resultados de esa tabla se llevan a una nueva tabla en la que figuran las
potencias de tercer factor primo y asi, se van congruyendo tablas sucesivas hasta hacer
intervenir d Ultimo factor primo. El nimero totd de divisores sra @) + 1)(az + 1)(az + 1)
~(am+1).

Técnica para obtener miltiplos de un nimero

Para obtener los multiplos de un nimero naturd a se multiplica sucesvamente  ndmero
a por cadauno de los nimeros naturdes: 0, 1, 2, 3, etc. Un nimero tiene infinitos multiplos.
6.8. Maximo comun divisor y minimo comun multiplo de varios nUmer os

Decimos que k esun divisor comin de los nimeros a, a,. .., &, g divide atodos €los. Al

mayor de los divisores comunes a dichos nimeros e le llama maximo comun divisor de a, a
,--» &n. Se denota por med(as ,az,,...,an)-
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Decimos que k esun multiplo comin de los nUmeros a;, a&,. .., an 9 k es un mditiplo de
todos dlos. S tenemos en cuenta dlo los multiplos comunes digtintos de cero, d menor de
los multiplos comunes a dichos nimeros se le llama minimo comdn mdtiplo de @ ay,, .., an.
Se denota por mem (a, ay, ..., an).

Dos nimeros a y b se dice que son primos entre si S no tienen divisores comunes, esto
es, s med(a, b) = 1.

Técnica de obtencién del med y mem de varios nimeros

Para cdcular  mcd(a, ap,,..., an) Se descomponen los nimeros en factores primos.
Entonces,  mcd sera d resultado de multiplicar todos los divisores primos comunes a a, a;
..., &, €levados a exponente menor con € que figuren en dguno delos &;.

Para cdcular d mcm(a, ag,,..., an) Se descomponen los nimeros en factores primos.
Entonces, € mcm sera @ resultado de multiplicar todos los divisores primos de los nimeros
dados, tanto los comunes a todos los niimeros como los que no lo son, elevados d exponente
mayor con d que figuren en dguno delos a;.

Ejercicios

49. Utiliza e agoritmo de Euclides para hdlar e m.c.d. de
a) 3023y 509 b) 126y 2500 c) 1789y 667297

50. Halla dos nimeros naturales sabiendo que su m.c.d. es 14 y su m.c.m. 2310.
51. Halla dos nimeros naturales sabiendo que su producto es 5850 y su m.c.d. es 15.

52. Halla dos nimeros naturales cuyo m.c.d. es 65, su m.c.m. s 9100 y un nimero intermedio entre
ambos es 270. .

53. Halla dos nimeros naturales que sean proporciondes a3y 5y tales que € producto de su m.c.d.
por su m.c.m. sea 15360.

54. Halla dos nimeros naturales cuya suma es 176 y sum.c.d. es 11.

55. Halla dos nimeros naturales primos entre si tales que su suma sea un nUmero primo que dividido
por 7 dé un cociente cuya parte entera sea 3. Sabemos ademés que € m.c.m. de los nimeros buscados
es 90.

56. En € contorno de un campo trapezoidal cuyos lados miden 72, 96, 120 y 132 m., respectivamente,
se han plantado arboles igualmente espaciados. Cacula € nimero de &rboles plantados, sabiendo que
hay uno en cada vértice y que la distancia entre dos consecutivos es la maxima posible.

57. Dos cuerpos de gército tienen 12028 y 12772 hombres, respectivamente. (Cudl es € mayor
nimero de hombres que puede tener un regimiento S cada cuerpo de gercito tienen que ser dividido
en regimientos de igua tamafio?

58. Un faro emite sefides diferentes: la primera cada 16s, la segunda cada 45s y la tercera cada 2m
30s. Estas sefides se emiten simultaneamente en un cierto instante. ¢Qué intervalo de tiempo pasara
hasta que se vuelvan a emitir simultaneamente?
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7. TALLER DE MATEMATICAS

1. Investigacion de propiedades aritméticas.
a) ¢Soniguaeslasexpresones. (34+27)x5 y 34 + (27 x 5)? ¢En qué se diferencian?
b) Compara2'? + 22y 22*, ;Cud es mayor?

2. Buscar dos nimeros cuyo producto esté entre 1500 y 1600; otros dos cuyo producto esté
entre 150 y 160.

3. Comprobacion de estimaciones en clculos.
a) Edima cudes de las sguientes divisones tienen un cociente entre 20 y 50. Utiliza la
calculadora para comprobar las respuestas:
426: 13; 43368: 131, 4368: 13, 436: 131
b) En las dos dguientes operaciones indicadas estima @ vaor desconocido. Comprueba
la aproximacion de la estimacion con la caculadora
43x = 2408; 12 x =672

4. En las operaciones que vienen a continuacion fata adguna cifra que esta sudituida por
guiones. Complétaas.

- -5 - - -7 %325
x 1- - - - - Y2YaY2%a
NnYaVs¥o¥s  %%YaYa 1- -
2--5 C e
13-0 S 9- -
- - - VoY YaYaYa
VoY YaYaYa S 7 -
4-77 - S
VoY YaYaYa
000

5. Existen pargias de nimeros taes que su producto es igua a de sus imagenes en un espeo.
Por gemplo, 23.64 = 46.32. Encuentra otras pargjas de nimeros que tengan esta propiedad.
Trata de encontrar una regla que te permita obtener todas las pargjas.

6. Elige un nimero cudquiera. S inviertes d orden de sus cifras y restas  menor de mayor,
obsarvaras que se obtiene un nimero que es multiplo de 9. Demuestra esta propiedad para
nimeros de 2, 3y 4 cifras.

7. Resuelve los siguientes problemas de productos y cocientes. Indica, en cada caso, los
vadores de las vaidbles que intervienen en la dtuacion y € tipo de Stuacion. Cuando
intervengan varias operaciones en un mismo enunciado estudialas por separado.

a) Un carro transport6 81 sacos de patatas. En cada vigie llevaba 9 sacos. ¢Cuantos viges
hizo?

b) Un comerciante comprd 20 cgas de 12 boligrafos cada una a 40 ptas. unidad. Otro
compré 12 cajas de 40 boligrafos cada una a 20 ptas. unidad. ¢Cudnto gastdé cada
comerciante ?

294



Multiplicacion y division

c) Demi casad colegio hay 760 m.¢Cuantos cm ando S voy y vuelvo del colegio?

d) En d cumpleafios de Laura se iban a repartir 108 globos entre 12 nifios. ¢Cuantos
tocaban a cada uno? S explotaron la tercera parte, averigua, sin dividir, los globos que
recibié cadanifio.

€) Se han llenado 5432 sacos de trigo. Cada uno pesa 92 kg. y sobran 20 kg. ¢Cuanto
trigo habia para llenar |os sacos?

f) Cuatro hermanos decidieron repartirse sus ahorros. A cada uno le correspondieron 658
pesetas. ¢Cuanto dinero habian ahorrado entre los cuatro?

g ¢Cuantos metros mediria un monte que tuviese cuatro veces ladtura dd Aneto?

8. Resudlve los problemas que se enuncian a continuacion utilizando métodos aritméticos.

a) Se quieren repartir 1200 ptas. entre tres personas, de manera que una tenga la mitad de
la otra, y la tercera persona tenga igud que las otras dos juntas. Calcula lo que
corresponde a cada una.

b) Un demandadero tiene que ir 2 veces d mes aun pueblo Stuado a 25 km del punto
donde reside. Al principio hacia los viges en coche, costandole 15 ptas € recorrido de
25 km, pero después compro una bicicleta en 1830 ptas, dedicandola exclusvamente
d citado sarvicio. Teniendo en cuenta que los neumédticos tienen que ser renovados
cada 6000 km, siendo € precio de cada neumético 125 ptas, y que los demés gastos de
conservacion de la hicicleta vienen a ser de 60 ptas d afio, cacular los afios que
habran transcurrido para economizar € importe de labiciceta

c) Pablo vendié 160 bocadillos a 200 ptas. cada uno. Cada bocadillo estaba compuesto
de 75 gr. de jamdn, 2 rebanadas de pan y mostaza. Pablo pagd 1000 ptas. por cada kilo
de jamon, 60 ptas. por cada barra de pan (de 20 rebanadas) y utilizd6 8 botes de
mostaza a 50 ptas. cada uno. ¢Cuanta fue su ganancia?

d) Una costurera, cosiendo a mano, ganaba 50 ptas por dia de trabgo. Compré una
maguina de coser a crédito en 4800 ptas y € beneficio que con ela obtuvo lo dedicd a
pagar su importe, condguiéndolo en 32 semanas. Se desea saber 1o que gand la
modista por dia de trabgo, cosendo a maquina, teniendo presente que no trabgd los
domingos.

9. Representa de manera genérica
a) un multiplo de 5.
b) un nimero que a dividirlo por 8 déresto 3.
C) los nimeros anterior y posterior aun multiplo de 4.
d) un nimero que no es Multiplo de 5

10. Demuestraque:
a) lasuma de dos nimeros impares es un NUMmero par.
b) la suma de tres nUmeros pares consecutivos es un multiplo de 6.
¢) lasuma de dos nimeros impares consecutivos es un multiplo de cuatro.
d) la diferencia entre los cuadrados de dos nimeros consecutivos es sempre un nUmero

impar.
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11. El nimero de péginas de un libro es mayor que 400 y menor que 500. S se cuentan de 2
en 2, sobra una; de 3 en 3 sobran dos;, de 5 en 5 sobran cuatro y de 7 en 7 sobran sais.
¢Cuéntas paginastiene d libro?

12. Un pasillo rectangular de 860 cm. de largo y 240 cm. de ancho se ha embadosado con
baldosas cuadradas de la mayor dimension posible para que cupieran un nimero entero de
estas. ¢Cud esladimension de cada bal dosa? ¢Cuantas bal dosas se han empleado?

13. El m.c.m. de los términos de una fraccion es 340. Determina dicha fraccion sabiendo que
no sedterasu vaor s se suma 20 a numerador y 25 d denominador .

14. Demuestraque s n es un ndmero par los nimeros n(n?+4) y n(n-4) son mltiplos de 8.

15. Siendo n un nimero natural, demuestra que 2n° + 37 + n es divisible por 6.
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C: Conocimientos Didacticos

1. ORIENTACIONES CURRICULARES
1.1. Disefio Curricular Basedel MEC

El Decreto dd MEC (BOE 26-6-91) por d que se establecen las ensefianzas minimas
del &ea de mateméticas en la educacion primaria etablece las sguientes indicaciones para €
bloque temético de "NUmMerosy operaciones':

Conceptos:
1. Lasoperacionesde multiplicacion y divisony sus dgoritmos.
2. Reglasde uso delacdculadora

Procedimientos

1. Explicacion ord dd proceso seguido en la redizacion de clculos y en la resolucion
de problemas numéricos u operatorios.

2. Edimacion dd resultado de un clculo y vdoracion de s una determinada respuesta
numérica es o no razonable.

3. Elaboracion de estrategias personales de caculo mental con nimeros sencillos.

4. Utilizacidon de la cdculadora de cuatro operaciones y decison sobre la conveniencia o
no de usarla atendiendo a la complgidad de los clculos y a la exigencia de exactitud
de los resultados.

Actitudes

1. Confianza en las propias capacidades y gusto por la eaboracion y uso de edtrategias
personaes de clculo mentd.

2. Gusto por la presentacion ordenaday clarade los cAculosy de sus resultados.

Edas orientaciones curriculares fueron formuladas de manera més explicita en d DCB
(Documento Curricular Base, MEC, 1989). Al findizar la Educacion Primaria, como
resultado de los aprendizges redizados en € &ea de Matemdticas, los dumnos habran
desarrollado la capacidad de:

1. Identificar en su vida cotidiana Stuaciones y problemas para cuyo tratamiento se
requieren operaciones dementdes de cdculo (multiplicacion y divison), discriminando la
pertinencia de las mismas y utilizando |os agoritmaos correspondientes.
2. Eldborar y utilizar edrategias persondes de cdculo mentd para la resolucion de
problemas sencillos a partir de su conocimiento de las propiedades de los dstemas de
numeracion 'y de los dgoritmos de las cuaro operaciones badcas (multiplicacion y
divison).
En d desarollo de blogue temético sobre "NUmeros y operaciones’ @ DCB incluye las
sguientes orientaciones curriculares:
Hechos, conceptosy principios

3. Las operaciones de multiplicacion y division.

297



E. Cid, J. D. Godinoy C. Batanero

» Stuaciones en las que intervienen edtas operaciones. la multiplicacion como suma
abreviada, proporciondidad (doble, triple, etc.); la divison como reparto, proporcionaidad
(lamitad, latercera parte, etc.).

* Cuadrados'y cubos.

* Laidentificacion de las operaciones inversas (multiplicacion y divison).

» Simbolos de |as operaciones
4. Correspondencias entre lengugje verba, representacion grafica'y notacion numérica.
5. Algoritmos de | as operaciones.

* Jerarquia de las cuatro operaciones y funcién de los paréntesis.

* Reglas de uso de la calculadora
Procedimientos

1) Utilizacion de diferentes edrategias para resolver problemas numéricos y operatorios
(reducir una Stuacion a otra con ndimeros mas sencillos, aproximacion mediante ensayo y
eror, condderar un mismo proceso en dos sentidos -hecia addlante y hacia arés
dternativamente, etc.).

2) Explicacion ord dd proceso seguido en la redizacion de cdculos y en las resolucion de
problemas numéricos u operatorios.

3) Representacion matemdica de una dStuacion  utilizando  sucesvamente  diferentes
lenguagjes (verba, gréfico y numérico) y estableciendo correspondencias entre los mismos.

4) Decison sobre la conveniencia 0 no de hacer cdculos exactos 0 aproximados en
determinadas Situaciones vaorando € grado de error admisible.

5) Edimacion dd resultado de un cdculo y vdoracion de S una determinada respuesta
numérica es o no razonable.

6) Automatizecion de los adgoritmos para efectuar las cuatro operaciones con numeros
naturales.

- Elaboracién de edtrategias personaes de caculo menta
- Multiplicacion y divison con nimeros de dos cifras en casos sencillos.

7) ldentificacion de problemas de la vida cotidiana en los que intervienen una o varias de las
cuatro operaciones, diginguiendo la posble pertinencia y aplicabilidad de cada una de
dlas.

8) utilizacion de la caculadora de cuatro operaciones y decisén sobre la conveniencia 0 no
de usala aendiendo a la complgidad de los cdculos a redizar y a la exigencia de
exactitud de los resultados.

Actitudes, valoresy normas
1. Tenacidady perseverancia en la blisqueda de soluciones a un problema

2. Confianza en las propias capacidades y gusto por la eaboracion y uso de estrategias
personaes de clculo mentd.

3. Gusto por la presentacion ordenaday clarade los cdculosy de sus resultados.

4. Confianzay actitud criticaen € uso de la caculadora
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1.2. Principiosy Estdndares parala Matematica Escolar (NCTM 2000)
En rdacion d gorendizge de la multiplicacion y divisén, para los grados 3-5,  NCTM
(2000) propone € logro de las siguientes expectativas.
Comprender los significados de las operaciones y como se relacionan entre si
Comprender los diversos significados de lamultiplicacion y divison
Comprender los efectos de la multiplicacion y divison de nimeros naturales.
Identificar y usar las relaciones entre las operaciones para resolver problemas, tales como
ladivison como operacion inversa de la multiplicacion.
Comprender y usar las propiedades de las operaciones, tales como la didributividad de la
multiplicacion respecto de laadicion.
Calcular de manera fluida y hacer estimaciones razonables

Dominar las tablas de multiplicar y dividir y usar estas combinaciones bésicas para
cdcular mentamente hechos numéricos relacionados, como 30x50.

Adaquirir fluidez en la redizacidon de sumas, restas, multiplicaciones y divisones de
nUmeros naturaes.

Desarrollar y usar edrategias de estimacion de resultados de caculos con ndmeros
naturaesy juzgar que son razonables.

Seleccionar nétodos y herramientas apropiadas para hacer caculos con nimeros naturales
incluyendo clculo mentd, edtimacion, cdculadoras, papd y 18piz, segin € contexto y
naturdeza delos cdculosy usar d método o herramienta seleccionada.

Ejercicio 1

Andizar las diferencias y semejanzas en las orientaciones curriculares siguientes respecto del estudio
delamultiplicacion y division:

- Disefio Curricular Base del MEC

- Lasorientaciones curriculares de tu Comunidad Auténoma

- Principios y Estdndares 2000 del NCTM.

2. DESARROLLO COGNITIVO Y PROGRESION EN EL APRENDIZAJE
2.1. Progresion en € estudio dela multiplicacion y division

S bien la adicion y la sudraccion e comienzan a edudiar Smultaneamente con €
concepto de nimero, la multiplicacion y la divisén son operaciones que requieren un cierto
dominio de los nlmeros y de las operaciones de adicidn y sustraccion.

Esdo es cdao 9 tenemos en cuenta d dgnificado de edas operaciones. La
multiplicacion edta ligada a verbos de accion taes como, "juntar tantas veces, repetir tantas
veces, afadir tantas veces, reunir tantas veces, reiterar, etc.” ES conveniente, por tanto, tener
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un cieto dominio de la suma que permita un cdculo seguro de los productos. Para no
entorpecer d aprendizge de la multiplicacion con dificultades propias de la suma, es por lo
que se suele dgar uno o dos cursos de diferencia entre e estudio de ambas operaciones.

En un principio, las Stuaciones problemdicas deben resolverse tanto con la suma
como con la multiplicacion, hasta que d dumno observe que con la multiplicacion y més con
el uso de lastablas, esmés rgpido y seguro.

Los dos términos de la multiplicacion desempefian funciones diferentes. uno de dlos
es la cantidad que se repite (multiplicando). El otro factor nos dice las veces que e repite la
cantidad inicid (e multiplicador); se refiere a un "objeto” (nUmero de veces que e repite la
accion) de naturdeza diferente que € multiplicando.

En cuanto a aprendizge de las técnicas operatorias habria que comenzar por €
producto de un digito por un digito, respetando las fases manipulativas, gréficas (figuretivas),
esqueméticasy smbolicas.

En € caso de la divison se trata de, "repartir en partes iguaes, hacer grupos iguaes,
resar reiteradamente, digtribuir equitativamente, compartir, fraccionar, trocear, partir, etc." El
dividendo es la cantidad a repartir, que hace, por tanto, referencia a cantidades de magnitudes
discretas; por € contrario € divisor es € nimero de pates en que se reparte la cantidad
expresada por € dividendo, sSendo por tanto de naturdeza diferente.

Los requisitos basicos para afrontar las técnicas escritas operatorias de la divison son los
sguientes

Una correcta orientacion espacid para las digtintas direcciones que supone la técnica de la
cga. Implica, smultdneamente, d manejo de las nociones de derecha, izquierda, antes,
después, arriba, abgjo.

Mecanizacion comprensiva de lasuma, restay multiplicacion.

Préctica en la descomposicion de nimeros en Ordenes de unidades (unidades, decenas,
centenas, ...)

El aorendizge dd cdculo de la divison requerira también tener en cuenta las fases
manipulaiva, gréfica (figurativa) y smbdlica, y la sguiente secuenciacion:

Unacifraen € dividendoy unaen d divisor.
Dos cifras en € dvidendo y una en € divisor: ab : ¢, distinguiendo los casos, a>c, y a<c.
Se pueden presentar dificultades cuando exista un cero en € cociente (Por gemplo, 81: 2)
Tres 0 més cifras en d dividendo y dos cifras en d divisor: abc.de. Los casos en que
pueden surgir dificultades son:

- Cuando hay que tomar tres cifras en € dividendo.

- Cuando hay que colocar ceros en € cociente.

2.2. Principalesdificultades en € aprendizaje

El gorendizge de la multiplicacion y divisén no eta libre de obstéculos y dificultades.
Indicamos algunas de estas dificultades sobre cuatro aspectos *:

a) Vocabulario y conceptos

En stuaciones de multiplicacion los términos “cada’, “a cada uno”, “para cada uno”’, etc.
tienen un sentido que, normamente, no ha sdo trabgo por los nifios con anterioridad. Otra
dificultad puede ser e empleo de la paabra ‘producto’. En € lenguge ordinario un producto

4 Martinez (1993, p. 141-142)
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comercia es cuaquier cosa que se compra, por lo que se debe prestar atencion a nuevo
dgnificado que s le aribuye en la clase de maeméaticas como resultado del cdculo con
nameros.

b) Nivel de abstraccion

Cuando d nifio se enfrenta a la multiplicacion lleva un cierto tiempo, normamente,
practicando con sumas y restas. Pero sumar y restar supone que los nimeros que entran en
esas operaciones funcionan todos dentro del mismo contexto, esto es, hacen referencia a
cantidades que tienen d mismo dgnificado en los dos sumandos y en d resultado. En dgunas
actividades es posible que se pida d nifio que sume, por gemplo, 3 peras y 2 kiwis para
obtener 5 frutas, en este caso d nifio debe entender que tanto las peras como los kiwis son
“objetos’ de la clase de las frutas, por 0 que este problema planteard més dificultades que s
laadicion serefiere solo a una clase de frutes.

En d caso de la multiplicacion, d multiplicando es un nimero que indica la medida de
una cantidad de magnitud, es decir, es un estado, mientras que @ multiplicador nos dice las
veces que e repite la cantidad inicid (es una razon o una comparacion). Para cacuar € coste
de 3 kg de peras a 2 euros d kilo, multiplicamos 3 x 2 = 6 y decimos que € resultado es 6
euros, 3 es la medida de la cantidad de peso de las peras y 2 d precio (medida del vaor
econdmico) por unidad de peso, es decir, larazon entre d valor econdmicoy € peso.

El resultado también puede ser una cantidad de una naurdeza diferente de los factores
(&rea 0 volumen; mientras que los factores son longitudes o longitud y aea). Todo esto
supone un nivel de generdidad o abstraccion superior y por tanto origen de dificultades en €
proceso de estudio.

En € caso de la divison debemos tener en cuenta la exisencia de dos sentidos bien
digtintos para esa operacion:

- segln se considere como “resta sucesiva’ de una cantidad fijad de otra D y lo que se

debe hallar es é nimero de veces () que se puede restar hasta agotar D (la divisién como

agrupamiento)
- 0 bien & sentido de “reparto en partes iguales’ de una cantidad D entre un nimero dado de
“sujetos’ d, donde lo que se debe hallar es a asanto tocan (q) (la divison como distribucion o
reparto).

c) Dificultades en operaciones

La primera dificultad que sude pasar desgpercibida es que una smple multiplicacion
como 123 x 12 es, en redidad, un conjunto variado de multiplicaciones que se escaonany se
combinan de acuerdo con unas reglas especificas. Este proceso queda notablemente
oscurecido en @ dgoritmo habitua a suprimir pasos intermedios, 1o que sn duda es una
fuente de dificultades y erores. Edtas dificultades son mayores incluso en d cdculo de la
divison donde deben redlizarse procesos de tanteo, aparte de aplicar de manera coordinada
las operaciones de multiplicacion, adicion y sustraccion.

d) Solucién de problemas

El estudio de la estructura semantica de los problemas multiplicativos y € andliss de los
tipos de cantidades que intervienen como factores muestra la gran complgidad de este campo
conceptual cuyo estudio integral abarca un periodo bastante dilatado de tiempo.

Seglin dgunos estudios®’, parece que a los nifios les resulta més facil identificar la
operacion correspondiente a un problema verba cuando se trata de una divisén que cuando
s trata de una multiplicacion. Por otro lado, parece que resudven megor las Stuaciones

® Puig y Cerdan (1988, p. 136)
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multiplicativas de razon que las de comparacion (savo cuando en estas Ultimas la incognita
eda en d primer término de la comparacion), resultandoles las de combinacion més dificiles
de resolver que las otras. Dentro de las Situaciones de razon, los problemas de reparto parecen
ser més faciles que los de agrupamiento.”

Ejercicio 2: Evaluacion de destrezas de célculo

A continuacion incluimos agunos items de cdlculo, junto con respuestas tipo dada por nifios.
Para cada respuesta eval Ua |0s conocimientos que se ponen en juego, asi como |os posibles errores.

Item 1 Multiplica8x4
Respuestas:
- 1Ix4=4, 2x4=8, 3x4=12, recita toda la tabla hasta 8x4=32, son 32
Seis veces cuatro son 24, siete veces cuatro son 28, ocho veces cuatro son 32
Eslo mismo que sumar cuatro veces 8; son 32
Creo que son 36
Cuatro veces cuatro son 16; diezmas son 36 y 6 32; 32

[tem 2: Calcula805x4
Un nifio obtiene como resultado 3260, ¢Como puedes explicar € error?

Item 3: Cdculalas sguientes divisiones: 436 | 4 85 |5 702 |3

En los siguientes resultados, ¢Qué parte
del agoritmo no ha entendido € nifio?
J 8 |5 436 | 4
11 19
702 |3
20

3. SITUACIONES Y RECURSOS

De acuerdo a los gpartados anteriores, haremos una propuesta de ensefianza con dos
secuencias didécticas pardédas la via de las Stuaciones multiplicativas concretas y la de las
Stuaciones formaes. La primera es necesaria para establecer d sentido o dgnificado de las
operaciones, que viene asociado a las Stuaciones que resudve, y también para judificar los
hechos numéricos basicos y las técnicas de cdculo. La segunda es necesaria para consolidar la
memorizacion de lastablas y las técnicas oradesy escritas.

3. 1. Situaciones multiplicativas concretas

Recomendamos una secuencia de Stuaciones multiplicativa concretas que @ aumno
debe resolver por si mismo. El profesor debe controlar que @ nifio entiende @ enunciado,
pidiéndole que lo expliqgue con sus propias pdabras y animandole a que encuentre una
estrategia de resolucion. Es decir, se trata, béasicamente, de situaciones a-didacticas °.

® Situacién a-didactica, aquél momento del proceso de ensefianza-aprendizaje en que el alumno esta
comprometido con laresolucién de una tarea probleméti ca que asume como propia.
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Se puede animar a nifio a representar los datos de problema, usando aguno de los
recursos que describimos en la seccion 3.3.

Las variables didacticas de las Stuaciones multiplicativas concretas son las sguientes:

Tamafio de los términos y resultado de la operaciéon: De 0 a 50, de 50 a 100, de 100 a
1.000, de 1.000 a 10.000, etc.

Estructura légica de la sSituacion: Situaciones de razdn, comparacion, combinacion y
doble comparacion.

Posicion de la incognita: En € primer estado, € segundo olarazdn o comparacion (en las
Stuaciones de razon o comparacion), o en los estados 0 comparaciones parciales o en €
edado producto o comparacion tota (en las Stuaciones de combinacion o doble
comparacion).

Sentido de la comparacién: De tantas veces mas o de tantas veces menos.

Grado de contextualizacion de la situacion: Situacion que se refiere a materiales presentes
en d aullay con d nifio como actor; Stuacion hipotética contextudizada con materid a
disposicion dd nifio para que pueda efectuar una representacion smbdlica; Stuacion
hipotética contextualizada Sn materid a digposicion dd nifio.

Tipo de material utilizado: Estructurado o no estructurado, gréfico, manipulativo, etc.

NUmero de datos: Dos, tres 0 mas.

Ejercicios:

3. Preparar una secuencia de tareas para alumnos de 3° curso en las que se incluyan una muestra de
valores de las variables didéacticas para las situaciones multiplicativas concretas.

4. Andizar en un libro de texto de 3° curso las situaciones multiplicativas concretas que se incluyan,
identificando los valores de las variables didacticas mencionadas en este apartado.

3.2. Situaciones formales. Aprendizaje de algoritmos

En edas gStuaciones s presenta d dumno multiplicaciones y divisones formdes, es
decir, gercicios dd tipo 12:5, 31x4, etc. En un primer momento se animard d nifio a hdlar
Sus propias estrategias, por g emplo, sumando o restando, para dar sentido a las operaciones.

Répidamente se pasara a utilizar materides estructurados (ébacos, bloques, regletas) para
facilitar la comprension y adquiscion de técnicas ordes. Para dlo, dichos maerides han
tenido que s trabgados previamente, habiéndose familiarizado € nifio con las didintas
configuraciones numéricas.

Las variables didécticas de las Situaciones son las Sguientes.
Tipo de operacion: multiplicacion o divisédn; en € caso de ladivison, exacta o no exacta.
Direccién de la operacion:

Directa (por gemplo, 12x5="7?,15:2="7),

Inversa (por gemplo, ?x 5=12, 16 - ?=8),

Descomposicion, 12=4x7?, 5=15.?
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Tamario de lostérminos y del resultado de la operacion:
- Dobles o mitades de nUmeros de unacifra
- Operaciones de latabla de multiplicar o dividir.

- Operaciones con multiplicandos o dividendos de una cifra sgnificativa y multiplicadores
o divisores de unacifra

- Dobles o0 mitades de nimeros de varias cifras Sgnificativas.

- Operaciones con multiplicandos o dividendos de dos 0 més cifras dgnificativas y
multiplicadores o divisores de unacifra

- Operaciones con multiplicandos o dividendos de dos o més cifras dSgnificativas y
multiplicadores o divisores de dos cifras sgnificativas.

- Operaciones con multiplicandos o dividendos de tres 0 més cifras dgnificativas y
multiplicadores o divisores de tres 0 més cifras dgnificativas.

Existencia de llevadas. La operacion implica o no llevadas.

Técnica de calculoo Uso de materiad edtructurado; técnica ord, técnica escrita,
cdculadora

Tipo de material: Regletas Cuisnaire, dbaco, blogues multibase, representaciones
gréficas.

Ejercicios:

5. Preparar una secuencia de tareas para alumnos de 3° curso en las que se incluyan una muestra de
valores de las variables didacticas paralas situaciones multiplicativas formales.

6. Andizar en un libro de texto de 3° curso las situaciones multiplicativas formaes que se incluyan,
identificando los valores de las variables didacticas mencionadas en este apartado.

Ejercicio 7:
Enuncia problemas que correspondan a cada una de |as representaci ones graficas siguientes.

Identificar los vaores de las variables que se ponen en juego y clasficar los problemas segin €
esquema dado en laseccion 1.1 (parte B).

a)

0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

b)
N N L. = 3% R R
IR R R
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d)

9

305




E. Cid, J. D. Godinoy C. Batanero

3.3. Recursos en I nternet

Representacion rectangular dela division entera

http://matti.usu.edu/nlvim/nav/frames asid 193 g 2 t 1.html

Lrivizion Slow 43 dvided hy 5
gg=1 x5-[
|
Check I “wew Pichlem |
[
(M TF 2 Tkl Colx s ol [ERY [P 11

O EId. HeT - suacdebar -0 &l Flgher Smas ond D oedb Iorees | Fandoech

Descripcion:

Egte recurso permite representar la divison entera en un diagrama rectangular mostrando €
dividendo como un rectangulo cuya base y dtura son @ dividendo y cociente. El resto se
representa como un rectangulo adosado de base unitaria.

Permite probar € conocimiento de las tablas de multiplicar y la comprensién de las nociones
de cociente y resto, planteando divisiones d aumno que é debe resolver.

Ejercicio 7:

1. ¢Cudes son los conocimientos mateméticos que se suponen conocidos para usar este
programa? ¢Qué conocimientos sobre e programa se deben agprender para usarlo como
recurso didéactico?

2. ¢Cudes son los nuevos conocimientos mateméti cos pretendidos? ¢Cud es su
naturaeza? (adquisicién de una destreza, reconocimiento de una propiedad y su
judtificacion, etc.)

3. Describir un recurso didactico dternativo para e estudio de los conocimientos
pretendidos (p.e., uso delacaculadora, papd y 18piz, etc.). Indicar las ventgjas
relativas de cada recurso.

4. Diseflar unaunidad didéctica para€ estudio del contenido pretendido, apoyadaen
uso de este recurso, indicando:

- lasconsignas que se dardn alos dumnos,

- las explicaciones complementarias que se consideren necesarias sobre € uso
del recurso y recuerdo de conocimientos previos,

- USO de recursos complementarios,

- posibles explicaciones finaes para 9 steméti zar |0s conocimientos pretendidos.
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4. TALLER DE DIDACTICA
4.1. Analisis de textos escolar es. Disefio de unidades didacticas

Conggue una coleccion de libros de texto de mateméticas de 2° y 3er ciclo de primaria
(recomendamos buscar los libros que utilizastes persondmente, o bien los de dgun familiar o
amigo).

1. Estudiad desarrallo dd temade “multiplicacion y divison” en dichos niveles.

2. Indicaenqué curso seiniciay cuando termina

3. ldentifica aspectos ddl desarollo dd tema en los manuades escolares que consderes
potencid mente conflictivos.

4. Describe los cambios que introducirias en € disefio de las lecciones propuestas para los
cursos 3° a6 de primaria.

4.2. Andlisis de una prueba de evaluacion’

En la tabla sguiente, parte izquierda, hay un gercicio propuesto d comienzo del tercer
curso de primaria, y aladerechalos porcentges de | os resultados obtenidos:

Efectliala operacion siguiente:
84 Respuestas correctas. 37'4%
x3 Otras respuestas. 52'2%

----- Ningunarespuestas  104%

a) Latasade éxito esbga. ¢Es un resultado extrafio?
b) Entre las respuedtas errdness estén las siguientes:

84 84 84 84
x3 x3 x3 x3
2312 272 242 92

Encuentra, en cada caso, lo que hace € nifio
Basdndote en la numeracién decimd, ¢cOmo ayudariass a un dumno a recondruir €
agoritmo correcto?

4.3. Analisisde estrategias de calculo mental /oral

Proponemaos a un grupo de nifios la siguiente tarea:
¢Cuénto es veinticinco por doce? ¢COmo obtienes larespuestasin usar papd y 18piz?

Para cada una de |as respuestas Siguientes andiza la estrategia seguida:
"Treinta por doce es trescientos sesenta, cinco por doce sesenta, trescientos sesenta menos
Ssesentatrescientos’
"Veinte por doce es doscientos cuarenta, cinco por doce sesenta, doscientos cuarenta més
sesentatrescientos’

" Brousseau, G., Duval, A. y Vinrich, G. (1995)
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"Veinticinco por sais es ciento cincuenta, y ciento cincuenta, trescientos’

"Venticinco por dos cincuenta, cincuenta por sais, trescientos”

"Veinticinco por cuatro cien, por tres trescientos’

"Venticinco por doce es o mismo que cincuenta por seis y o mismo que cien por tres,
trescientos’

4.4. Evaluacion deresolucion de problemas

Item 4. Danid tiene 12 carameos, Maria tiene 6 veces més caramelos que Danid. ;Cuantos
caramelos tiene Maria®
Este problema fue resuelto correctamente por € 85% de nifios de 5° y 6° de primaria en
una muestra de 216 nifios.
En egte item hay diferentes varidbles:
Laposicion de laincognita: Estado inicid, término de comparacion, estado find;
Término de comparacion: tantas veces mas, tantas veces menos,
Tamafio de los nimeros

Escribe otros items smilares cambiando las varidbles anteriores. ¢(Crees que serdn més
dificiles? ¢Por qué?
¢Qué edtrategias seguirian |os nifios en |os digtintos items que has ecrito?

Item 5. A continuacion reproducimos un item sobre problemas multiplicativos de
combinacion y las respuestas de varios chicos de 13 afios. Para cada una indica los
conocimientos mostrados y errores cometidos

“Dos caminos, por la derechay por laizquierda”
“Dos caminos hasta el centro y tres mas, cinco | ¢Por cuantos caminos se puede
caminos’ ir desde A hasta B?

“ dos camimos hasta el centro; tres caminos desde
el centro que se pueden combinar con los
anteriores, seis caminos’

Como se ve en € grafico desde A salen dos
caminosy en el centro de pueden tomar otrostres

7

—»

W

8 Castro, E.nr, Resolucién de problemas aritméticos de comparacion multiplicativa. Memoriade Tercer Ciclo.
Universidad de Granada.
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A: Contextualizacion Profesional

ANALISIS DE PROBLEMAS SOBRE FRACCIONES Y NUMEROS
RACIONALES EN PRIMARIA

Condggna:

A continuacion incluimos agunos enunciados de problemas y gercicios que han sido
tomados de libros de texto de primaria. Para cada uno de dlos:.

a) Resuelve los problemas propuestos.

b) Indica los conceptos y procedimientos mateméticos que se ponen en juego en la
solucion.

c) ldentificadiferenciasy semejanzas entre los distintos problemas.

d) Para cada problema enuncia otros dos de mismo tipo, cambiando las variables de la
tarea, de manera que uno te parezca méas fécil de resolver y otro mas dificil.

e) ¢Pensas que los enunciados son suficientemente precisos y comprensibles para los
adumnos de primaria? Propdn un enunciado dternaivo para agquellos gercicios que
no te parezcan suficientemente claros para los aumnos.

f) Consigue una coleccion de libros de texto de primaria. Busca en dlos tipos de
problemas no incluidos en eta relacion. Explica en qué se diferencian.

Enunciados de problemasincluidos en librosde primaria:

1. Escribe en tu cuaderno qué fraccion esta sombreada en cada caso

2. Enunagranja, de cada 10 animales, 5 son aves, 3 son vacasy 2, ovelas.
- Representa, con un gréfico, lafraccion de cadatipo de animales.
- ¢Queé fraccion representan las vacasy las oveas juntas?
- Decada5 aves, 3 son gdlinas, ¢Qué fraccion dd totd de animaes son gdlinas?

3. Copiaad lado de cada fraccion como selee:

1 10
11 8

gllw
oo o
wibs
~N N

4. Entre cinco personas compran una bolsa de naranjas de 4 kg por 490 pts.
¢QUE peso, en kilos, corresponde a cada persona?
¢Cuanto dinero tiene que pagar cada una?
Expresa cada resultado en formade fraccion y cacula su vaor

Delas 25 personas de la clase de Laura 3/5 son nifias. ¢Cuantos nifios hay?
Laura ha recorrido los 2/3 del trayecto de su casa a colegio, que mide 570 m.

o O
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Roberto ha recorrido también los dos tercios ddl suyo, que es de 420 m. ¢Han
recorrido Laura y Roberto la misma cantidad de metros? ¢Y la misma fraccion de su
camino respectivo?

De la superficie totd de Espafia (504.000 knt, aproximadamente), los dos tercios
son de paisge llano. ¢Cuantos kildmetros cuadrados representa esta fraccion?
¢Cuénta superficie montafiosa hay en Espafia?

Escribe y representa con dibujos: @ Dos fracciones igudes a la unidad; b) Dos
fracciones menores que la unidad, ¢) Dos fracciones mayores que la unidad.

Las fracciones 3/4, 2/5, 3/8, y 8/10 son menores que la unidad. Compruébdo
halando sus expresiones decimaes. Haz o mismo con 7/5, 6/4, 3/2 y 13/10, que
son mayores que la unidad.

Comprueba que las fracciones 6/5 y 12/10 son equivaentes. Hala ahora & vador
decimal de cada una. ¢Qué observas? Haz lo mismo con las fracciones 54/3 y 8/6.

Escribe una fraccion smplificada de 16/12, 4/8, 10/15, 8/10y 12/21.

Encuentra fracciones equivalentes a 6/18 con estas condiciones.
Numerador 3 4 1
Denominador 6 5
¢Puedes llenar todas las casillasg, ¢Por que?

Ordena de menor amayor:
6/2, 6/10, 6/4, 6/8; b) 13/4, 9/4, 5/4, 8/4; c) 7/5, 8/9, 12/5, 6/9; d) 5/4, 7/5, 3/2, 7/8.

Calcula: @) 3/5 de 1.500 euros; b) 7/9 de 9.000 kilos; c) 4/3 de 175'4 netros; 6/10 de
3.854 personas.

Comprueba gréficamente, con @ producto cruzado de los términos y halando €
vaor decimd, cudes de estos pares de fracciones son equivaentes.
a) 3/4y 15; b)6/4y9/6;c)510y 4/8;d) 7/2y 28/8

En € pueblo de Segio, los 5/8 de toda la produccion agricola corresponden a las
frutas. Las manzanas suponen los 3/8 de la produccion tota. ¢Qué fraccion
corresponde d resto de lasfrutas.

Una fuente echa 5/4 litros de agua cada segundo. ¢Cuantos litros arrgja en un
minuto?

El padre de Sergio ha hecho un murd rectangular de cerdmica que mide 1/2 metro
de basey 3/4 de metro de dtura. ¢Qué superficietiene d mural?
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B: Conocimientos Matematicos

1. FRACCIONES Y RAZONES

Nos encontramos con frecuencia Stuaciones en las que es preciso dividir un todo
en partes, repartir un conjunto de objetos en partes iguales 0 medir una cierta cantidad
de una magnitud que no es multiplo de la unidad de medida Para resolver edtas
dtuaciones précticas, tenemos necesdad de expresr € cociente de dos numeros
naturaes (en los casos en que no es un numero naturd) . Ello nos lleva a la idea de
fraccion y tras un proceso de abstraccion a la introduccion de los nimeros racionales.
En ete tema comenzamos andizando las Situaciones précticas que nos llevan a la idea
de fraccion y estudiamos |os nlmeros racionaes y sus operaciones.

1.1. Situaciones de uso de fraccionesy razones
1. Stuaciones de reparto

1.1. Particion de un todo

Se trata de Stuaciones en las que un todo condtituido por uno 0 Mas objetos se
divide en pates igudes y s toman 0 condgderan adgunas de esas partes. Cuando
decimos que una parte es a/b dd tota queremos decir que € total se ha dividido en b
partes iguales y que € trozo d que hacemos referencia esta formado por un nimero a de
dichas pates. S d todo esta compuesto por un nimero de eementos iguaes, que a su
vez es multiplo de b, la particion congste en formar b subconjuntos diguntos del mismo
nimero de eementosy tomar a de ellos. El todo puede ser continuo o discreto.

Ejemplo (todo continuo): S repartimos una tarta entre tres personas decimos que
cada unade élasrecibe 1/3.

Ejemplo (todo discreto): En una urna hay 5 bolas blancas y 3 negras. Decimos que
la probabilidad de obtener una bola blanca es 5/8, porque los casos favorables son 5
delos 8 posibles.

1.2. Reparto equitativo en las que € nuimero de objetos a repartir no es multiplo del
numero de individuos entre los que se efectia € reparto.
Los objetos pueden ser divididos en partes Sn que pierdan sus propiedades bésicas

En ede caso la existencia de un resto obliga a dividir en partes iguaes la unidad de
reparto para poder seguir repartiendo € resto de forma iguditaria entre los individuos.
Por tanto, S cada individuo recibe a/b objetos significa que cada uno de los objetos a
repartir ha ddo dividido en b pates igudes y se ha entregado a de ellas a cada
individuo.

Ejemplo: Se desea repartir, de manera equitativa, 5 tartas entre 8 nifios. Cada tarta

se divide en ocho porciones igudesy se dan 5 de dlas a cada nifio. El resultado del

reparto se expresa con la escritura, 5/8.
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1.3. Reparto proporcional de una cierta cantidad en partes que guardan una cierta
relacion.

En las sociedades jerarquizadas existen repartos o contribuciones que no son
equitativos, sno que los individuos reciben o contribuyen en funcion de su jerarquia
socid y econdmica. La relacion entre las cantidades repartidas puede ser de tipo aditivo
o de tipo multiplicativo segiin que lo que se mantenga condtante %a la diferencia entre
las cantidades arepartir o € cociente.

S = dectia un reparto en que uno de los individuos tiene que recibir 3 unidades
més que otro (relacion aditiva), s € segundo recibe 2 unidades, @ primero recibira
5; y s @ segundo recibe 20 unidades, € primero recibira 23.

S en un reparto un individuo recibe 3 veces més que otro (rdlacion multiplicativa),
recibira 6 unidades s @ segundo recibe 2, 0 60 unidades s € segundo recibe 20. En
este caso, decimos que € reparto se hace enlarazén 3 a 1L S d reparto se hace en
la razon ab 0 a % b (que son las dos maneras de denotar las relaciones
multiplicativas), por cada a objetos o cantidades que reciba & primer individuo d
segundo debe recibir b objetos o cantidades.

Ejemplo: Este tipo de reparto se usa en € muestreo proporcional. Por gemplo, S en
una poblacion dectora la proporcion de jovenes es @ 30% dd total de votantes, a
elegir una muestra de 1000 personas se incluird en lamisma 300 jévenes.

2. Stuaciones de medida

2.1. Por fraccionamiento de la unidad

En edtas Stuaciones existe una cantidad de magnitud a medir que no equivae a la
unidad o dguno de sus multiplos. Para precisar més la medida se divide la unidad en
pates igudes y 9 una cantidad de magnitud mide a/b unidades quiere decir que
dividiendo la unidad en b partes igudes la cantidad de magnitud a medir equivae a un
nuimero a de dichas partes.

Ejemplo: Cuando decimos que un botellin de coca colatiene 250/1000 litros.

2.2. Por commensurabilidad

Stuaciones de medida en las que se comparan dos cantidades de una magnitud,
estableciendo cuantas veces tiene que ser repetida cada una de elas para obtener dos
cantidades iguaes.

En este caso, dadas dos cantidades de magnitud A y B (por gemplo, dos varillas de
longitudes A y B), decimos que estan en larazdn a : b g repitiendo b veces la cantidad
de magnitud A y a veces la cantidad de magnitud B, se obtienen dos cantidades de
magnitud iguaes, es decir, bA = aB. S la cantidad de magnitud B se toma como unidad
de medida se dice entonces que a : b es la medida de A respecto de la unidad B. Este
proceso de medida se llama " medida por conmensurabilidad” (medida comun).

Los pares de nimeros naturdes a : b, o separadas por un guidén a ¥%- b, que
aparecen en este segundo tipo de Stuaciones suelen recibir € nombre de razones y
tienen todos dlos la particularidad de que S dos cantidades de magnitud A y B esan en
larazdn a: b se cumple que bA=aB. Al primer nUmero dd par se le llama "antecedente”
o] prrillmer término de la razon y d segundo "consecuente' o segundo término de la
razor.

L En el caso particular de que el segundo término de unarazén sea 100, adicharazon selellama
porcentaje. Decir que una cantidad de magnitud A esel "35 por ciento”, 35%, de otra B, equivale adecir
que 100A = 35B.
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Las Stuaciones de comparacion multiplicativa de los cardindes de dos conjuntos es
un caso paticular de medida por conmensurabilidad en € que las magnitudes son
discretas.

En adgunas ocadones s edtablecen reaciones multiplicativas entre dos conjuntos
con efectos de comparacion, 0 se comparan cantidades de diferentes magnitudes
discretas. En este uso se supone que los dos conjuntos son partes de un conjunto global
y se comparan las partes entre si, y no las partes con € todo.

Ejemplo: Cuando decimos que en una Facultad hay 3 chicos por cada 7 chicas. La razon
entre € nimero de chicosy chicas es 3/7.

La smilitud con la conmensurabilidad se ve teniendo en cuenta que S tomamos 7
grupos de 3 chicos obtenemos la misma cantidad de personas que s tomados 3 grupos
de 7 chicas. En ambos casos se obtiene 21 personas.

3. Stuaciones de trueque, en las que dos individuos intercambian mercancias de
distintos tipos.
Un trueque e efectlia en larazon a: b s por cada a objetos de un tipo que d primer
individuo le entrega d segundo, este Ultimo le entregad primero b objetos de otro tipo.
Ejemplo: Cuando compramos una bolsa de naranjas de 3 kilos por 4 euros. En
este caso podemos decir que € trueque es 4: 3 euros d  kilo o, dternativamente que €
precio unitario del kilo de naranjas es 4/3 de euro.

4. Stuaciones de transformacion

En d estudio dd cambio de un objeto, un conjunto de objetos o0 una cantidad de
magnitud, cuando se compara un estado actud con otro pasado o futuro también se
utilizan fracciones. En este caso la fraccion tiene un uso como funcidn u operador que
se gplica sobre una cantidad inicid parahdlar una cantidad find.

Ejemplo: Cuando se dice que € crecimiento de la poblacion es ddl 10 por ciento o
gue € precio de unas acciones se hareducido alos 3/4 de su vaor.

5. Stuaciones de division no entera

En d contexto agebraico, la solucion de la ecuacion a = bx, con ay b enterosy
cuando b no es un divisor de a y digtinto de 0, se expresa mediante la fraccion a/b,
dgjando indicado d cociente entre los nUmeros ay b.

En d proceso de solucion de las situaciones anteriores puede haber una fase (con
frecuencia implicita) en la que las cantidades que aparecen se reducen a sus respectivas
medidas (nUmeros enteros). Con dlo se pasa de una Situacion empirica a otra formd
(algebraica) en la que la fraccion expresa € cociente indicado de los nUmeros
correspondientes.

Los digintos tipos de Stuaciones de uso de las fracciones y razones que hemos
descrito proporcionan sentidos (0 significados pragméticos) diferentes de estos objetos
mateméticos, poniendo en juego acciones e informaciones contextudes diferentes. El
objeto matematico "nimero raciond", que se presenta en la sSguiente seccidn, debe ser
abstraido de toda esta variedad de Situaciones y operaciones concretas.
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Ejercicio

1. Cladifica los problemas incluidos en la parte A (incluidos en libros de primaria) segin
los tipos de Stuaciones descritas en esta seccion.

1.2. Distincion entre fraccionesy razones

En los gemplos que hemos introducido las razones utilizadas son Sempre entre
nimeros enteros y se podia pensar que la razdén es equivadente a una fraccion. Sin
embargo, en agunas Stuaciones @ uso que se hace dd término razon es mas amplio que
e de fraccion, por lo que adgunos autores diferencian entre estos dos términos. Edtas
dtuaciones son las Sguientes:

Cuando se comparan los tamafios de colecciones de objetos de naturaleza diferente,
y no tiene sentido pensar en un conjunto globa que los contenga. Por gemplo
cuando se dice que en una ciudad hay 2 automoviles por cada 5 habitantes.

Las razones se pueden expresar mediante simbolos diferentes de fracciones: 4: 7, 0 4
® 7; d simbolo de la fecha indica bien € aspecto de correspondencia de una razon,
como medio de comparar cantidades.

Las razones pueden tener un cero como segunda componente. En una bolsa la razon
de bolas rojas a verdes puede ser de 10 a 0, S no hay ninguna verde. En las
fracciones € denominador Sembre debe ser ditinto de cero.

2. EQUIVALENCIA DE FRACCIONES. NUMEROS RACIONALES POSITIVOS

En los problemas que hemos descrito, fracciones diferentes, por gemplo, 2/3 y 4/6,
producen & mismo resultado. En efecto, en las dos sguientes Stuaciones de expresion
de una parte de un todo discreto:

“Delos 18 alumnos de la clase, os 2/3 son chicas’.

“Delos 18 alumnos de la clase los 4/6 son chicas’,
el nimero de chicas es d mismo, 12. En redidad, disponemos de infinitas fracciones
para comparar € nimero de chicas 12 con € totd delaclase 18:

2/3, 416, 6/9, 8/12, etc. Decimos que estas fracciones son equivaentes entre si.

Eda dtuacion se sude iludrar en la escuda primaria mediante gréficos cono €
gdguiente

A A A A 2 aaaaaa
A AR Aaa AAARARAA
A A A Aaa AAAAAA
4/6 de 18 chicas= 12 chicas 2/3 de 18 chicas = 12 chicas
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Fracciones equivalentes. Caracterizacion:

Dos fracciones alb, ¢/d son equivalentes s se cumple “la iguadad de los productos
cruzados’, o seac ad = b.c.

En efecto, s ad = b.c, dividiendo ambos miembros por b.d y smplificando se
obtiene,

Y vicevess § +=< mutipicando ambos miembros por bd

gmplificando  s=  obtiene quead=bh.c

Esta relacion cumple las tres condiciones exigidas a las llamadas relaciones de
equivalencia, 0 sea

Reflexiva toda fraccion es equivdente as misma;

Smérica 9 una fraccidn x es equivaente a otra fraccion 'y e y es equivaente a X,

entonces X ey son lamisma fraccion;

Trangtiva 9 una fraccidn x es equivadente a otra fraccion y e y es equivdente a otra

fraccion z, entonces X y z son equivaentes

Es importante destacar que en la mayor parte de las Stuaciones, las fracciones
equivdentes s usan indigintamente.  Intuitivamente  vemos que dos fracciones
equivaentes, tales como 2/3 y 4/6 se refieren a una misma cantidad S se trata de una
magnitud 0 a una misma razon 9 e trata de una comparacion. Lo mismo ocurre con
todas las fracciones equivdentes a la dada: 3/9, 20/30, 200/300, etc. Esta idea intuitiva
se formaliza introduciendo |os niUmeros racionales,

Numero racional

El conjunto de las fracciones queda dividido en “clases de equivdencid’, cada una
de dlas formada por todas las fracciones equivaentes entre si. Cada una de las clases se
dice que es un nimero racional; y € conjunto de todas las clases,  conjunto de los
nimeros reciondes Q (incluyendo los nimeros positivos y negativos, como se explica
en d capitulo 6). Esta descripcion abstracta se puede interpretar desde un punto de vista
mésintuitivo;

El nimero racional [2/3] = {2/3, 4/6,...} lo identificamos con la fraccion 2/3 cuando es
usada como representante de cualquier otro miembro de la clase de fracciones
equivalentes a 2/3.

Las didtintas fracciones de una misma clase de fracciones equivaentes son todas
ellas diferentes unas de otras. Cuando se escribe;

edas tres fracciones, en tanto que taes fracciones, no son iguaes entre si, sno
equivaentes (se puede sudtituir una por otra). Pero todas estas fracciones representan
la misma cdase de equivdencia, d mismo ndmero raciond. Por élo usamos € simbolo
deiguadad.
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Algunos textos y documentos curriculares usan la expresdn "nimero fraccionario” para
referirse a nlmero raciond.

La equivaencia de fracciones y razones es la propiedad que judtifica varias técnicas
importantes de manipulacion de raciondes. Una de €elas es la técnica de 'ssmplificacion
de fracciones que nos permite pasar de una fraccion a la fraccion irreducible?
equivdente a dla y que consste en dividir numerador y denominador por € maéximo
comun divisor de ambos nimeros. Otra técnica es la de ‘reducir a comun denominador’
o 'reducir a comin numerador' varias fracciones, técnica consstente en eegir facciones
equivalentes a las dadas, todas elas con d mismo denominador o con & mismo
numerador, para lo cud hay que buscar € minimo comin multiplo de los
denominadores 0 numeradores.

La equivaencia de razones permite establecer la 'regla de tres, técnica que permite
encontrar uno de los términos de una proporcion conocidos los otros tres y que se basa
en @ hecho ya comentado de que en una iguddad entre dos razones (proporcion) los
productos en cruz son igudes. S @ término desconocido es un extremo se obtendra
multiplicando los términos medios de la proporcion y dividiendo € resultado por d otro
extremo. S d término desconocido es uno de los términos medios de la proporcion se
obtendra multiplicando los extremos y dividiendo d resultado por @ término medio
conaocido.

Fraccionesirreducibles:

Cuando trabgamos con un nimero raciond, conviene designarle por la fraccion
mas smple posible, como por gemplo, 3/5 en d gemplo anterior. Estas fracciones que
no s pueden smplificar (dividiendo numerador y denominador por € mismo nUmero)
sellaman fraccionesirreducibles.

NUmeros racionales particulares
. Todo numero entero es un raciond, pues cuaquier entero se puede escribir en la
forma de fraccion:
- 0=01=02=.
- 1=1U1=22=.
- 2=42=6/3=...

Todo nimero decimal es un raciond, pues todo nimero decima se puede escribir
bajo laforma de una fraccion cuyo denominador es una potencia de diez.
1'2=12/10 (= 6/5)
34'56 = 3456/100
En consecuencia, @ conjunto de los enteros yd de los decimaes son subconjuntos
de Q, d conjunto de los nimeros racionales.

Ejercicios
2 ¢Puedes smplificar lafraccion 1/3? ¢Y 3/5? ¢Por qué? ¢Y amplificarlas?

3. Escribe tres fracciones equivalentes a cada una de éstas: 2/5; 3/2; 10/4.

2 Sellama fraccion irreducible a una fraccién en la que numerador y denominador son primos entre sf, es
decir, no tienen ningun factor primo coman.
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4. Entre tres amigos se han repartido 360 cromos de la siguiente manera: a primero 3/9, a
segundo 4/12 y a tercero 1/3. ¢Cuantos cromos le corresponde a cada uno? ¢Qué relacion hay
entre | as tres fracciones?

5. ¢Cud de las siguientes fracciones es irreducible? 10/21; 15/24; 220/1617

6. Reduce lafraccion 12/20, ¢por qué nimero debes dividir numerador y denominador? ¢,y
para reducir lafraccion 28/42? ¢Puedes encontrar una regla genera para reducir una fraccion?

7. Demuestra que 8/29 =6/15.

3. PRIMERAS PROPIEDADES DEL NUMERO RACIONAL POSITIVO

El concepto de numero racional positivo se ha congruido a lo largo de varios miles
de afos y durante muchos dglos, su definicion estuvo ligada a contextos concretos de
medida y reparto. En estas condiciones, surgieron los conceptos de fraccion y razon que
inicidmente fueron conceptos independientes. A patir de dlos, s Sntetizo,
posteriormente, € concepto de ndmero raciond postivo y, mas tarde, € de nimero
raciond.

Puesto que detrés del concepto de nimero raciona estén los conceptos de fraccion
y razon y las dtuaciones de repato y medida que les dan sentido, judtificaremos la
compatibilidad de sus propiedades con las referidas Stuaciones.

En lo que dgue, representaremos los raciondes podtivos con la notacion alb, o,

a sdvo cuando tengan un dSgnificado especifico como razones, pues entonces

b!
utilizaremoslanotacion a: boa% b.

1. S a?! b, los nimeros racionales representados por las fracciones a/b y b/a son
distintos.

Eda propiedad es evidente en cudquiera de las dStuaciones. Se dice que los
racionales a/b y b/a son inversos € uno dd otro.

Elemplo: La cantided de magnitud que mide a/b unidades es distinta de una
cantidad de magnitud que mida b/a unidades.

Ejemplo: S una cantidad se reparte proporciondmente entre dos individuos €
resultado del reparto es distinto segin que éste se haga en larazén a : b, o en la
razonb : a, etc.

2. El denominador de una fraccion no puede ser cero, €l numerador si puede serlo.
El denominador de una fraccion no puede ser cero porque no tiene sentido
fraccionar la unidad de medida en cero partes o repartir entre cero individuos.
En cambio, un numerador cero indica que no se toma ninguna de las partes en
que s ha dividido la unidad, o que en la cantidad de magnitud a medir no cabe ninguna
de dichas partes, o que si es posible.
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Nota: Sin embargo, en un reparto proporciona tienen sentido tanto la razén 0 : b como
laa: 0; en los dos casos ggnifica que una de las persores lo recibe todo y la otra
no recibe nada. Pero en este caso no hablamos de nimero racional.

3. El racional 0 es el gue tiene como representante cualquier fraccion de la forma 0/b

S en la medida, bien por fraccionamiento de la wunidad, bien por
conmensurabilidad, de la cantidad de magnitud de un objeto, se obtiene un raciond 0/b
e dgnifica que ese objeto no tiene cantidad de magnitud, lo que en términos de
ndmeros naturales se expresa diciendo que la cantidad de magnitud es 0.

4. Las fracciones con numerador igual al denominador son equivalentes y representan
al numero racional 1
Edta propiedad se judtifica porque § una cantidad de magnitud mide b/b unidades
ggnifica que la unidad se divide en b partes y se toman esas b partes y esto equivae a la
unidad.
En las stuaciones de reparto proporciona también podemos decir que repartir en
larazon 4 : 4 equivade arepartir enlarazon 1:1.

5. El numerador de una fraccién puede ser mayor, igual o menor que e denominador y
en consecuencia hay nlmeros racionales mayores, iguales o menores gque la unidad.
S d nimero raciond lo interpretamos como una razon no hay ningin problema,
tanto sentido tienelarazén 7: 3comola3: 7.
Puede sar més dificil de judtificar en las Stuaciones de particidn de un todo, pues g,
por gemplo, descomponemos un todo en 3 partes, € raciond 7/3 indica que se han
tomado 7 de dichas pates y ¢de donde sden las 7 pates que se toman S
inicidmente sdlo se dispone de 3?
En las dStuaciones de medida por fraccionamiento de la unidad 7/3 indica que la
cantidad de magnitud de un objeto equivale a 7 terceras partes de la unidad de
medida. En la practica, primero contamos cuantas veces cabe la unidad entera en la
cantidad de magnitud a medir y utilizamos @ fraccionamiento de la unidad para dar
la medida ddl resto. En ese caso en vez dd raciona 7/3 aparece como resultado de

lamedidad 'nimero mixto' 2%.

A las fracciones dd tipo 7/3 s las ha llamado, tradicionalmente, ‘fracciones
impropias, porque se consderaba que la forma correcta de expresar la medida
correspondiente era convirtiéndolas en un nlmero mixto®.

La técnica de convertir las fracciones impropias en nlimeros mixtos consiste en
efectuar la divison entera entre  numerador y € denominador. El cociente obtenido
sera la parte entera dd nimero mixto y € resto serd € numerador de la nueva fraccion,
gue dgja de ser unafraccion impropia

6. Los fracciones de denominador 1 representan a los nimeros naturales que son, por
tanto un subconjunto de los racionales.
En la dtuacion de medida por fraccionamiento de la unidad, § una cantided de
megnitud mide, por gemplo, 41 unidades dgnifica que la unidad no s ha
descompuesto en partes'y, por lo tanto, equivale a decir que mide 4 unidades.

3 Al ntimero expresado como suma de un niimero natural ay unafraccion b/c sele llama* ndmero mixto’

b
y serepresentapor a— omitiendo el simbolo delasuma.
Cc
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En d caso de medida por conmensurabilidad, s la cantidad de magnitud A mide 7/1
unidades, dgnifica que A es igud a 7 veces la unidad, lo que también permite
identificar 7/1 con € ndmero naturd 7.

Ejercicios

8. Explicapor qué 0/5 = 0. Explicapor qué 0/0 no esta definido.
9. Busca un contragiemplo numeérico de que x/(x+y) puede ser distinto a 1/(1+y).
10. Encuentra m, para que m/6=10/15.

4. OPERACIONES CON FRACCIONES Y NUMEROS RACIONALES
POSITIVOS

Puesto que un nimero raciona viene representado por una infinidad de fracciones
equivalentes, para operar con dos nimeros raciondes X e 'y, basta operar con aguna de
las fracciones que representan a X y a y. La clase de equivalencia representada por €
resultado de la operacion es un nimero raciondl, resultado de operar con los nimeros
raciondes x e y. Usudmente lo que hacemos es degir la representacion mas smple
posible, es decir la fraccion irreducible que representa a ese nimero raciona. En
consecuencia definimos las operaciones con fracciones.

4.1. Sumay diferencia de fraccionesy numer osracionales positivos

La suma y diferencia de fracciones se judifica a patir ded mismo tipo de
gtuaciones que daban sentido a la suma y diferencia de naturdes, es decir, Stuaciones
de parte-todo, ce reunion, de trandformacion o de comparaciéon. Por tanto, € sentido de
la suma y diferencia no cambia, cambian Unicamente las cantidades que intervienen, que
ahora son medidas 0 partes de un todo, mientras que antes eran cardinaes u ordinales.

La suma de dos fracciones de igud denominador se define como d resultado de
sumar los numeradores y degjar invariante € denominador,

a b_a+b
—4+ =
cC C c

Ejemplo:En una reunion, 2/6 de las personas son hombres y 3/6 son mujeres, ¢Qué
fraccion de los presentes son adultos?

La diferencia de fracciones de igud denominador es d resultado de restar los
numeradores y mantener e mismo denominador.

Por supuesto, para que una diferencia de fracciones postivas sea posble tiene que
ser d primer numerador mayor o igua que € segundo.
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Suma de fracciones de distinto denominador

S tienen diginto denominador, se reducen a comin denominador y se aplican las
definiciones anteriores (en este cas0 lo que £ etd sumando o restando son los
raciondes representados por dichas fracciones). En la préctica se habla de suma de
fracciones de distinto denominador.

Edas definiciones se judifican bien a patir de dtuaciones de medida por
fraccionamiento de la unidad. Por gemplo, 9 yo tengo una cantidad de magnitud A que
mide 3/5 unidades y otra B que mide 8/5 la union de las dos cantidades de magnitud
serd una nueva cantidad de magnitud que medira 11/5.

uma y diferencia de nUmeros racionales

La suma o diferencia de dos raciondes sa € raciona definido por la suma o
diferencia de dos fracciones representantes de cada uno de los dos raciondes que se
desea sumar o restar.

Propiedades:

De las propiedades de la suma de fracciones, se deducen las sguientes propiedades
parala adicion de nimeros racionaes:

Es una operacion binaria e internaen € conjunto Q;

Esasocidiva;

Es conmutativa;

Tiene eemento neutro (d 0);

Todo eemento tiene Smétrico (el opuesto).

Ejercicios

11. En Cérdoba, durante €l afio pasado, las 4/5 partes de los dias |atemperatura super6 los 25°C,
mientras que en Leodn sdlo ocurrio ésto una sexta parte de |os dias, aproximadamente, ¢Cuantos
dias hubo més de 25°C en Cordoba? ¢Y en Ledn?

12. llustralas siguientes sumas y diferencias de fracciones usando € modelo de &reas. 2/5+3/8;
4/7-2/11.

13. Supdn que tienes que explicar a un nifio los pasos a dar para sumar dos fracciones. Escribe
una lista de todos estos pasos. Dibuja un organigrama que € nifio pueda seguir para resolver la
tarea con éxito.

14. Si € precio de un producto sube de 3 1/3 de euro € kilo a4 1/8 de euro. ¢En cuantos euros
seincrementa e precio? ¢Qué tanto por ciento de subida supone sobre € precio inicia?
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4.2. Producto y cociente de fraccionesy nimer os racionales positivos

A diferencia de lo que sucede en la suma, @ sentido del producto de racionaes
cambia respecto d producto de naturades. En estos dltimos un producto significa, ante
todo, una suma repetida; sSn embargo, en @ caso de las fracciones y raciondes no es

posible interpretar € producto gxé como € resultado de sumar 1/5 repetidas veces

porque e nimero de veces no puede ser fraccionario.

La dtuacion que permite entender mejor @ sentido del producto de raciondes es la
de paticién de un todo plura, un todo que se compone de una coleccién de objetos
homogéneos. Supongamos un conjunto de 70 |8pices igudes. Obtener los 3/5 dd totd
significa descomponer € conjunto en 5 subconjuntos de 14 14pices cada uno y coger 3
de dichos subconjuntos. En total, obtendremos 42 18pices. S ahora tomamos los 4/7 de
ea Ultima cantidad, eso dgnifica descomponer € conjunto de 42 |épices en 7
subconjuntos de 6 I&pices cada uno y tomar 4 de esos subconjuntos. El resultado final
son 24 |épices. Pero s calculamos los 12/35 de la cantidad inicid de 14pices se obtienen
también 24 |gpices. Esto quiere decir que cacular los 4/7 de los 3/5 de 70 es o mismo
que calcular los 12/35 de 70.

En generd, se comprueba que a/b de c/d de cudquier cantidad es o mismo que

%de esa misma cantidad. Por tanto, € producto de dos fracciones se define de la

manerasguiente:
axc

a_c
—X—=—
b d d

y su sentido es € de unafraccion de fraccion.
El producto de dos racionales serd e raciona definido por € producto de dos
fracciones representantes de cada uno de los dos racionaes que se desea multiplicar.

El cociente de fracciones y racionades tampoco tiene € sentido de reparto o resta
reiterada de la divison entre naturdes, sno que es, Smplemente la operacion inversa
dd producto.

Se define @ cociente de fracciones como € producto de la primera fraccion por €
inverso de la segunda:

Ol
oo

d axd
X—=—
c bxc

Ol

El cociente de dos raciondes serd @ raciond definido por € cociente de dos
fracciones representantes de cada uno de |os dos racionales que se desea dividir.

Ejemplo:
En una reunion hay 24 personas, los 2/3 de los presentes son adultos y ¥de los
adultos son hombres.
a) ¢Cuantas personas adultas hay en lareuniéon?
b) ¢Cuantos nifios hay en lareunion?
c) ¢Queéfraccidn son los hombres respecto del total de personas?
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La representacion grafica mediante aeas de rectdngulos  permite  expresar
adecuadamente la Situacion:

Nifos

Wl

hombres mujeres

wlr

Nlw
NG

Ejercicios

15. S 1/3 de la cosecha de aceituna se estropea por causa de una tormentay 1/10 de lo que
guedd se perdio por causa de una plaga, ¢qué fraccién de la cosecha pudo ser utilizada?

16. En un festival los 2/3 son adultos y de elos los 3/5 son hombres. Hay 20 nifios y nifias més
que mujeres. ¢Cuantos hombres, mujeresy nifios hay en € festival?

17. Inventa un problema cuya solucion sea 5: 1/10.
18. Cuando lanzamos una pelota desde una cierta atura, rebota hasta Y2 de la atura a que se

lanz6. Si después de tres botes la dtura acanzada es 10 cm ¢A qué dturainicial se lanzo la
pelota?

4.3. Orden de fraccionesy racionales positivos

Para comparar entre si dos nUmeros raciondes comparemos dos fracciones
representantes de cada uno de los dos nimeros racional es que se desea comparar.

Dadas dos fracciones con @ mismo denominador es menor la que tiene menor
numerador; S las fracciones tienen igud numerador serd menor la que tenga € mayor
denominador; S no tienen igudes los numeradores ni los denominadores se reduce a
comun numerador o denominador y se aplica una de las reglas anteriores.

Ejemplo. S una cantidad de magnitud mide 3/11 unidades sera menor que la
cantidad de magnitud que mide 7/11 unidades y también menor que la que mide 3/5
unidades. También se puede ver que S un individuo recibe en un reparto en la razén
3: 11 recibirAmenos que s serepartieraen larazon 7 : 11.

Una propiedad muy importante del orden de racionales es que dados dos racionales,
por muy proximos que los dijamos sempre podemaos encontrar tantos racionales como
gueramos que sean  mayores que uno de elos 'y menores que € otro. Esta propiedad se
sude enunciar diciendo que entre dos nimeros raciondes digintos exiten sempre
infinitos raciondes. También s dice que & conjunto de los Nimeros raciondes es un
conjunto denso. Todo esto implica que en los nlmeros racionaes, a diferencia de lo que
sucede en los naturales, dga de tener sentido € concepto de nimero ‘siguiente o
‘anterior’ ya que nunca podremos encontrar dos raciondes que no tengan otros
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racionaes entre dlos.

La definicion dgebraca de orden en Q requiere previamente decir cuando
consideramos que un raciond es positivo. Esto se puede hacer del siguiente modo:

- Elraciond [m/n] espostivos mnT N
Después de esto podemos decir que € raciona X esmenor quey, X<y, S ladiferencia
y-X €s poditiva

Ejemplos:
Para probar que 3/8 < 5/8 basta comparar |os numeradores
Para probar que 4/11 < 3/8, se reemplazan ambas fracciones por otras equivaentes
con iguaes denominadores, y se comparan |os numeradores.

Engenerd, 9 a b, ¢, d son enterosy by d son positivos, entonces,
ab<cld,siysilosiad<d.c

Propiedades de la ordenacién en Q:

Las sguientes propiedades son consecuencias de la definicion de numero raciond
postivo, de la definicidn de rdacion de orden y dd hecho de que los racionaes
positivos son cerrados respecto de lamultiplicacion y adicion.

Tricotomia: S r y s con nimeros racionaes, entonces una de las siguientes relaciones es
verdadera r<s,r>sor=s.

Transitividad: Paranimerosracionalesr, s,y t, S r<sy s<t, entoncesr <t.
Aditividad: Paranimerosracionaesr, s,y t, 9 r<s entoncesr +t <s+t.
Mutiplicatividad: Parandmerosraciondesr, sy t:

- Sir<syt>0, entonces t.r<ts
- Sr<syt<Q0,entonces, t.r >t.s

Ejercicios:
10. Aplicar las propiedades anteriores para resolver la siguiente desigual dad:
-2.X — 213 < 4/5.

20. Encontrar un nimero raciond entre 6/7'y 8/9.

21. Si x ey son nimerosracionaesy x >y, ¢Cudes de las siguientes condiciones son ciertas?
Ux >y
Ux <1y

5. TECNICAS PARA RESOLVER PROBLEMAS DE FRACCIONES

El dSguiente gemplo, tomado de Krause (1991), muestra  uso de varias
técnicas para resolver problemas que ponen en juego las operaciones con nUmeros
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raciondes. Las diversas técnicas ponen en juego recursos diferentes (aritméticos,
agebraicos, geométricos y combinatorios)

Enunciado:
La poblacién de un cierto estado es 5/8 urbana'y 3/8 rurd. Si Yade laurbanay 1/6 de la
rural es menor de 18 afios, ¢qué fraccion de la poblacién del estado es menor de 18
anos?

Solucion 1 (Aritmeética):

Comenzamos suponiendo que la poblacion totd del estado es un ndmero
paticular de personas. Dicho nimero se debe degir teniendo en cuenta los
denominadores de las fracciones que intervienen en @ enunciado, de manera que a ser
aplicadas a la cantidad supuesta los cocientes correspondientes sean exactos. En este
caso, @ producto de los denominadores 8, 6 y 4, esto es, 192 (millones, por gemplo) es
suficiente.

Segln edto, la poblacion urbana sera 120 millones de personas, 30 de los cuales son
menores de 18. La poblacion rurd es de 72 millones de personas, y hay 12 menores de
18 afios. Por tanto, hay 30 + 12 = 42 millones menores de 18 afios.

Lafraccion pedidaserd& 42/192, o bien, smplificando, 7/32.

Solucion 2 (Algebraica):
Sea n la poblacion total. Entonces,
Lapoblacion urbanaes: 2.n

La
Larurd es

Te & 1/, 5 - 5
30 poblacion urbanamenor de 18 afios. ¥.2.n = 2.0

Larurd menor de 18 es

— 3
n=Zn

o~
©|w

Lapoblaciontota menor de 18 afos es. Zn+3n :(%+%)n:ln
Solucion 3 (Geométrica):

Tomamos € cuadrado unidad para representar la poblacion. Dividamodo, segin
se muestra en la figura, para representar a la poblacion rurd ( R) y urbana (U). Y a
continuacion a la poblaciéon menor de 18 afios (Y) y mayor (O). Obtenemos cuatro
regiones. Lafraccion pedida eslasumadelas areas que interesan: YU y YR:

15 1 3—- 5 3= 7
28tss v~
1| v YR 1
U R 6
5 3
8 8 ou OR
5 3
8 8
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Solucion 4 (Diagrama en arbol)

La comparacién de tamafios entre varias poblaciones y subpoblaciones en este
problema, se puede representar esqueméticamente por un diagrama de &bol, del tipo
que agparece en la figura La regla principad para usar este diagrama consste en
“multiplicar hacia abgo en las ramas’. Por gemplo, para encontrar qué fraccion de la
poblacion totd (P) es menor de 18 afios y rurd (YR), multiplicar los nimeros que
gparecen en lasramasquellevandePaYR: 3/8. 1/6 = 1/16.

La regla s puede judificar 9 nos referimos a la figura utilizada en la solucion
geométrica.

5/8 3/8

U R

6
ou YU YR OR

Ejercicios:
Resuelve los siguientes problemas aplicando los cuatro métodos que hemos descrito en €
gemplo anterior.

22. Al examen de junio de mateméticas se presentan 3 de cada 5 alumnos matriculados, y por
cada 5 alumnos que aprueban hay 2 que suspenden. ;Qué fraccion de a los aumnos
meatriculados aprueban en junio?

23. En una planta depuradora de aguas residuales, € tratamiento del agua se redliza en tres
etapas. En una primera se quitan los 9/10 de los fosfatos. En la segunda se quitan los ¥de los
gue quedan. Y en latercera, se quitade los que alin lleva e agua. ¢Qué fraccion de fosfatos se
quitan en tota del agua?

24. Supongamos que 2/5 de la ginebra es adcohol, que 1/6 dd vermouth es dcohal, y que un
martini se hace con 5 partes de ginebray 1 parte de vermouth. ¢Qué fraccién de alcohol llevaun
martini?

6. TALLER DE MATEMATICAS

1. En la prensa diaria busca algunas Stuaciones en que gparezcan fracciones y razones.
Para cada una de dlas, identifica d tipo de Stuacion problemética presentada, entre las
descritas en la seccion 1.

2. En las sguientes Stuaciones identifica los digtintos de usos de las fracciones que se

ponen en juego. Expresa estos enunciados y la solucidn utilizando dgin tipo de
representacion gréfica
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a) En una clase hay dos tercios de chicas. ¢S hay catorce chicas en la clase? ¢Cud es
e nimero tota de dumnos?

b) S Jorge peddea a una razon de 8 km por hora, d cabo de 45 minutos ¢A qué
distancia estd de su casa?

c) Unterreno mide 200 metros cuadrados. ¢Cuanto mide las 5/8 partes del terreno?

d) La tasa esperada de crecimiento anual del indice de precios es dd 3/100. S he
comprado un piso de 120.000 euros y lo vendo dentro de un afio por 122.000 euros,
¢he ganado o he perdido?

3. Una persona gadta cada mes la quinta parte de su sdario mensud en dimentacion y
la sexta parte en dquiler dd piso. Después de redizados estos pagos le quedan 570
euros. ¢Cud es su sdario mensud?

4. Un coche circula a 80 km/h durante 18 minutos. ¢Por qué nUmero es necesario
multiplicar la velocidad para encontrar la distancia que recorre expresada en km?
¢Cuanto tiempo necesitara para recorrer 64 km a esa misma vel ocidad?

5. Se considera e nimero A = 45501/56.
a) Encontrar los dos enteros consecutivos que encuadran a A (0 sea, € mayor
entero menor que A y  menor entero mayor que A)
b) Cdcular en forma de fraccion la diferencia entre A y cada uno de los enteros
anteriores.
c) Llamemos B d entero mas proximo a A. Encontrar tres nimeros racionaes
comprendidos entre A y B.

6. Demostrar que es posible pavimentar un rectangulo con badosas cuadradas S y sdlo
S larazdn entre las longitudes de la base y la dtura es un nimero raciond.

7. En una familia € padre obtiene 3/5 de los ingresos y € resto o obtiene la madre.
Mientras que ésta paga 2/10 de sus ingresos en concepto de impuestos directos en su
declaracion de la renta, € padre paga 2/11 de sus ingresos. La familia paga ademas 1/20
de sus ingresos en impuestos autondmicos y - estiman que gproximadamente 3/50 de sus
ingresos se pagan en impuestos indirectos (tabaco, gasoling, articulos de lujo, etc.).
¢QUE proporcion total de ingresos paga en impuestos esta familia?

8. Redizalas sguientes operaciones.

a)1+£, b)1+i, C) 1+;, d) 1+ 1
2 1+1 141 1+

2 1ol

2

1

1+—11
1+=
2

¢Eres capaz de descubrir un patron en esta serie? ¢Podrias, Sin necesidad de hacer los
caculos, ecribir los tres nimeros siguientes?

9. Usando caculo mentd, decide s ZOX%XZX% :

es menor que 22
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estéd comprendido entre 22 'y 50
es mayor que 40

10. Encuentra dos fracciones positivas cuya sumasea 2 y cuyo producto sea 7/16.

11. Una de cada 10.000 personas aproximadamente contrae tuberculosis a lo largo de
su vida. Las pruebas para detectar la tuberculoss dan postivas en d 99/100 de las
personas enfermas y también en € 2/100 de |as personas sanas (fal sos positivos)

¢Cud eslaprobabilidad de contraer tuberculosis?

En una poblacidn de 40.000 de personas, ¢Cuantas contraeran tuberculosis?

¢Cuantos falsos positivos hay?

¢Cuantos fal sos negativos? (personas enfermas en las que d test es negativo)

¢QUuE proporcion de agudllos en los que € test da positivo esté realmente enferma?
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C: Conocimientos Didacticos

1. ORIENTACIONES CURRICULARES

La comprensgon de dstema de nimeros racionales pone en juego diversas nociones
relacionadas, como fracciones, razones, decimales, asi como una frica y complga
variedad de Stuaciones de uso y medios de expresion. Su estudio esté condicionado por
la progresva comprenson de las operaciones aitméticas y de las Stuaciones de
medicién de magnitudes no discretas. Los nUmeros raciondes son € primer conjunto de
experiencias numéricas de los nifios que no estédn basadas en los dgoritmos de recuento
como los nimeros naturales. Hasta este momento € recuento en una forma u otra (hacia
ddante 0 hacia atrés, con sdtos 0 no) se podia usar para resolver todos los problemas
que s presentaban. Ahora con la introduccidon de los nimeros raciondes @ agoritmo
de recuento fdla (o sea, no hay un nimero racional siguiente a otro dado; ademés, las
fracciones se multiplican de manera diferente, etc.). La practica y € discurso que se
pone en juego con los "nimeros racionades' suponen un sdto importante en la manera
de pensar y usar los nimeros que origina dificultades a muchos dumnos.

Las reglas de cdculo con las fracciones se pueden ensefiar de manera smple: los
aumnos pueden lograr una cierta destreza en d cdculo dd denominador comin para
sumar o restar fracciones sencillas. De igud modo es posible que aprenden rdpidamente
las técnicas de multiplicar y dividir fracciones. Sin embargo, este enfoque agoritmico y
memoristico tiene dos peligros’: primero, ninguna de estas reglas ayuda a los
edudiantes a pensr sobre @ dgnificado de las operaciones o por qué funcionan.
Segundo, € dominio observado a corto plazo se pierde répidamente. Las reglas de
operacion con las fracciones llegan a parecer smilares y % confunden. El enfoque de la
ensefianza de las fracciones debe ser € logro del sentido numérico y la resolucion de
problemas.

1.1. Disefio Curricular Basedel MEC

En d Disefio Curricular Base para la Educacion Primaria dd MEC se mencionan
los “nimeros fraccionarios y decimades’ en € Blogue 1, indicando las
“Correspondencias  entre  fracciones sencillas y sus equivdentes decimaes’. En d
gpartado de Procedimientos se especifica:

1. Comparacion entre nimeros naturdes, decimaes (de dos cifras decimaes) vy
fracciones sencillas mediante ordenacion, representacion gréfica y  transformacion
de unos en otros.

2. Interpretacion, caculo y comparacion de tantos por cientos

3. Automatizacion de los agoritmos para efectuar las operaciones de suma y resta con
ndmeros decimal es de hasta dos cifras'y con fracciones deigua denominador.

En las orientaciones didéacticas se indica Los nUmeros fraccionarios se
abordardn como partes de un grupo o de magnitudes continuas en diferentes contextos
(reparto y medida). Mediante trabgjos manipulativos se comienza con medios, cuartos
., €@ dédmo se rdacionara con d Sgema Mérico Decimad y con los nimeros

* (Van deWalle, 2001, p. 228):
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decimdes. Més dedladamente se incluyen los Sguientes contenidos que son
pertinentes para este tema:

Hechos, conceptosy principios

1. NUmeros fraccionarios.
» Correspondencias entre fracciones sencillas y sus equivalentes decimales.
« El tanto por ciento de una cantidad (%)

Procedimientos

Interpretacion, caculo y comparacion de tantos por ciento.

Utilizacion de diferentes edrategiass para resolver  problemas numéricos y
operatorios (reducir una dtuacién a otra con nimeros més sencillos, gproximacion
mediante ensayo y eror, consderar un mismo proceso en dos sentidos -hacia
addlantey hacia atrés- dternativamente, etc.).

Explicacion ord dd proceso seguido en la redizacion de cdculos y en las
resolucion de problemas numéricos u operatorios.

Representacion  matemdica de una Stuacion  utilizando  sucesvamente  diferentes
lengugies (verbd, gréfico y numérico) y estableciendo correspondencias entre los
mismos.

Decisgon sobre la conveniencia o no de hacer clculos exactos o gproximados en
determinadas situaciones valorando € grado de error admisible.

Estimacion de resultado de un cdculo y vaoracion de S una determinada respuesta
nuMeErica es 0 no razonable.

Automatizacion de los agoritmos para efectuar las operaciones de suma 'y resta con
fracciones deigua denominador.

Actitudes, valoresy normas

Rigor en la utilizacion precisa de los simbolos numéricos y de las reglas de los
sstemas de numeracion, e interés por conocer edtrategias de cdculo digtintas a las
utilizadas habitua mente.

Tenacidad y perseverancia en la busqueda de soluciones a un problema.

Confianza en las propias capacidades y gusto por la eaboracion y uso de edrategias
personades de cdculo mentd.

Gusto por la presentacién ordenaday claradelos caculosy de sus resultados.

Confianzay actitud criticaen € uso de la caculadora.
1.2. Principiosy Estandares parala Matematica Escolar (NCTM 2000)

Las nociones de fraccion y ndmero raciona no son trivides, incuso para los
dumnos de secundaria Sin embargo, un primer contacto con agunas fracciones
sencillas, como 1/2, 1/4, etc. se puede proponer, y de hecho los libros de texto lo hacen,
para € primer ciclo de primaria. Un desarrollo mas completo se inicia en los niveles 3°
y 4° Concretamente, en los grados 3-5 d NCTM (2000) incluye las sguientes
expectativas relacionadas con € gprendizge de las fracciones:
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- Comprension de los nimeros, modos de representacion, relaciones entre nimeros y
sistemas numericos
- Comprender las fracciones como partes de un todo unidad, como partes de una
coleccion, como posiciones en la recta numérica, y como divisones de nimeros
naturales.
- Usar modelos, puntos de referencia y formas equivaentes para juzgar € tamafio
de las fracciones.
- Reconocer y generar formas equivadentes de fracciones usadas comunmente,
decimaesy porcentgjes.
- Explorar nimeros menores que 0 ampliando la recta numérica y mediante
golicaciones familiares.
- Describir clases de nimeros segin sus caracteristicas tales como la naturdeza de
sus factores.
- Calcular con fluidez y hacer estimaciones razonables
- Desarollar y usar edrategias para estimar caculos con fracciones y decimaes
en Stuaciones relevantes ala experienciadd estudiante.
- Usar moddos visuaes, parones, y formas equivdentes para sumar y restar
fracciones y decimales usados habituad mente.

Ejercicio:

1. Andizar las diferencias y semejanzas en las orientaciones curriculares siguientes respecto del
estudio de los nimeros naturales y la numeracion,
- Disefio Curricular Base del MEC

L as orientaciones curriculares de tu Comunidad Auténoma

Principios y Estandares 2000 del NCTM.

2. DESARROLLO COGNITIVO Y PROGRESION EN EL APRENDIZAJE

Los nifios comprenden progresvamente la nocidn de fraccion, a patir de sus
diferentes significados derivados de los diversos tipos de Stuaciones de uso, que no son
todos iguamente sencillos de comprender para dlos. En la seccion 1.1. de la pate B
hemos presentado una clasificacion de tdes dtuaciones. Cada tipo de Stuacion
proporciona significados especificos que deben irse construyendo progresivamente, y
cuyo desarrollo ha sdo objeto de diversas investigaciones. Andizaremos @ desarrollo
de dgunas de estos sgnificados en lo que Sgue.

Desarrollo de la fraccion como parte de un todo
Parece ser que las primeras ideas de fraccion de los nifios son de naturaeza
tridimensond e imprecisas.
Ejemplo: Un nifio puede decir “este jarro esta medio lleno”, o “me he comido
medio pastel”, cuando, en redidad sdlo queda una pequefia parte del agua o de
pastd. “Medio” en este contexto es para € ago que no esta completo, pero queda
todavia ago.
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En los experimentos de Piaget® e pide a los nifios dividir en partes igudes figuras
de pape o acilla, doblandolas o cortandolas para efectuar un reparto equitativo. A las
Sguientes edades redlizan los nifios diferentes tipos de taress.

4-5 afios: Dividir en mitades figuras pequefies y regulares,

6-7 ahos. Dividir en tercios,

7-9: Dividir en sextos por tanteo;

10 afos: Dividir ssteméticamente en sextos, partiendo primero por la mitad y luego
dividiendo € resultado en tres partesiguaes.

En agunos casos los nifios redlizan estas tareas antes de estas edades o son capaces
de comprender la idea de mitad, tercio y sexto aunque fiscamente tengan dificultad en
redizar la divison de la figura en partes igudes. Hay Sete criterios para comprender la
relacion parte-todo:

Congderar que unaregion entera se puede dividir en partes,

Darse cuenta que d mismo todo se puede dividir en diferente nimero de partes

iguaes, y podemos eegir € nimero de partes,

L as partes de la particion agotan € todo;

El nimero de partes puede no ser igua a nimero de cortes;, por gemplo con dos

cortes podemos hacer cuatro partes de unatarta;

Todas las partes son iguales,

Cada parte en sl misma se puede considerar como un “todo”;

El “todo” se conserva, alin cuando se haya dividido en partes.

Para comprobar § los nifios comprenden edas ideas se les puede plantear
actividades como indicar qué fraccion se representa en las Sguientes regiones

sombreadas;

En esta fraccion agunos nifios creen que la fraccion coloreada es 3/5

En esta fraccion dgunos nifios creen que la fraccion coloreada es 7/10.

La fraccién como parte en un conjunto discreto de objetos

Algunos experimentos sugieren que para los nifios es més
dificil comprender la idea de fraccion en un conjunto discreto de
objetos. Por gemplo, ad preguntar a los nifios qué fraccidn
representan las piezas coloreadas dentro del siguiente conjunto,
el 40% de los nifios de 10 afios contestan que 1/2 en lugar de 1/3,
no considerando € conjunto total como un todo.

® Piaget, J., Inhelder, B. y Szeminska, A. (1960). The childs’ conception of geometry. Londres: Routledge
and Kegan.
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Representacion de las fracciones como puntos en una recta numerica

El moddo de recta numérica de las fracciones ocasona dificultades a los nifios que
no siempre son capaces de pasar de la representacion de &ress a la recta o viceverse®. El
modelo de recta numérica resulta més dificil que los anteriores.

En la representacion lined se enfatiza la idea de que una fraccion, por gemplo 4/5
es esencidmente un nimero, de idéntica naturdeza que los nimeros 0 y 1, pero
comprendido entre ambos. A diferencia de las dos representaciones anteriores no se
incorpora laidea de relacion parte-todo.

Una ventga de la representacion lined es que las fracciones impropias son mas
naturales y no tan diferentes de las fracciones propias y también se visudiza la idea de
que las fracciones “extienden” @ conjunto de los nimeros naurdes y “relenan los
huecos’ deados por éstos en la recta numéica De edta forma se enlaza de forma
natural con laidea de medida no entera

La fraccion como division indicada de dos nimer os enteros
Al cdcular porcentges o trandformar una fraccion en decimdes es necesario
dividir dos enteros. Esta Situacién también se presenta en problemas como € siguiente;

Hay que repartir a partes igua es tres tabletas de chocolate entre 5 nifios

Solo un 40 % de los nifios de 12 afios responde correctamente a este problema, 1o
gue sugiere que € resto no han comprendido que cudquier nimero entero puede
dividirse en cudquier nmero de partesiguaes.

Equivalencia y comparacion de fracciones

Hemos desarrollado este aspecto en € tema dedicado a proporciondidad, asi como
en e dedicado a probabilidad. Tanto en la proporcionalidad como en los problemas de
comparacion de probabilidades se ponen en juego la comparacion de dos fracciones.
Remitimos a edas lecciones, donde se describen las etapas que siguen los nifios en la
comprenson del orden y equivalencia de fracciones.

Otrasdificultadesy errores

Una primera dificultad en € estudio de las fracciones consste en que los dumnos
aribuyan un sgnificado correcto a la nocion de fraccion, y por tanto, a cada uno de los
enteros que aparecen en la escritura de una fraccion. Se trata de una notacion nueva para
los dumnos de este nivel, ya que hasta ete momento sdlo conocen los nimeros
naturales.

Algunos de los errores mas frecuentes que cometen los dumnos tras € estudio de
tema, que se manifiestan incluso en niveles de secundaria, son los siguientes:

Un entero se confunde con su inverso: 1/7 se confunde con 7/1, o bien, /7y 7/1 se

cons deran como dos escrituras equival entes.

Una fraccion como Yzse consdera menor que la fraccion 1/3, argumentando que 2 <

3.

El conocimiento de los naturdes puede ser un obgstaculo para € dominio de los

nimeros recionaes, por gemplo, agunos nifios pueden &irmar que 1/3 < 1/5

explicando que 3 <5.

® Novillis, C. F. (1976). An andlisis of the fraction concept into a hierarchy of selected subconcepts and
the testing of the hierarchical dependencies. Journal for Research in Mathematics Education, 7, 131-144.
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La mitad de la fraccion 1/6 se designa frecuentemente por la fraccion 1/3 (que es en
redidad € doble de 1/6), argumentando que lamitad de 6 es 3.
Para multiplicar entre i dos fracciones, se les reduce a un comin denominador,
después s multiplican los numeradores olvidando de multiplicar entre s los
denominadores. Se trata de una confusidn entre las reglas de la adicion de fracciones
y las de lamultiplicacion.

Remitimos d lector d libro de Llinares y Sanchez (1988, cap. 6) para una
descripcion més detallada del tipo de errores més frecuentes en d edudio de las
fracciones por los nifios, con explicacion de su posible origen y actividades para su
prevencion y remediacion.

Ejercicio 2:

En la tabla siguiente se incluyen gemplos de items de evduacion usados en distintas
investigaciones y porcentajes de respuestas correctas. Para cada uno de ellos estudia qué
aspecto de las fracciones se evalla. Trata de explicar las diferencias en los indices de
dificultad.

Item 1’. ¢Esta dividido este circulo en dos mitades? ¢Por qué?

El 89% de los nifios de 12-13 afios dieron una respuesta correcta,
mientas que otros opinaron que si. Para ellos “dos mitades’ era equivalente a
dos trozos.

Item 2. Enunacaja de 12 huevos hay 5 cascados. ¢Qué fraccidn de huevos esta cascada?
El 70 % de los nifios de 12-13 afios dan una respuesta correcta..

Item 3. Juany Andrésreciben su paga semanal. Juan gasta la cuarta partey Andrésgastala
mitad de su paga. ¢Es posible que Juan gaste mas que Andrés? ¢Por qué?
En este item & 41% de los nifios de 12 afios piensan que esimposible.

Item 4°. Supongamos que x/y representa un nimero. S se duplican losvaloresdexey el
nuevo NUMero es:
a) La mitad de grande que x/y
b) igual a xly
c) doble que x/y
El 20 por ciento de los nifios de 11 afios dan una respuesta correcta a este item

Item 5. En una clase hay 40 alumnos, 3/5 son nifias. ¢Cuantas nifias hay en la clase?
El 22 % de los nifios de 11 afios dan la respuesta correcta

3. SITUACIONES Y RECURSOS

De acuerdo a los apartados anteriores, haremos una propuesta de ensefianza con
dos secuencias didacticas pardelas. la via de las dtuaciones concretas y la de las
Stuaciones formaes. La primera es necesaria para establecer € sentido o significado de

" Hart, K. (1980), Secondary School Mathematics Project. Research Monograph. Londres: Chelsea
College.
8 NAEP, 1980
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las fracciones, y también para judtificar los hechos numéricos basicos y las técnicas de
cculo. La segunda es necesaria para consolidar las técnicas de cdculo.

3.1. Situaciones concretas

Las actividades introductorias para faclitar “e  primer encuentro” con las
fracciones se deben gpoyar en las diversas representaciones. modelos de éaress,
conjuntos discretos, recta numérica, etc.

Por gemplo, en lo que concierne a la recta numérica, podemos proponer a los nifios
que tengan que comunicar a otros la posicidon exacta de ciertos puntos (correspondientes
a 1/3 y 5/3, por gemplo) marcados sobre una semirecta graduada, en la cud se han
marcado claramente los nimeros 0, 1 y 2, los cudes indican la unidad de longitud
elegida para graduar la semirecta

A B
|

<
L 2

O e
=
N

Los nifios deberan descubrir en primer lugar la relacion entre la posicion de estos
puntos y la divison de la longitud unidad en partes igudes, y después inventar una
escritura que les permita comunicar estas posiciones a sus compafieros, los cuaes solo
tienen una semirecta graduada con la misma unidad de longitud sobre la que aparecen
marcadose 0, 1,y 2.

En este contexto, la notacion de fraccion, que podra ser propuesta por € maestro
durante la correccion de la actividad, surgira como una respuesta a un problema que
tiene pleno sentido para los nifios y los papeles del numerador y del  denominador se
diginguirdn répidamente, ya que cada uno proporciona una informacién necesaria para
€l posicionamiento correcto del punto.

Esta misma sStuacion se puede también explotar para que los nifios “descubran”
que las fracciones 1/3 y 2/6, por gemplo, son dos codificaciones diferentes de la
posicion de un mismo punto y, por tanto, existen numerosas fracciones equivaentes a
una fraccion dada. A partir de edo, la investigacion de las reglas de smplificacion de
las fracciones se puede iniciar con fracciones Smples.

Este tipo de introduccion, ademas del interés que presenta para dar sentido a la
nocion y la notecion de las fracciones, permite también no limitarse a las fracciones
inferiores a la unidad, como ocurre habitualmente con & contexto del reparto de las
tartas que suele usarse con frecuencia.

Esta presentacion no es suficiente para dar todo su sentido a las fracciones. Se debe
acompaiiar con otras dtuaciones en las que esta herramienta se use no solamente como
fraccion de longitud, sino también como fraccion de &ea o de tiempo, y en generd con
Stuaciones en las que se pongan en juego los diversos contexto de uso de las fracciones.

Recomendamos una secuencia de Situaciones concretas, que € aumno debe
resolver por si mismo. El profesor debe controlar que € nifio entiende € enunciado,
pidiéndole que lo explique con sus propias paabras y animandole a que encuentre una
estrategia de resolucion. Es decir, se trata, béasicamente, de situaciones a-didéacticas °.

9 Situacién a-didactica, agquel momento del proceso de ensefianza-aprendizaje en que el alumno esta
comprometido con laresolucion de unatarea problematica que asume como propia.
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Se puede animar a nifio representar los datos del problema, usando alguno de los
recursos que describimos en la seccion 3.3.
Las varidbles didécticas de las Stuaciones de introduccion de las fracciones son las
sguientes
. 9gnificado de las fracciones. parte- todo, comparacion parte- parte, divisén de dos
ndmeros, comparacion de dos medidas, punto en la recta numérica, etc.

Tipos de fracciones. igud- distinto denominador, menores mayores que la unidad,
enteras 0 no enteras, denominadores multiplos unos de otros o no, etc.

Grado de contextualizacion de la situacion: Situacion que e refiere a materides
presentes en € aula y con € nifio como actor. Situacion hipotética contextudizada
con materia a disposicion de nifio para que pueda efectuar una representacion
smbdlica. Situacidn hipotética contextudizada sn materid a digposicion dd nifio.

Tipo de material utilizado: Estructurado o no estructurado.

Posicion de la incognita en las operaciones. En d primer término, d término inicid
0 uno de los términos parcides.

Numero de datos; Dos, tres 0 mas.

Ejercicios:
2. Preparar una secuencia de tareas para alumnos de 5° curso en las que se incluyan una muestra

de valores de las variables didacticas identificadas en € estudio de las situaciones concretas de
uso de las fracciones.

3. Andlizar en un libro de texto de 5° de primaria s se incluyen o no situaciones concretas en €
estudio de las fracciones y los valores de las variables didécticas tenidas en cuenta.

3.2. Situaciones formales. Aprendizaje de algoritmos

En edas Stuaciones se presenta a dumno operaciones formaes con las fracciones,
es decir, gercicios dd tipo: 5/7+4/5, etc. En un primer momento se animara d nifio a
hallar sus propias estrategias, paradar sentido alas operaciones.

Répidamente se pasara a utilizar diversas representaciones (areas, conjuntos, recta
numérica, diagramas en &bol) para facilitar la comprension y adquisicion de técnicas de
cdculo. Las variables didécticas de las Stuaciones son las siguientes:

Tipo de operacién: suma, resta, multiplicacion y divison

Direccion de la operacion:

Directa (por gemplo, 2/5x 1/4="7

Inversa (por gemplo, ?x 2/ 5= 1/10

Tipos de fracciones, tamario de los términos y del resultado de la operacion:

1. Sumay restade fracciones deigua denominador;

2. Sumay resta de fracciones, denominadores multiplos uno de otro;
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3. Suma y reda de fracciones con denominadores no multiplos, facilmente
descomponibles en factores,

Sumay resta de fracciones cualesquiera;
Multiplicar /dividir una fraccion por un entero;
Multiplicar /dividir dos fracciones,

N o g &

Operaciones combinadas
Técnica de calculo: Uso de materia o representaciones gréficas, técnica ecrita.

Tipo de material 0 representaciones usadas, conjuntos de objetos, modelos de
aress, rectanumérica, etc.

Ejercicios:
4. Preparar una secuencia de tareas para alumnos de 6° curso en las que se incluyan una muestra

de valores de las variables didacticas identificadas en @ estudio de las situaciones formaes de
uso de las fracciones.

5. Andlizar en un libro de texto de 6° de primaria s se incluyen o no Situaciones formales en €
estudio de las fraccionesy los valores de |as variabl es didacticas tenidas en cuenta.

3.3. Modelos gréficos para € estudio delasfracciones

A lo largo dd tema hemos mencionado dgunas representaciones gréficas mediante
las cudes se expresan dtuaciones de uso de las fracciones. El uso de edas
representaciones es una opcion del profesor, por 1o que se trata de una variable didéctica
de las Situaciones concretas en € estudio de las fracciones.

Modelos de areas
Una figura, principdmente rectangular o circular se divide en pates igudes,
sombreando |a parte correspondiente a la fraccion representada.

¢Qué fraccion expresa larelacion entre e area de la superficie
sombreada y la superficie del rectangulo mayor?

¢Cuanto mide €l area sombreada si usamos como unidad de medida €l
rectangulo mayor?

Ege tipo de dtuaciones de medida o comparacion de &eas (con figuras
rectangulares o circulares) se pueden utilizar como modeos de otras Stuaciones de
contextos no geometricos. Por gjemplo,

"Tenemos que repartir 120 euros entre 12 personas. ¢Qué fraccion del tota

corresponde a 8 personas? ¢Cuantos euros corresponden a estas 8 personas?”
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Eda dtuacion se puede representar "visuamente' con € gréfico o moddo de aess
anterior interpretando que € rectangulo mayor "representa las 12 personas (€l todo o
unidad), y la parte sombreada alas 8 personas.

Representaci n mediante conjuntos

Cuando d conjunto que se quiere dividir es discreto y  nimero de objetos es
multiplo de las partes, una representacion de los objetos puede visudizar € problema de
reparto.

Modelos lineales

Al igua que en € caso de los nimeros naturdes, podemos visudizar las fracciones
a lo largo de una recta. Tomamos en ela una cierta longitud como unidad a repartir, y a
partir de dla representamos la fraccion.

0 v4a 12 34 1 54 32 74 2
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3.4 Recursos en Internet

M odelos defraccionesy expresion de nimer osracionales:

http://illuminations.nctm.org/tool /FractionPie/ver2.html
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Descripcion

Permite explorar varios modelos para representar fracciones con numeradoresy
denominadores gjustables. Un mismo nimero raciond se usa para expresar una parte de
un todo en los casos en que d todo viene dado mediante un circulo, un rectangulo y un
conjunto discreto de fichas circulares. Se comparan S multaneamente tres notaciones.
fraccion, decima y porcentgje.

Los vaores de los numerador y denominador se agrupan en tres versones:
Verson 1 El rango dd numerador esta limitado avaores de 0 a 20, y € denominador
tomavdoresfijadosen 1, 2,4, 5,8, 10y 20.

Versén 2: El rango dd numerador y € denominador variaentre 0y 20
Verson 3: El rango dd numerador y € denominador variaentre 0y 100.

Tanto d numerador como & denominador se indican en larectanuméricay se

cambian desplazando cursores.
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Ejercicio 6:

1. Explorar lastresversones del programa, representando fracciones mayoresy
menores que launidad y comparando |as tres representaciones graficas del todo
y las partes.

2. Escribir unaficha de trabgo paralos dumnos de 6° curso de primaria
proponiendo una secuencia de tareas de expresion y representacion de fracciones
equivaentes mayor esy menores que la unidad.

3. ldentificar las caracteriticas ergondmicas (eficacia, rapidez, posibilidades de
comparacion, etc.) del uso del programaen relacion d contexto tradiciona de
uso de papdl, 1apiz y caculadora

4. Laexpreson decimd delos racionades no decimaes no se puede redizar
correctamente con este programa. ¢Por qué? ¢Qué tareas y recursos puede
utilizar & profesor para que € uso del programa no genere un obstaculo
didactico en relacion ala notacion decimal y porcentua ?

5. ¢Crees que larepresentacion independiente del numerador y € denominador en
la recta numérica puede ser un obstéculo didactico paralarepresentacion en la
recta de los nimeros racionales¢, ¢COmo se puede evitar?

4. TALLER DE DIDACTICA

4.1. Analisis de textos escolar es. Disefio de unidades didacticas

Consigue una coleccion de libros de texto de mateméticas de 3er ciclo de primaria y
ler ciclo de secundaria (recomendamos buscar los libros que utilizastes persondmente,
0 bien los de dgun familiar o amigo).

Estudia € desarrollo dd tema de “fracciones y nimeros raciondes’ en dichos

niveles.

Indicaen qué curso seiniciay cuando termina.

Busca dgun tipo de problema o tarea que consideres no esta representado en la

muestra de problemas que hemos seleccionado en la Situacion introductoriainicia.

Identifica aspectos dd desarollo dd tema que consderes potencidmente

conflictivos paralos aumnos de dichos niveles

4.2. Andlisis derespuestas de estudiantes a pruebas de evaluacion

En los dguientes gemplos andiza las tareas presentadas y las respuestas de los
nifios, indicando los errores subyacentes y la forma en que podria ayudar la maestra a
superarlos.

1. Una maedtra pide a sus dumnos que ordenen de menor a mayor las fracciones 1/4 y
1/6.

El 20% de los nifios dicen que %< 1/6 por que 3<5.
¢Qué explicacion puede tener edta respuesta de los nifios?. ¢Qué podria hacer la maestra
para que los dumnos comprenden la ordenacidn de fracciones?
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2. En las dqguientes tareas que piden hallar € todo, conocida una parte, que se expresa
mediante una fraccién del todo. Explica por qué esta actividad es dificil y qué puede
hacer é maestro para ayudar alos dumnos.

“S edtaregion |:| eslos 3/5 de unaregion encuentralaregion unidad”

“S esta coleccion de bolas 0000 O
O 00O

s0n los 3/5 de un total de bolas encuentra € total de bolas’.

3. Un maestro pone este problema a sus dumnos
“Delos 25 aumnaos de la clase 3/5 son nifias. ¢Cuantos nifios hay?’
Un aumno responde asi:25 —3/5 =125/5 — 3/5 = 122/2 nifios
Explica cdmo ayudarias a este dumno para que comprenda € enunciado y la
manera de resolverlo.

4. Indicamos a continuacion la respuesta de un estudiante d siguiente problema:
“De la superficie totd de Espafia (504.000 kn¥, aproximados), los dos tercios son de
paisge llano. ¢Cuantos kilometros cuadrados representa esta fraccion?.

Respuesta de un dumno:
504000 3/3
X 2/3

x = (504.000x 2/3)/(3/3) = 336.000 knt
¢COmo explicarias la solucion de este problema sin usar “lareglade tres’?
4.3. Andlisisde experiencias didacticas
A. El espesor de una hoja de pape

Andiza la dguiente experiencia de estudio de las fracciones y raciondes disefiada y
experimentada por G. Brousseat®. Se trata de una secuencia de estudio que permite a
los nifios “reinventar” los nimeros raciondes bgo la direccion de  profesor. Al
findizar:
. Enumera los conocimientos y habilidades previas que consderas necesarias para la

redlizacion de estas actividades

¢Cud es @ objetivo que s persigue en cada una de las secuencias en que s ha

dividido la Stuacion didactica?

Dexcribe los conocimientos mateméticos que se ponen en juego a lo largo dd

proceso de estudio.

Confronta las respuestas dadas a estas cuestiones con @ andiss que se hace en

Centeno (1988, pags. 124-125).

Tarea: Se pide a los dumnos medir & espesor de hojas de papel de diferente grosor
con un cdibrador; como las hojas son muy finas, se propondra que las midan no de una
€n una, SNo un paguete con un niimero determinado de tales hojas.

10 siguiendo el resumen elaborado por Centeno (1988).
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Como resultado obtienen dos nimeros. € nimero de hojas que tiene € paquete y
la medida en milimetros del espesor del paguete. Estos pares de nimeros se pueden
comparar, sumar, restar, multiplicar por un nimero naturd, y también dividir.

Material necesario:

- Unas 2000 hojas de papd dd mismo tamaiio (medio folio, por gemplo), de mismo
color, pero de 5 grosores (pape de caco, folios normaes, cartulinas, etc.). Se
distribuyen en 10 cgas, dos de cada grosor, que contienen cada una arededor de
200 hojas.

- Cdibradores que permitan medir espesores con una precison dd milimetro (dos por
cada grupo de cinco aumnos).

- Un biombo o una cortina que permita dividir la clase en dos. Se puede prescindir de
esto s d local es bastante grande como para separar a los aumnos en dos grupos de
forma que puedan ver |os nifios de un grupo 1o que hacen los ddl otro grupo.

Organizacion dela clase

Lasituacion se desarrolla através de ocho actividades, que seredizan alo largo de
nueve secuencias de 60 a 70 minutos. El esquema de organizacion es Smilar para cada
una de las secuencias. Hay acciones individuaes, en grupos pequerios, puestas en
comun entre grupos pequefios, puestas en comin de toda la clase, y tiempos destinados
ahacer lasintesis de lo adquirido.

1. Primerasecuencia S;: El objetivo es medir € “espesor de una hoja de papel”

Se divide @ aula en dos partes con un biombo. En cada parte se colocan cinco cgas
conteniendo cada una 200 hojas de papel.

Situados los nifios en una de las partes dd aula, € maestro los distribuye en grupos
de405.

El maestro dice: “ Mirad las hojas que he preparado en las cajas A, B, C, D, E. En
cada caja todas las hojas tienen e mismo espesor y cada caja tiene hojas de espesor
distinto. ¢Podéis apreciar las diferencias de unos espesores a otros?

Se hacen circular entre los dumnos agunas hojas de forma que todos los nifios
puedan tocarlas y compararlas
- ¢Como podemos distinguir unas hojas de otras?

Algunos nifios responden que por € peso.

- Debéis inventar otra manera de designar y reconocer cada uno de estos tipos de
papel, de forma que los podamos distinguir solo por el espesor.

Los nifios intentan d principio medir  espesor de una hoja, pero pronto se dan
cuenta de que no es posible.

Después empiezan a medir pagquetes de hojas, las cuentan y ya tienen un codigo que
puede servir para desgnar los espesores. Dan, por gemplo, 70 hojas 3 mm; 50 hojas 3
mm; €etc.

Cuando en todos los grupos se ha encontrado este Sstema de designacion de hojas
S pasa a un “juego de comunicacion’. Cada grupo se subdivide en dos. uno de
emisoresy d otro de lectores.

Para probar € cddigo eaborado, todos los emisores se colocan en una de las dos
partes dd aula y los lectores en @ lado opuesto. Los emisores €ligen una de las cgas y
escriben mensges que envian a los nifios con los que han daborado antes € codigo. Los
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lectores deben reconocer la hoja de que se trate y para asegurarse de que € codigo ha
funcionado deben comunicar después con |os emisores.

El maestro pasa los mensges de unos a otros, recibe las respuestas y verifica con
todo € equipo s se ha acertado o0 no. Para escribir los mensges ha preparado
previamente unas tarjetas en las que los nifios deben escribir d nimero de su equipo, los
mensgjes enviados (numerados. juego 1, juego nimero 2, etc. ) y S han sido acertados o
no.

Cuando todos los equipos han hecho varios juegos, y todos los nifios han sdo
emisores y receptores mas de una vez, se pasa a una tercera fase, que consigtira en una
puesta en comun de todos |os equipos.

El desarrallo de las Sguientes secuencias es d dguiente:

S,: Comparar los espesores (pares de nimeros) y hdlar pares equiva entes.

Ss: Determinar clases de equivaencia de pares de nUmeros, observando que un mismo
espesor se puede representar por muchos pares, que son por tanto equivalente.

Sy: Halar e espesor de una hoja gruesa formada por dos hojas pegadas (esto lleva a dar
sgnificado alamultiplicacion de espesores —fracciones- por un nimero natural).

Ss: Generdizar 1os procedimientos descubiertos ca culando sumas de espesores.

S La diferencia de dos espesores permitird a los nifios dar significado a la diferencia de
fracciones.

S;: Dar dgnificado a producto de espesores por un nimero natural, halando € espesor
de un caton grueso formado por varias hojas del mismo grosor (producto de un
raciona por un naturd).

Sg: Evauar d espesor de un cartén comparandolo con un milimetro (se trata de saber s
una fraccion es mayor, menor o igud aun milimetro).

Sy: Conocido € espesor de un carton formado por un nimero de hojas de igua espesor
hdlar € espesor de una hoja Eda actividad dara sgnificado a la divison de un
raciona por un entero.

B. Reproduccion de un segmento con una unidad no convencional

Se pide a los futuros profesores leer la seccion 8.5.2. del  libro de Centeno (1988)
donde se describe otra sStuacion didactica especifica para dar sentido d uso de las
fracciones en € contexto de medidas linedlesy redizar un andiss ssmgante d anterior.
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A: Contextualizacion Profesional

ANALISIS DE PROBLEMAS SOBRE DECIMALES EN PRIMARIA

A continuacion incluimos agunos enunciados de problemas y gercicios que han sdo
tomados de libros de texto de primaria. Para cada uno de dlos:.

a) Resuelve los problemas propuestos.

b) Indica los conceptos y procedimientos mateméaticos que Se ponen en juego en la
olucion.

c) ldentificadiferenciasy semejanzas entre los distintos problemas.

d) Para cada problema enuncia otros dos del mismo tipo, cambiando las variables de
latarea, de manera que uno te parezcamas fécil de resolver y otro més dificil.

e) ¢Pensas que los enunciados son suficientemente precisos y comprensibles para los
aumnos de primaria? Propon un enunciado dternativo para aguelos gercicios que no
te parezcan suficientemente claros paralos aumnos.

f) Consigue una coleccion de libros de texto de primaria Busca en élos tipos de
problemas no incluidos en esta relacion. Explicaen qué se diferencian.

Enunciados de problemasincluidos en librosde primaria
1. ¢Quéquiere decir 32 mm? ¢Podrias medir esalongitud con tu regla? ¢Por qué?

2. Qué dgnifica d punto que separa las cifras 623 y 364 en una bascula y un
termOmetro?

3. Expresaen forma de nimero decimal: 6/10, 23/10, 63/100.

4. Expresalas sguientes cantidades en centésmas:
a) 843; b) 0'7; c) 20'5; d) 26'3

5. ¢Qué numero decimal esta representado en cada caso:
a) 2 decenas 3 unidades 2 centésmasy 3 milésmas,
b) 002+ 05+ 70 + 400
¢) lunidad 1 décimay 1 milésma

6. Indicacudes de ettas fracciones son fracciones decimales:
24/10 5/8 26/1000 32/25 13/100 4/207/1025/1000

7. ¢Qué fraccion decima representa cada nimero?:
a) 025; b) 0007, c) 045; d)005; e) 006 f) 0004

8. Ordenademayor amenor: 1556 10,257 36,2 1565 10,57 3,62
9. Entre qué pargjas de nimeros estd comprendido 5,345
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entre 5,33y 5,34
entre 53,3y 53,4
entre 5,34y 5,35
entre 5,35y 5,36

10. Aproximaestos nimerosalaunidad: 3,69 527 31,19 154 13,6

11. Escribe con cifras estas fracciones decimales:
a) Cuatro milésmas, b) Sais décimas, €) Vente centésmas; d) Trece milésmas.

12. Con las teclas “10[3]6]9 de tu caculadora escribe:

a) & mayor nimero posible menor que 100
b) € nimero mas préximo a1

) d nimero mayor posible

dl El nimero menor posible.

13. Redliza estas sumas. 2,36+1,34; 15,36+4,64

14. Cdculamentalmente, anota los resultados y comprueba con tu calculadora:
1,5+0,01
02,55-36,7
16,25-5,3

15. Cdculad cociente exacto: 23,64:4

16. En Espafia, cada persona adulta consume a afio, por término medio, 655 kg de

27,85

carne, 2953 kg de pescado y 6'89 kg de legumbres. ¢Cuantos kilos consume a afio,

entota, de estos aimentos?

17.En un sdto un ledn recorre 3,25 metros. ¢Qué distancia habra recorrido en 30

satos? ¢Y en 2000 satos?

18. Mariano esta en cama con anginas. La doctora le ha recetado una dosis de 5

centimetros clbicos de un jarabe (aproximadamente una cucharada) tres veces d
dia En € prospecto dice que cada centimetro cubico de jarabe tiene 625 mg de

"amoxidilind'. ¢Cuanta"amoxicilind' toma Mariano en unadoss? ;Y d dia?

19. Un coche consume 8,4 litros de gasolina cada 100 km. ¢Cuantos kildmetros puede

recorrer con 25,2 litros?
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B: Conocimientos Matematicos

1. FRACCIONES DECIMALES. NUMEROS DECIMALES

Decimos que una fraccidn es decimal S su denominador es una potencia de 10.
Llamaremos nimeros decimales' a los raciondles para los cuaes se puede encontrar una
fraccion decimd representante.

Elemplos El raciond 7/4 es decima porque la fraccidn 7/4 es equivdente a
175/100.

Sin embargo, 7/3 no es decimd porque cuaquiera de sus fracciones equivaentes
tiene un denominador con € factor primo 3y, por tanto, no puede ser una potencia
de 10. La descomposicion en factores del denominador de una fraccion irreducible
representante de un nimero decima no puede contener factores primos digtintos de
20de5.

En 1585 d maemdico bedga Smon Sevin, en su libro La Disme, propuso,
fraccionar la unidad en décimas, centésmas, milésmas, etc. para medir cantidades de
magnitudes menores que la unidad. Con ese ssema, d resultado de una medida
vendria sempre expresado mediante un nimero entero y fracciones decimales. Por

gemplo, 7+ % + % metros, en € caso de una medida de longitud.

También sugirid que, en lugar de usar los denominadores para expresar las partes
de la unidad en la parte fraccionaria dd nuimero, se podria adoptar un criterio de
posicion. Egte criterio desemboco répidamente en € actud, que consste en poner una
coma (0 un punto) a la derecha de las unidades y escribir a continuacion los
numeradores de las fracciones decimaes siguiendo € orden de décimas, centésimeas,
milésmas, etc., poniendo ceros cuando fata aguna de esas fracciones.

Ejemplo. El nimero 71%% se escribe 7°35. Sabemos que 3 hace referencia a

décimas porque esa cifra ocupa € primer lugar a la derecha de la comay que 5 se
refiere a centésmas porque ocupa € segundo lugar ala derecha de lacoma

De eda mangra para las fracciones decimdes podemos usar un ssema de
representacion  decimad  posicionad  equivdente d  definido para los  nimeros
naturades. La parte dtuada a la izquierda de la coma es la ‘parte entera del niUmero
decimd y laStuada aladerechade lacomala‘parte decimd’.

Los nimeros naturales admiten un representante decima cuya parte decimal es cero.

Un nimero decima admite un representante cuya notacion decima tiene un nimero

! Algunos autores [laman ndmeros decimales a cualquier niimero real expresado en forma decimal.
Nosotros preferimos seguir €l criterio de autores como Centeno (1988) o Socas (2001) y llamar nimeros
decimal es tnicamente a los niimeros racional es que tienen como representante una fraccion decimal. De
este modo, diferenciamos entre |as expresiones decimal es de un nimero (que también existen paralos
reales) y los nimeros decimales D que es un subconjunto de Q.
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finito de cifras.

El interés de la representacion decimd de las fracciones decimades s debe a la
posibilidad que proporcionan de utilizar los adgoritmos de cdculo definidos para los
nimeros naturdes. Desde d momento en que la parte decima de un nimero decimal se
congruye siguiendo las mismas reglas que s usan paa la pate entera podemos
tradadar los dgoritmos de suma, resta, multiplicacion y divisén entera d caso de los
nimeros decimaes sn més que afiadir agunas consderaciones acerca de la colocacion
de las comas. ESt0 permite abreviar los clculos con fracciones decimdes. S ademas €
sstema de unidades de medida es decimd, todas las medidas pueden expresarse
mediante nimeros decimaes y las operaciones entre dlas se hacen més féciles Esto
Ultimo se puso en préctica a patir de la ingauracion de Sistema Métrico Decimd,
creado en Franciaafindesde sglo XVIII.

Ejercicios

1. Si la fraccion alb es irreducible, a < by b= 2x5*, ;Cuéntos digitos decimales aparecen a la
derechadelacomaa expresar esta fraccion en forma decimal ?

2. LOS NUMEROS DECIMALES COMO SUBCONJUNTO DE Q.
EXPRESIONES DECIMALES

2.1. Digtincion entre expresion decimal y ndmer o decimal

La expreson 0'75 designa un nimero decimal, que también se puede escribir en

forma de fraccion, 75/100, la cud a su vez es equivaente a la fraccion irreducible ¥4
Son tres formas de escribir y de hablar sobre un nimero decimd particular.

La expreson o notacion decimal con un nimero finito de cifras decimaes se puede
usar en todos los racionales que pueden ser representados por una fraccidn cuyo
denominador es una potencia de diez. Este subconjunto (D) de nimeros racionaes (Q)
recibe @ nombre de “conjunto de los nimeros decimales’ (D 1 Q).

Los nimeros decimales, y la notacion decimd con la que se expresan son de gran
importancia en las matemdticas y sus aplicaciones précticas debido a una propiedad
importante; se trata de un conjunto denso en Q y en R (nimeros redes), o que quiere
decir que cudquier nimero red x se puede acotar por medio de niUmeros decimales tan
proximos a X como se desee (exise un nimero decimd cuya diferencia con x es tan
pequeia como se quiera)

Observacion:
Se tiene tendencia a llamar 'nimero decimd’ a un NUmero cuya expresion tiene una
pate decima “visble’. Pero los nimeros naturdes son también nimeros decimales,

2 Ejemplo, 1/5 = 2/10 = 0'2. Pero veremos después que el niimero decimal 0'2 se puede escribir también
coninfinitas cifras (0199999 ...). Por tanto, lalongitud de la expresién decimal no determina el carécter
de decimal 0 no de un nimero racional.

3 Posteriormente ampliaremos la representaci 6n decimal a otros racionales cualesquieray alos nimeros
irracionales. Sin embargo, mientras que en los nimeros decimales hay un representante cuya
representacion decimal esfinita, en los demés casos esto no es posible.
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smplemente su pate decima (la escrita a la derecha de la coma) se reduce a 0 (0
también a'9999... ), y no se escribe. Por otro lado, existen racionales no decimales.

Se llama nimeo decimal a agudlos raciondes que tienen una fraccion
representante con denominador potencia de 10 (fracciones decimales).

Todos los nimeros decimaes son racionales, pero no todos los racionaes son
decimdes.

No obstante, cudquier raciond no decimal se puede expresar en notacion decimal,
aunque @ numero de cifras a la derecha de la coma es infinito, con cifras que s
repiten.

El nimero de cifras decimdes es una caracterisica de la expreson decima
(numerdes) no de los nUmeros, ya que un MiSMo nUMero se puede representar mediante
diferentes expresiones decimales: 34’1 = 3410 = 34'100, ... = 34'0999...

Los nimeros decimaes se pueden expresar también “en forma polindmica’, con
potencias de base 10 (3 se usa dicho nimero como base de sstema de numeracion)
usando exponentes positivos y negativos. Por gemplo:

2375=210+3+L+ % =2.10"+3.10° +7.10* +5.10°°
que s lee, dos decenas, 3 unidades, 7 décimasy 5 centésimas.

La notacion decima para expresar 1os nUmeros racionales es importante ya que es
més fécil trabgar con ela que con la notacion de fraccion. Por gemplo, d comparar dos
racionales es més rgpido comparar |as expresiones decimaes que las fracciones:

Ejemplo: Para comparar 7/8 con 22/25 hay que reducir las fracciones a comin

denominador y comparar los numeradores. Sin embargo, 9 10s expresamos en

notacién decimd, 7/8 = 0’875, y 22/25 = (0’88, vemos en seguida que 22/25 es
mayor.

La notecion decima es también comoda para encontrar un numero raciond
comprendido entre otros dos dados. La mayor ventga es en la redizacion de
operaciones aritméticas, ya que se pueden usar agoritmos smilares a los desarrollados
paratrabgjar con nlimeros enteros.

2.2. Caracterizacion delos nimer os decimales

Proposicién: S r es un racional representado por su fraccion irreducible n/d, para que r
sea un numero decima la descomposicion del denominador d en factores primos sdlo
debe tener potencias de 2 y/o de 5.

En efecto, s & denominador tiene sdlo los factores 2, 5 0 ambos, podemos obtener
una potencia de 10 en & denominador multiplicando numerador y denominador de
dichafraccion por una potencia conveniente de 2 y/ o de 5.

Podemos probar que también es cierto € teorema reciproco, 0 sea que la condicion
es necesaria, por reduccion a absurdo.

Supongamos que la fraccion tenga un factor digtinto, por gemplo 3 (a/3). En este
caso,
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X
10"

a
3
Factorizando 10" en niimeros primos tenemos:

_— X
T oo

wlo

locud conducea a 2".5"=3.x

Este resultado contradice € teorema de factorizacion Unica de la aritmética segin €
cud todo nimero naturd admite una descomposicidon Unica en factores primos. En este
caso d factor 3 figura en d segundo miembro y no en @ primero. ESto lleva a rechazar
el supuesto de que lafraccidn a/3 corresponda a un nimero decimdl.

3. TECNICA DE OBTENCION DE EXPRESIONES DECIMALES

3.1. Caso delos nimeros racionales decimales

Para encontrar la expreséon decima de un nimero decima se busca una fraccion
equivdente a la dada cuyo denominador sea una potencia de 10 y se descompone en
parte entera, décimas, centésimas, etc.

Elemplo. S queremos expresar en notacion decima € nimero decimd 17/8,

primero examinamos su denominador 8 = 2 y vemos que es necesario multiplicarlo

por 5% para obtener una potenciade 10. A partir de ahi se hace lo siguiente:

17 _17X125 _ 2125 _ 2000 100 20 5 1. 2 5 .
=2+—+—+ =2

'8 8x125 1000 1000 1000 1000 1000 10 100 1000

125

Primera técnica

Una primera técnica consste en encontrar la fraccion equivdente a la dada cuyo
denominador sea una potencia de 10, escribir  numerador, contar en € numerador,
empezando por la derecha, tantas cifras como ceros tiene  denominador y colocar la
comadecimdl.

Segunda técnica

Se basa en la rdacion entre fraccion y divisén entera. Sabemos que en una fraccion
impropia la divisén dd numerador por € denominador permite encontrar la parte entera
de la fraccion. Por tanto, dividiendo 17 entre 8 se obtiene como parte entera 2 y resto 1

lo que nos da @ nimero mixto 2% :

Para cdcular cuantas décimas hacemos lo siguiente:

1101101 2

8 8 10 8 1_0( _) 10 80

yquedaE:2+1 2+ 1 2

8 8 10 80
Paa sdber cuantas centésmas hay en 2/80 volvemos a utilizar € procedimiento
anterior:

2 20 120_1 4 2 4
- (+2) =+
80 800 100 8 100 8 100 800

17 _ 1 2 1 2 4
yresulta—=2+— =2+ —+—+—.
8 10 80 10 100 800
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Volviendo a hacer lo mismo con lafraccion % e obtiene:

4 40 1 40 1 5
= = X— = B =
800 8000 1000 8 1000 1000
con lo que ya tenemos expresadala fraccion inicid en formadecima:

17 1 2 4 1 2 5
=2t =2
8 10 100 800 10 100 1000

=2'125

En d desarollo anterior se produce una divison entera entre € numerador y
denominador de la fraccién y sucesvamente se dividen los restos multiplicados por 10.
Egto judtifica una segunda técnica de obtencion de la expreson decimad de un nimero
decimal expresado como fraccion condgtente en efectuar la divisén entera entre
numerador y denominador, colocar una coma en € cociente una vez que la divison
entera ha terminado, afiedir un cero d resto y proseguir la divison sguiendo este
procedimiento hasta obtener resto 0. El cociente obtenido es la notacion decimal
correspondiente a nimero decimal.

17 8
10 2'125
20
40
0

La técnica pone de manifieto una interpretacion dd nimero decima como
cociente exacto de dos numeros enteros € numerador y @ denominador de una
fraccion. A la técnica de dividir condgtente en afadir ceros a los restos para seguir
dividiendo s lellama‘ divison decimd’.

3.2. Expresiéon decimal de nimeros racionales no decimales. Expresiones
decimales periddicas

S gplicamos la técnica anterior a nimeros racionales no decimaes obtendremos
ucesvamente la parte entera, décimas, centésmas, milésmas, etc., correspondientes a
la fraccion usada como representante.

Con los nimeros raciondes no decimaes nunca se obtiene resto cero, por 1o que la
divison podria proseguir indefinidamente. Pero como los restos tienen que ser menores
qued divisor, sdlo existen un nimero finito de restos diferentes.

Por tanto, en aglin momento habra de repetirse un resto. A partir de ahi, una parte
de la divison se repetirA Esto produce un cociente en d que la parte Stuada a la
derecha de la coma se compone de infinitas cifras adgunas de las cudes s repiten
indefinidamente.

Ejemplo, s dividimos € numerador por @ denominador en la fraccion 2/11 se

obtiene:

20 11
90 01818
20
90
2
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S seguimos dividiendo, las cifras 18 se repetirdn indefinidamente dando lugar a un
cociente con infinitas cifras, 0'18181818181818 ...

Al conjunto de cifras que se repiten se le llama ‘periodo’ y d cociente de la
divigon ‘expresion periédica’. Dada la imposhilidad de escribir infinitas cifras, las
expresiones decimades periddicas s notan escribiendo la pate no periddica y a
continuacién € periodo con un pequefio arco encima, en € gemplo anterior 0'18.

En una expresién decima periddica, que corresponde a un raciond no decimd, y d
igud que en los nUmeros decimades, la parte Stuada a la izquierda de la coma se llama
‘parte enterd y laparte Stuada ala derecha * parte decimd’.

La representacion en un Sstema posiciond decima de los nimeros racionades no
decimales es sempre periddica. Aungue estos nimeros no son nimeros decimales,
podemos obtener nlmeros decimales que se aproximen a ellos tanto como queramos.

Eemplo: € nimero decima 0'181 se diferencia dd nimero no decima 0'18 en
menos de una milésma. S esta goroximacion no es suficiente, podemos degir, por
gemplo, d nimero decima (0'181818 que se diferencia de 0'18 en menos de una
millonésima, etc.

Es decir, la representacion decima de un raciond no decimd es periddica, pero
podemos encontrar un nimero decima que represente dicho raciona con una cota de
eror tan pequefia como queramos. Es edta Ultima propiedad la que permite sudtituir los
caculos con racionaes por ca cul os gproximados con nimeros decimales.

3.3. Expresiones decimales periodicas purasy mixtas. Fraccion generatriz delos
racionalesrepresentados por estas expresiones

Cuando la pate decimd de una expreson decima periddica condste Unicamente
en la repeticion indefinida dd periodo, la expreson decimd se llama ‘periodica pura’.
S ademés existe una parte no periddica se dice que la expresion decima es ‘periddica
mixta’.

Ejemplo: 0'181818... es una expresion decimal periodica pura.

0'43181818... es unaexpresion decimal periddica mixta.

Llamamos fraccion generatriz de una expreson decimd la fraccion que la genera,
es decir, agudla fraccion ta que dividido d numerador por € denominador, da lugar a
la expresion dada.

Para hdlar la fraccion generatriz de una expresion decimal finita (que representa
por tanto un nimero decimad), bastara tomar una fraccion cuyo numerador es la
expresion decimd del nimero sin la coma y cuyo denominador es la unidad seguida
de tantos ceros como cifras tenga la parte decimal.

Ejemplo: lafraccion generatriz del nimero decimal 23 76 s —21?6706
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Para hdlar la fraccion generatriz de un nimero cuya expresion decimal es periodica
s multiplica d nimero por potencias de diez degidas de tal forma que d restar dos
de esas expresiones la parte decima desgparezca. De ahi se obtiene € vaor de
nUmero como cociente de enteros.

Ejemplo 1. Supongamos que queremos encontrar la fraccion generatriz de 23102.
Seax = 23'102. Multiplicando x por 1000 obtendremos otro nimero con la misma
parte decima que x, 1000x = 23102'102. Restamoslasdos expresiones, se obtiene:
1000x —x= 23102'102- 23'102

999x = 23079, de donde se deduce que X _ 23079 _ 7693 Yy, por consguiente,
999 333
23100 = 1998,
333

Ejemplo 2: S queremos hdlar la fraccion generatriz de nUmero cuya expresidon es
periodica mixta 2'675. Sea x € nimero. Multiplicando x por 1000 y por 100 para
obtener dos nimeros con la misma parte decimd, obtenemos 1000x = 2'675;

100x = 267'5. Restando se obtiene 900x = 2408, es decir, x :@ :%, con lo
900 225
oud 2675= 292
225

Observaciones:

1

Los nimeros decimdes, como por gemplo 3/4, que tienen una expresidon decima
finita 0’75, se pueden representar también con expresones decimales periddicas.
basta escribir una serie ilimitada de ceros después de 5, 0'7500000 ... También
podemos comprobar que se pueden representar como 074999...

Incluso los nimeros naturdes se pueden expresar con una notacion decima con
infinitas cifras decimales; por gemplo, 1=0'9999...

En la practica, no obgtante, los nimeros decimaes se expresan de la forma més
smple posible, es decir con un nimero finito de cifras decimaes.

En cambio todo nimero raciona que no sea decimd, requiere un nimero ilimitado
de cifras en su expresidn decimal, que se repetiran en periodos (puros 0 mixtos).

Todo numero raciond tiene una representacion decimal finita o periddica; todos
los nimeros cuya expreson decimd es finita o periddica son ndmeros
racionales.

Més addante veremos que también se usan “expresiones decimaes no periddicas’
paralos nimeros irracionaes (por gemplo, p = 314159 ...)

Una desventgja tedrica de la expresién decima es que no es Unica para los nUmeros

decimdes. Por gemplo: 26 = 2'5999... Los cdculos con nimeros decimaes se
operan de maneraventgosas se usalas expresiones decimaesfinitas
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7. La expreson decima de los raciondes no decimaes si es Unica, pero las notaciones
periddicas para los raciondes no decimales son incomodas para operar con dlas o
incluso imposibles deredizar.

Ejercicios.

1. Decir s los sguientes racionales son decimales. Para los casos en que sean decimales
expresarlos en escritura decimal. Cuando no lo sean dar una aproximacion decimal indicando €
periodo correspondiente:

28/625; 38/64; 321/600; 36/675; 3/6250; 118/925; 52794/875

2. d) Encontrar una escritura decimal para |os siguientes nimeros racionales.
113, 1/19, 123 1/29, 1/31, 1/37, 1/41
b) ¢Cud es el periodo en cada caso?
c) ¢Queé tienen en comun los denominadores?

i . . . 4712(10
3. Escribir en notacion decimal en base 12 € raciondl —— .

(10

4. Representar mediante una fraccion irreducible los racionales decimales siguientes:
1'04; 2'581; 00372; 10 0’0005

5. Representar mediante una fraccion irreducible los racionales no decimales siguientes:
0'333...; 0'00666...; 0'123123...; 123'458888...; 0’ 346666...

4. LA INTRODUCCION DE LOS DECIMALES A PARTIR DE LA MEDIDA?

Los nimeros decimales se introducen habituadmente a partir de las medidas con
diferentes unidedes —generdmente de longitud: metros, decimetros, centimetros,
milimetros. Los mditiplos y submltiplos de la unidad degida, por gemplo, € metro
(M), se representan en forma decimd, ingstiendo en las multiplicaciones o divisones
por 10 que relacionan unos con otros. La “expresion decima” aparece como un medio
coémodo de representar medidas compleas.

Elemplo: “2 dam, 3 m, 1dm y 3 cm”, se conviene en expresarlo como 2313 m 9 s

ha elegido d metro como unidad principa, mientras que se escribe como 231’3 cm

S =diged centimetro.

Eda introduccion solo requiere nociones con las que los nifios estan familiarizados,
como cantidades de longitud y sus digintas unidades de medida. Permite también
plantear & problema de los ceros necesarios y los que no lo son, una de las primeras
diferencias ertre los enteros y los decimales.

Los ceros a la izquierda de un nimero entero se pueden suprimir (04 = 4), pero son
indispensables S estdn a la derecha de la coma, ya que indican € rango de las restantes
cifras en laescritura de un decimd (indican @ orden de los submuiltiplos de la unidad).

Ejemplo: 8 cm se expresan en metros como 0'08 m, o como 0’ 00008 km.

# Maurin y Johsua (1993), pags. 154-56.
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Eda regla es inversa de la que rige para los enteros; en elos los ceros de la derecha
son los que indican € rango de las cifras no nulas, y ro se pueden suprimir: 60 y 600 no
representan e mismo entero, 06y 0'60 o 0'600 si representan & mismo decimal.

La introduccion de los nimeros decimdes en € contexto de la medida tiene €
inconveniente de presentar los decimaes como nimeros que podrian ser enteros
siempre que se tome una unidad suficientemente pequefia. ESto enmascara una de las
diferencias esencides entre los enteros y los decimdes, que es precisamente la principa
utilided de los decimdes. la propiedad de que € conjunto D de los decimaes es denso,
0 seg, que

entre dos nimeros decimades digintos, Sempre se puede encontrar otro decimal
diginto y, por tanto, exigen una infinidad de tades ndmeros decimaes
intermedios.

El desconocimiento por parte de los nifios de esta propiedad puede explicar las
dificultades que tienen para proponer nimeros comprendidos entre dos decimales.

Elemplo: Los nifios pueden proponer 1'215 como numero decima comprendido
entre 121 y 1'22 s interpretan estos nimeros como medidas expresadas en
centimetros (1'215 supone pensar en términos de milimetros). Pero tendran
dificultades para proponer otro nimero entre 1'215 y 1’216, ya que no conocen
unidades inferiores d milimetro. Dedigando los nimeros decimaes del contexto de
medida resulta f&cil encontrar nimeros entre 1'215 y 1'216: basta escribir 1'215 y
1'216 como 121500 y 121600 para encontrar rdpidamente 99 nlmeros
intermedios.

La propiedad de la densdad del conjunto de los niUmeros decimdes D atribuye a
estos nimeros otras caracteristicas importantes y diferentes respecto de los nlimeros
enteros:

Dado un decimal, no existe otro que le preceda o que le siga

Tampoco exige en un intervao abierto (5, 6) un nimero decima menor 0 mayor

que todos los comprendidos en dicho intervalo.

Otro obstaculo en la comprensién de la representacion decima nace de la manera
en la que s habla de dla primero se pronuncia la parte entera y después la parte
decimd. Por gemplo, 256'431 se pronuncia como “doscientos cincuenta y sais, coma,
cuarocientos treinta y uno’; o también, “doscientos cincuenta y seis unidades,
cuatrocientos treinta y un milimetro”. Edta practica lleva a pensar en la representacion
decima como dos nimeros enteros separados por una coma, lo que puede explicar
ciertos errores en la comparacion de nimeros expresados en forma decimal.

Cuando se quieren comparar dos nimeros decimaes la comparacion de las partes
enteras proporciona un método eficaz y correcto cuando las partes enteras son
diferentes. Por gemplo, 247 “y algo mas’ es mayor que 246 “y algo mas’.

S las pates enteras son igudes se corre @ riesgo de gplicar ete mismo
procedimiento para comparar las partes decimaes, 1o que no es en generd correcto.
Asi 247'5 es mayor que 247’ 123, a pesar de que 5 es menor que 123.

La gplicacion dd “orden lexicogréfico” en la comparacion de enteros y decimaes
requiere que los nimeros tengan las mismas cifras, 1o que en d caso de los
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decimaes se logra completando con ceros. Asi, para la comparacion de 247’5 y
247 123 debe hacerse expresando 247'5 como 247'500; de este modo se ve
claramente que 500 > 123.

A pesr de edas dificultades, la comparacion de racionales expresados mediante
notacion decima es més sencilla que usando la notacion con fracciones.

5. OPERACIONES CON NUMEROS DECIMALES

El gran interés de la notacion decimd se deriva de que todos los dgoritmos
desarrollados para redizar las operaciones aritméticas se extienden cas sin problema a
conjunto D de los decimales. Esto es posible gracias a las propiedades de sstema de
numeracion decimal.

5.1. Adicidon y sustraccion

El procedimiento condste en trandformar los dos nimeros decimades para que
tengan € mismo nimero de cifras después de la coma, afiadiendo ceros a la derecha del
nimero que tenga la parte decima més corta De esta manera, S se disponen los dos
nimeros en columnas, la coma debgo de la coma, sdlo queda aplicar & agoritmo
habitual de la adiccion o de la sustraccion en N. De edta regla puede surgir € obstéculo
de considerar los decimales como “dos enteros separados por lacoma’,

Ejemplo:
205’8 + 174’402 = 205' 800 + 174’402 ,
y se aplica € dgoritmo como para dos nimeros enteros de sais cifras. Se comienza por
la dltima cifra de la derecha de la parte decimd, y se dga la coma en su lugar entre la
terceray la cuarta columna
La justificacion de esta manera de proceder se puede hacer pasando los decimaes a
las fracciones correspondi entes.

5.2. Multiplicacion

El procedimiento consste en redizar la multiplicacion de los dos nimeros como §
fueran enteros, prescindiendo de la coma, para colocar findmente la coma en €
producto contando (a partir de la derecha) d nimero de cifras igua a la suma de las
cifras de las partes decimales de |os dos factores.

La redizacion de estos cdculos muestra a los nifios que “la multiplicacion no
sempre hace aumentar” alos nimeraos, por gemplo: 53.02=106

La judtificacion de este modo de operar la proporciona € sisema de numeracion
decimd:
53=5+3.10"
02=210"
53.02=[5+3.10".[2.10% =10. 101 + 6. 102 =106

Se ha aplicado la propiedad digtributiva de la multiplicacion respecto de la adicidon,

la formula dd producto de dos potencias de igua base y la escritura polindmica de los
decimales,
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Se puede judificar este dgoritmo sin utilizar las operaciones con exponentes
negativos. En primer lugar, es necesxrio gorender a multiplicar y dividir por potencias
de la base 10. Se observara especidmente las consecuencias de estas operaciones sobre
€ desplazamiento de lacoma.

A continuacion es necesario aprender a escribir los nimeros decimaes como
fracciones o divisones (3 antes no se han introducido los racionaes):

53=53/10; obien, 53=53:10=53.0'1

Eso equivde a explicitar la idea de que multiplicar por O'1 es como dividir por
diez. Findmente es necesario recordar la definicion del producto para mostrar que una
décima por una décima da como resultado una centésma —propiedad que se habra
tratado antes, 9 ya se han abordado los racionales.

Después de esto se podra escribir:

53x02=(53x01)x(2x01)=(5B3x2)x(01x01)=106x 001

5.3. Division

La divison de dos decimaes se puede reducir sSempre a la de un dividendo decima
y un divisor entero, ya que 9 d divisor tuviera decimdes se puede transformar en entero
multiplicando por la potencia de diez conveniente ambos nimeros.

El dgoritmo que s golica es d mismo que € de la divison entera. Se tradada la
coma a cociente cuando se la encuentra en @ dividendo. Cuando se agotan las cifras dd
dividendo s= contindla la divison “bgando ceros’ ¢Cudndo se debe detener este
proceso? Esto plantea e problema de la gproximacion decimd.

Ejercicios:
6. Cdcular ladiferencia, 1' 53- 0 716.

6. Cacular los productos.
Q09%Bx04 b)049%5x0

8. Sumar 0'6 + 0 3. ¢La suma de dos nimeros decimales periddicos, es sempre un decimal
periédico?

9. Estima d producto 7.123x10° x 2124 x10° y comprueba la respuesta con tres cifras
significativas usando una cal culadora.

6. LA APROXIMACION DECIMAL DE RACIONALES. NUMEROS REALES

Los raciondes decimaes admiten una expreson decimd finita Badta redizar la
divison de numerador por € denominador de la fraccion irreducible que lo representa
para obtenerla. S € raciond no es decima admite una expresion decimal, pero tenemaos
gue utilizar una serie ilimitada de nimeros (2/3 = 0'6666... ) a la derecha de la coma,
nUmeros que e repiten a partir de un cierto momento.

El hecho que hace a los nimeros decimaes Utiles es que permiten “aproximar” con
e grado de precisén que deseemos a cudquier nimero raciond. Para ello basta truncar
la serie ilimitada de la expreson decima periddica en un punto més o menos deado a
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la derecha de la coma; de este modo se obtiene un decima finito que gproxima d
decimd infinito cuanto queramos.

Desde un punto de vista practico, por tanto, se puede evitar Sempre d uso de
expresones decimdes infinitas redizando los cdculos con agoroximaciones decimaes
finitas. Esta propiedad se expresa diciendo que D esdenso en Q:

Hay un nimero decima tan proximo como se quiera a cudquier nudmero
raciond

Ejercicios:

10. Encontrar un decima con dos cifras decimales que esté a menos de una centésma del
ndmero 1/3

11. Encontrar un decimal con tres cifras decimales que difiera de 15/7 menos de una milésima.
Expresar € resultado en forma polinémica.

NUmerosirracionales:

Exigen nimeros cuya expreson decimd es infinita y no periddica Por gemplo,
imaginemos lasguiente expreson decima potenciamente infinitar

0'717117111711117 ...
donde, después de cada nimero 7, s va poniendo sucesvamente un ndmero 1
adiciond. Por tanto, no serd posible encontrar agqui ninguna periodicidad.

Es decir, podriamos imaginar la sguiente suceson de nimeros decimaes finitos,
ordenados de menor a mayor:

07<071<0717<07171<0'71711< ...

Esta sucesion no crece ilimitadamente, ya que esta acotada por O’ 72. Por otra parte,
por muchos términos que escribamos no podemos encontrar un racional ad que
corresponda laexpresion, ya que ni esfinitani periddica

Llamamos numeros irracionales a aguellos cuya representacion decimd tiene
infinitas cifras decimaes no periddicas. Por tanto un ndmero irracional surge
como resultado de continuar potencialmente una sucesion acotada de numeros
decimaes,

Como vemos en ese gemplo, los nimeros decimades permiten también mangar
gproximaciones finitas, con & grado de aproximacion que deseemos, de los nimeros
irracionales.

Llamaremos conjunto de numeros reales ad conjunto que se obtiene d unir los
nuimeros racionales e irracionales.

“NUumero real” es una manera abreviada de referirnos a las sucesones
estrictamente crecientes o decreci entes acotadas de nimeros decimales.
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Ejercicios:

12. Entre dos numeros reales cualesquiera hay un nimero decimal finito (D es denso en R).
Encontrar un nimero decimal finito entre los siguientes nimeros reales.
a) py O10b) G99 y 0100

13. Probar que la escritura decimal siguiente no corresponde a un nimero racional:
0'1234567891011121314151617181920 21.....

7. NOTACION CIENTIFICA. REPRESENTACION DECIMAL EN LAS
CALCULADORAS

Cualquier nimero expresado en forma decima se puede escribir como producto de
un nimero comprendido entre 1y 10 y una potencia entera de 10. Por gemplo:

2305=2'305.10°0'0321 = 3'21.10%  74=74.10"

Esta manera de escribir los nimeros se conoce como notacion cientifica, o también
coma flotante normalizada. La forma generd es. d.10", siendo d un nimero decimal
comprendido entre 1 y 10, y n la potencia necesaria para Stuar la coma en € lugar que
corresponda seglin € ndimero representado.

Es paticulamente conveniente para expresar nimeros muy grandes o muy
pequefios, ¥ es la utilizada en las caculadoras un poco sofisticadas (calculadoras
cientificas). Basta solo mostrar en la pantdla d nimero d y d exponente n, ya que la
base 10 de la potencia se sobreentiende.

Ejemplos
-542' 2568 = -5'422568. 10, semuestracomo, -5422568 02
0'000005689 = 5'689.10°,  semuestracomo, 5 689 -06

El uso de la notacion cientifica en las cadculadoras es una necesdad derivada del
hecho que las pantdlas de estos dispositivos slo pueden mostrar un nUmero pequefio
de digitos (8 o 10 cifras, por lo generd). Sin estos convenios de representacion seria
imposible hacer & dguiente caculo:

0000 000 005 872 x 0" 000 000 000 025 8
ya que daria como resultado 0'00000000 en una cdculadora con 10 posiciones de
memoriaen lapantdla
Sin embargo, en notacion cientifica d resultado se daria como:
1'514976 -19, que dgnifica,
1514976 x 10-*° = 0’ 000 000 000 000 000 000 151 497 6
lo que permite dar todas |as cifras Sgnificativas dd cdculo.

Conviene tener en cuenta que en las cdculadoras la coma decimd se indica con un
punto, y no con una coma o con un gpostrofe (') como sude ser habitud en la escritura
amano.
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Ejercicios

14. Efectuar los siguientes cdculos sin caculadora. Comprobar los resultados usando la
calculadora.

a) 085 + 02; b) 0002 + 032 +15; c) 6'801 - 0'999;
d) 28 x 049; €) 0003 x 0002; f) 0048 . 6
g) 0048 . 06; h) 0048 . 0'06; ) 0048 . 0'000006

j) 022459 | 0'037 k) 0015989 , 5'9
Buscar situaciones concretas en las que sea necesario hacer cada una de estas operaciones.

15. Una caculadorada e vaor 0°'0000001 como respuesta parala multiplicacion
(0'00037 x 0'00054.

a) ¢Cud es larespuesta correcta?
b) ¢Como se puede hallar la respuesta correcta con la calculadora?
C) Otra calculadora da como respuesta 1998 -07. Interpretar esta respuesta.

8. TALLER MATEMATICO

1. Escribir en forma simplificada como “nimero con coma’ las Sguientes expresones
de dos nimeros expresados de forma polindbmica en base b >6. ¢Cud de elos es mayor?

di = 2b? + Ob* + 1b° + 5b™* +1b% +6b™

dp =2b* + Ob* + 1b° + 5b™* +6b™3

2. Dar la ecritura decima, eventuamente gproximada, de los nimeros que se escriben
del sguiente modo:
21423 (enbasecinco) y 214’23 (en base sals)

3. S escribimos los nimeros racionales en un sistema de base 12,

a) ¢Qué fracciones podran escribirse con una escritura “ duodecima” finita?
b) ¢Qué fracciones tendran una escritura “ duodecimal” ilimitada periodica?
¢) ¢Qué fracciones tendrén una escritura duodecimal ilimitada no periddica?

4. S d usa la cdculedora para dividir 4 entre 9 obtienes como resultado 0.4444444,
¢sgnificaeso que 4/9 es un nimero raciona con expresion decima periodica?

5. Escribe las Sguientes fracciones en expresion decimal:

111

1/111

1/1111

¢Puedes adivinar la expreson decima de 1/11111? Comprueba tu conjetura halando su
fraccion generatriz.

Describe la expreson decimad de 1/N donde N @ un nimero formado por n unos:
111....1

6. ¢Cudes son las fracciones generatrices de las Siguientes expresiones?
0'7474747474...

0'235235235235...

0'ababababab...

O'abcabcabc...
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C: Conocimientos Didacticos

1. ORIENTACIONES CURRICULARES

Los nimeros decimales se han convertido en los Ultimos afios en protagonistas de
todos los cdculos -hasta € punto de que en la practica desplazan completamente a las
fracciones - debido a la disponibilidad creciente dd uso de cdculedoras y de
ordenadores que hacen las operaciones con ellos (Centeno, 1988, p. 17).

Los simbolos 3.75 y 3% representan la misma cantidad, aunque tengan un aspecto

tan diferente. ESta gpariencia hace que para los nifios, d mundo de las fracciones y € de
los decimales sean muy digtintos. Incluso las personas adultas tienden a pensar en las
fracciones como conjuntos O regiones (tres cuartos de ago, por gemplo), mientras que
consderan los decimades més como numeros. La redlidad es que las fracciones y los
decimaes son dos formas diferentes para representar las mismas idess, 0 S e prefiere
paradescribir y manipular é mismo tipo de Stuaciones.

Uno de los fines principdes de la ensefianza de las fracciones y decimales serd que
los estudiantes vean ambos Sstemas notaciondes como modos de representar los
mMiSMoS conceptos, aunque ciertamente con ventgas didtintas seguin las Situaciones. Por
gemplo, en muchos contextos, es mas fécil pensar sobre 3/4 que en 75 centésmas o
0.75. Inversamente, d Sgema decimd hace mas fé&cil la expresdon de nimeros que
esdan proximos a 3/4, como 0.73, o 0.78. El uso de sstema decima es claramente

ventgoso en dispodtivos digitales, como cadculadoras, ordenadores y mediciones
electronicas’.

1.1. Disefio Curricular Basedel MEC

En d Decreto dd MEC (BOE 26-6-91) se mencionan los nimeros decimales en los
sguientes términos en @ apartado de conceptos:

NUmeros fraccionarios y decimales

Edtas orientaciones curriculares fueron formuladas de manera mas explicita en €
DCB (Documento Curricular Base, MEC, 1989). Entre los objetivos generdes que
hacen referencia d estudio de los "NUmeros y operaciones' se incluyen las siguientes
indicaciones.

Hechos conceptos y principios.

» Correspondencias entre fracciones sencillas y sus equivaentes decimaes.

En & apartado de procedimientos:

2. Comparacion entre niumeros naturales, decimaes (de dos cifras decimdes) y
fracciones sencillas mediante ordenacion, representacion gréfica y trandformacion de
unos en otros.

®Van de Walle (2001), p. 243.
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15. Automatizacion de los dgoritmos para efectuar las operaciones de suma y resta con
numeros decimales de hasta dos cifras y con fracciones de igual denominador.

1.2. Principiosy Estandar es parala Matematica Escolar (NCTM 2000)°

En los Esténdares Curriculares y de Evauacion dd NCTM (1989) las orientaciones
curriculares son ago més explicitas. Concretamente se dice que en los nivees P-4
(Infantil a 4° curso de Primaria), los nifios empiezan a encontrarse con decimales en
multitud de Stuaciones -con calculadoras y medidas métricas, en tablas de datos, y en
actividades cotidianas como @ uso de un crondmetro digita. Por tanto, € curriculo tiene
gue hacer énfasis en € desarrollo de conceptos decimales.

Contintlan diciendo que d enfoque de los decimaes ha de ser parecido a trabgo
con fracciones, es decir, hacer hincapié de forma clara y continua en modelos y en
lengugje ord y mas tarde conectar este trabgo con los simbolos. Esto es necesario S se
quiere que los decimales tengan sentido para los estudiantes y que éstos hagan de dlos
un uso intuitivo. Al explorar la idea de décimas y centésmas partes con modelos puede
incluirse un trabgo previo con decimaes equivdentes, recuento de sucesiones,
comparacion y ordenacion de decimales, y sumay resta.

La ensefianza y & gorendizge de los decimaes ha de incluir experiencias
informales que edablezcan la rdacion entre fracciones y decimdes para que los
edtudiantes comiencen a establecer una conexion entre los dos sistemas. Por gemplo, S
los estudiantes reconocen que 1/2 es la misma cantidad que 05, pueden usar edta
relacion para determinar que 0'4 'y 0'45 son un poco menos que 1/2 y que 06 y 057 son
un poco més que 1/2. Las actividades de este tipo ayudan a nifio a dotar de significado
alos nimeros decimales.

En los Principios y Estandares 2000 (NCTM, 2000) aparecen los decimaes en los
sguientes términos.
Grados 3-5:
comprender la estructura posiciond de sstema de numeracion decima y ser cagpaz
de representar y comparar nimeros naturalesy decimales;
reconocer y generar formas equivaentes de fracciones, decimaes y porcentges
usados comunmente.

Ejercicio:

1. Andlizar las diferencias y semeanzas en las orientaciones curriculares siguientes respecto del
estudio de los nimeros decimales,

- Disefio Curricular Base del MEC

- Lasorientaciones curriculares de tu pais 0 Comunidad Auténoma

- Principios y Estandares 2000 del NCTM.

2. DESARROLLO COGNITIVO Y PROGRESION EN EL APRENDIZAJE

Los nimeros decimades empiezan a utilizarse en 4° nivel de primaria generdmente
en un contexto de medida. Por gemplo, la expreson decimd 125 m es una manera

® National Council of Teachers of Mathematics (2000). Principles and Standard for School Mathematics.
Reston: Va: NCTM.
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sencilla 'y comoda de decir que d medir € largo de una mesa se ha necesitado un metro,
2 decimetros y 5 centimetros. La multiplicacion de un nimero naturd por un decimd,
como 4 x 0'37, se asocia con lasumareiterada: 0'37 + 037 + 0'37 + 0'37.

En cursos superiores e encontrardn con problemas que llevan a multiplicar, por
gemplo nimeros como 037 x 037, Sn que estos nimeros e interpreten como
medidas. Los momentos més delicados dd proceso de ensefianza - gprendizgie  son
aquellos en los que las propiedades tanto de los nimeros como de las operaciones con
los nimeros naturales no pueden extenderse a los nimeros decimales’.

La comprensén de la rdacion entre las fracciones y su escritura decimd es similar
a la comprengon de la rdacion entre diferentes Sstemas de numeracion, por gemplo
entre € dgema de numeracion romana y € podciond decima. El nifio debe
comprender que en ambos casos d nimero representado es € mismo y 1o que cambia es
laforma de representarlo.

En principio, para los nifios serd mas fécil comprender la idea de fraccion, a través
de sus diferentes representaciones, como la relacion pate-todo que su expresion
decimd. Pero a la larga esta comprension tendrd una gran ventgia en los agoritmos y
resolucion de problemas.

Para iniciar con éxito € estudio de la representacion decimd de las fracciones es
necesario que € nifio tenga soltura y comprension en los convenios del sisema decimd
de representacion de los enteros y comprenda d principio del vador de poscion.
Asmismo debe comprender los diversos significados subyacentes a la fraccion decimd,
por gemplo “dos décimas’, que estudiamos en la leccion arterior para poder dotar de
sgnificado alaparte decimd del nimero.

Dado que la representacion decima de un nimero se basa en la nocion de fraccion
(décimas, centésmas, milésmas), la comprenson de la equivdencia tiene la misma
importancia d estudiar decimaes que d estudiar fracciones. Por gemplo, hay nifios que
tienen dificultad en encontrar equivaentes 2 décimas a 20 centésmas, es decir, 02 a
020. Algunos nifios consideran que 020 es mayor.

Conflictos en € aprendizaje delos niUmer os decimales

La escritura decimal de los nimeros ha producido confusiones entre 1o que es un
nimero decimd y lo que no es un nimero decimd, identificando mé d nimero
decima por su escritura decima que por sus propiedades intrinsecas, lo que ha
originado cierta ambigliedad entre la escritura decimd y € nimero decimd, de td
manera que decimd estd asociado a nUmeros con comas en contrgposicion a ndmero
entero 0 NUmero SN comas, esta acepcion del término decimd es origen de diferentes
errores’,

Los errores més frecuentes, observados de manera persstente, tras € estudio del
tema por los dumnos de primaria y primer ciclo de secundaria son cladficados y
descritos por Centeno (1988) en cuatro gpartados. Indicamos agunos items usados en
evauaciones con g emplos de respuestas erroness.

Erroresrelacionados con la lectura y escritura de los nUmeros:. valor de posicion

Item 1. ¢Cud delos nimeros siguientes es 37 milésmas? 0’ 037; 0" 37; 37; 37000.
En adgunas investigaciones & 88% de los nifios de nueve afios y € 40% de los de
trece responden 37000. Parece que una buena parte de los dumnos de estas

’ Centeno (1988), p. 151.
8 Socas (2001).
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edades interpreta centésmas como enteros, y piensan que para que haya
milésimas tiene que haber tres ceros.

[tem2. Se pide alos dumnos que cuenten por centésimas.
Esféacil obtener larespuesta sguiente: 14° 08; 14'09; 15.

Item 3. Seis décimas se escribe 0’6 como decimd. ¢COmo escribes tres centésimas?.
Algunas respuestas erréneas obtenidas son: 0'300; 3'00; 3'0; 3'100; 00'3; 0'3.
Puesto que la base de la escritura de nimeros decimdes es d sigema de
numeracion decima, no se puede esperar que los nifios comprendan la escritura
de los decimdes menores que la unidad mientras no esté bien comprendido €
dominio dd dstema de numeracién decimd paa la escritura de los nimeros
enteros.

Erroresreacionados con €l cero

Algunos dumnos ignoran € cero e interpretan 0°036 como 36, perdiendo la
edructura global dd nimero y tratandolo s6lo como un nimero entero. 1'27 se
consideraditinto de 1' 270.

Errores en la interpretacion de decimales como fracciones

Item 4. Escribe unafraccion paracompletar laiguadad 6'28= 6x1+2x _ + 8x1/100
El porcentgje de nifios que redlizan correctamente este gercicio no llegaaveces d
10 % de los nifios de 13 afios.

Erroresrelacionados con las operaciones
A continuacion mostramos respuestas de nifios a dgunas taress. Identificay explica
los errores cometidos.

1)07+04+02=0130;173+21'8=38'11

2) Hacer € nimero 437’56 diez veces mayor. Respuesta: 437’560
3) 315x10=30'150

4) 315x10=3150

5)23x23=409
6)4x23=812
7)212:2=16

Una parte importante de los dumnos piensa que d multiplicar dos nimeros siempre
Se obtiene otro nimero mayor que los dados, y que d dividir se obtiene uno menor.

3. SITUACIONES Y RECURSOS

3.1. Introduccion del uso de la coma decimal en € contexto de la medida de
longitudes

El edudio de la medida de longitudes puede ser una buena oportunidad para
introducir € uso de la coma decima, como convenio de expresidon de la medida de un
objeto redizada, por gemplo, con varias unidades como decimetros, centimetros y
milimetros (medida compleja).
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En d transcurso de una Stuacion de medida de bandas de longitudes dadas,
usando, bien la regla graduada, o bandas de 1dm y 1cm, los dumnos pueden obtener
resultados como: 2dm y 5cm.

¢COmo podemos expresar este resultado usando como unica unidad e dm?

Después de animar a los nifios a proponer sus propias soluciones se puede introducir
e conveniodd usodelacoma2dm5cm=2"5dm

Como gercicio complementario podemos pedir que los nifios expresen con
decima es medidas tales como:

25 cm 6 mm: unidad degida d cm ®
unidad degida d dm ®
unideddegida d m ®

Lamismaactividad con: 14 m 4 cm.

Los nifios estaran contentos de haber gprendido a escribir los "ndmeros con coma'.
Muchos recuerdan los precios que han visto en los dmacenes y piden otros gercicios.
Es evidente que los nifios no dominan todavia € empleo de la coma Es necesario un
gran nimero de actividades en campos diferentes (precios, pesos, capacidades, etc) para
lograr ese dominio®.

3.2. Modelos gréficos y concretos para representar fracciones decimales®

La figura 1 muestra un dispositivo que permite representar, mediante un modelo
de &ess, décimas y centéamas. Cada disco estd dividido en diez partes iguaes
mediante didmetros, cada una de las partes corresponde a una décima. A su vez cada
sector circular de una décima esta dividido mediante 10 marcas igudmente espaciadas
en los bordes, quedando representadas las centésmas. Cada disco se corta a lo largo de
un radio; esto permite encgar dos de taes discos, como se muestra en la figura, con lo
cud s puede modrar cudquier catidad de centésmas. En d gemplo, la region
sombreada, interseccion de dos discos, representa 25 centésimas (25/100 = 0 25)

Figura 1. Discos de décimas y centésimas

La representacion més comun de las fracciones decimaes, y por tanto, para las
décimas y centésmas, es una cuadricula de 10 x 10, como se muestra en la figura 2 ).
Los cuadrados se pueden reproducir en cartulina o papel para que los aumnos puedan
rayar la fraccion deseada. El decima 2'13 quedard representado con dos cuadrados
completos (2 unidades enteras) y sombreando 13 cuadrados pequefios. Una variante de

° Nadine Brousseau (1992).
19'van de Walle (2001).
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este materia es € representado en la Fig. 2 b), en la cud la unidad seré representada por
el cuadrado de 10 x 10, la décima por la banda de 10 cuadraditos y la centésima por
cada cuadradito. En lafigura se representa, por tanto, & decima 1’ 36.

7
OHO,
O Yy

Figura 2: Cuadriculas de 10 x 10

Los blogques multibase, de base 10, con bloques, placas, varillas y cubos
pequefios permiten representar hasta las milésmas, 9 consderamos que d blogue
mayor eslaunidad.

Modelos lineales
Una buena representacion materia de las fracciones decimdes es € metro de
varillas plegables, con divisones en los decimetros, centimetros'y milimetros,

3.3. Conexidn entre fraccionesy decimales'!

Para comprender la relacion entre los dos sistemas de representacion, fracciona
y decima, los dumnos deberan redlizar actividades de traduccion entre ambos.

En la figura 3 se muedtra la fraccion decimd 35/100 mediante d moddo lined y
de &ess, en d formato circular y cuadrangular. Las tres bandas que representan las
décimas y los cinco cuadraditos se han dispuesto en una tabla con columnas
diferenciadas para las unidades, décimas y centéamas (casillero o franja de vaor de
posicion).

Eda actividad comienza con una fraccion decima y se traduce a expresion
decimal; también se debe proceder de manera inversas Comenzar con una expreson
decima y traducirla a expreson fracciond, usando tanto € lenguge escrito, ord 'y
digtintos modelos gréficos.

1 van de Walle (2001).
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;/ 3,5
Y 10 7100
Unidades Décimas Centésimas |
I

;
o o*
O
mlls!

% = 0.35 = "Treinta y cinco centésimas"

s

Fig. 3: Traduccion entre expresiones fracciondes y decimales
3.3. Ordenacion de decimales

La ordenacion de decimales resulta dificil para los dumnos de primaria debido a
las diferencias importantes entre @ orden de los nimeros reciondes y los naturales. Por
gemplo, § pedimos que identifiquen @ nimero mayor entre los siguientes. 036, 0'058,
0375y 04 , a dumnos de 12-13 afios podemaos encontrar que arededor de la mitad de
los dumnos dan respuestas erroness. El error més frecuente suele ser degir € nlmero
con mayor nimero de digitos, siguiendo € criterio que se gplica con los nimeros
naturales.

Los dguientes tipos de Stuaciones pueden facilitar la discuson en clase sobre d
tamafio relaivo de los nimeros decimales'?.

Situacion 1:
Presentar dos nimeros decimales. Pedir a los dumnos que digan cud es € mayor y que
expliquen su eleccidn con ayuda de model os graficos o concretos (metro, tablero de 10 x 1)

Situacion 2:

Escribir un nimero con cuatro digitos decimales, por eiemplo, 30917.

- ¢Qué nimero estamés proximo, e 3 o d 4?

- ¢Qué nimero esta mas préximo e 30 0 317?

Repetir las preguntas con las centésimasy las milésimas.

En cada respuesta, pedir que los alumnos justifiquen sus respuestas, ayudandose si o creen
necesario con model os graficos o concretos.

Un modelo de recta numérica grande sin numerar, pegada en la pizarra, puede ayudar en la
validacion de las respuestas.

12 van de Walle (2001).
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Situacion 3:

Preparar una lista de cuatro o cinco niumeros decimales que los alumnos tengan dificultades
en ordenar, de manera qie estén entre dos nimeros naturales consecutivos. Pedir que los
ordenen de menor a mayor. A continuacion pedir que los representen sobre la recta numérica
con cien subdivisiones, como la mostrada en la figura anterior.

Como variante, pedir que sombreen cada decimal en una cuadricula 10x10 usando estimaciones
paralas milésmasy diezmilésmas.

3.4. Operaciones aritméticas con decimales

El papd dela estimacion

Se conddera importante que los dumnos gorendan a redizar estimaciones del
resultado de los cdculos con decimdes antes de redizarlos gplicando las técnicas de
papd y lgpiz. Para muchos clculos con decimaes se puede encontrar estimaciones
razonables smplemente redondeando los nimeros hasta los enteros mas proximos o a
fracciones decimaes sencillas. En cas todos los casos, un objetivo plaushble puede ser
gue los dumnos consigan encontrar de manera exacta la parte entera de resultado. Por
supuesto que se deben proponer tareas de ettimacion con numeros relativamente
sencillos.

Adiciony sustraccion de decimales
Se debe procurar seleccionar Situaciones-problemas en las que tenga interés y
sentido préactico larealizacion de las operaciones con cifras decimaes. Por gemplo,

Problema 1. Tenemos que colocar un rodapié en una habitacion rectangular. Las
dimensiones de la habitacion son 390 m de largo y 265 m de ancho. ¢Cuantos metros
de rodapié debemos comprar?

Problema 2. Dos amigos A y B cronometran @ tiempo que tardan en correr un
kilbmetro. A dice que tarda 74'5 segundos. B es mas preciso, y dice que tarda 81'34
segundos. ¢Cuéntos segundos tarda B més que A?

Problema 3: Un carpintero debe hacer un soporte para un canaén de un tgjado que tiene
29 m de largo. Digpone de cinco planchas de madera 'y debe eegir las que le convienen
porque no quiere subirlas todas a tgado. Las planchas miden, respectivamente,

Im 157m 1'lm 1'33m 03m
¢Qué planchas deberia subir al tgjado?

Se pedira a los dumnos hacer previamente estimaciones de los resultados y
después que apliquen sus propias técnicas de caculos con papd y 18piz. Los dumnos
decidiran qué método es mgor y por qué, llegando a la conclusén de que € método
mejor es d que permita dar @ resultado correcto |0 més pronto posible. En generd, €
mejor método sera operar como $ fueran enteros, pero teniendo en cuenta la colocacion
de las unidades cuyo lugar se sefida con lacoma.
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Multiplicacion y division de decimales

Cudquiera de las stuaciones de adicion puede modificarse para que conduzca a
una dStuacion que da sentido a la multiplicacion de un decimd por un entero. Por
gemplo’®, en d caso de las planchas de madera se puede suponer que e carpintero tiene
tres tipos de planchas. 5 planchas de 058 m; 3 planchas de 1'44; 1 plancha de 095 m.
Debe conseguir las sumas. 385; 2'32; 527; 637. El caculo de éea de rectangulos
cuyos lados tienen medidas decimdes es un tipo de Stuacion que permiten aribuir
sgnificado a producto de dos decimales.

Las dtuaciones que permiten dar dgnificado a la multiplicacion se  pueden
utilizar también para aribuir dgnificado a la divison. Dividir s puede presentar
sempre como encontrar € término desconocido de una multiplicacion. Por  giemplo,
dividir 64 entre 0'4 consste en encontrar un niUmero d (que en este caso es 16) ta que
6'4=04xd.

En d contexto de cdculo de &eas de rectangulos, § fijamos un &ea y
conocemos uno de los lados, la determinacion ddl otro lado conduce aladivison.

En otras sStuaciones la divison aparecera como d resultado de una aplicacion
reciproca entre magnitudes. Por gemplo®, s 1 kg de naranjas produce 2/3 de litros de
ZUmo, ¢cuantas naranjas produciran 6 litros de zumo™.

El gorendizge de los dgoritmos de papd y 18piz de la multiplicacion y divison
de nimeros decimaes, dada la disponibilidad de calculadora, puede ser una pérdida de
tiempo. Usando la cdculadora los dumnos pueden descubrir para la multiplicacion 'y
division de nimeros decimaes la Siguiente regla heurigtica:

"Ignorar las comas decimdes, y hacer € cdculo como S los nimeros fueran
enteros. Findmente, colocar la coma decima usando la etimacidén previa de
resultado”.

Remitimos a lector d capitulo 11 dd libro de Centeno (1988) en d que se
describe una amplia y cuidada seleccion de situaciones y recursos para la ensefianza de
los decimales en primariay primer ciclo de secundaria

13 Centeno (1988, p. 197).
14 Centeno, 1988, p. 205.

375



E. Cid, J. D. Godinoy C. Batanero

3.5. Recursos en I nternet

Multiplicacion por numer os mayor esy menor es que la unidad

http://standards.nctm.org/document/eexampl es/chap6/6.1/i ndex.htm#appl et
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Descripcion

Se cdcula la multiplicacion del nimero 3 por un nimero decimal mayor 0 menor que la unidad.
Los resultados se interpretan como € area de un recténgulo de base 3 y altura @ multiplicador
(y). Los vdores de y se introducen de manera analdgica desplazando verticalmente € punto
correspondiente. El area del rectéangulo de base 3 y dtura unitaria se compara con € areade los
sucesivos rectangulos de aturay.

Ejercicio 2:

1. ¢Cudes son los conocimientos mateméticos que Sse suponen conocidos para usar este
programa? ¢Qué conocimientos sobre el programa se deben aprender para usarlo como
recurso didéctico?

2. ¢Cudes son los nuevos conocimientos matematicos pretendidos? ¢Cud es su
naturaleza? (adquisicion de una destreza, reconocimiento de una propiedad y su
justificacion, etc.)

3. Describir un recurso didéctico aternativo para e estudio de los conocimientos
pretendidos (p.e., uso dela calculadora, papd y lapiz, etc.). Indicar las ventgjas
relativas de cada recurso.

4. Disefiar una unidad didactica para e estudio del contenido pretendido, apoyadaen €
uso de este recurso, indicando:

- lasconsignas que se daran alos dumnos,

- las explicaciones complementarias que se consideren necesarias sobre € uso del
recurso y recuerdo de conocimientos previos,

- uso de recursos complementarios,

- posibles explicaciones finades para sistematizar |os conocimientos pretendidos.
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4. TALLER DE DIDACTICA

4.1. Respuestas de estudiantes a una prueba de evaluacion

Las gguientes ocho cuestiones corresponden a una prueba redizada por una
maestra para evaluar € conocimiento de sus adumnos acerca de los decimales. Resudve
las cuestiones de la prueba y responde a las diversas preguntas que se plantean sobre las
respuestas de los dumnos.

Cuestion 1: Dar el nimero entero que sigue inmediatamente después del 54. Dar el nUmero
entero que sigue inmediatamente a 23'5. Dar el numero decimal que sigue inmediatamente a
a32'13.

Respuestas: Nicolas ha respondido: 55 24 32'14; Ruz ha respondido: 55 24 32'131;
Florencio ha respondido: 53 23 32'12

1. Andizalos eventuaes errores de estos nifios.

Cuestion 2: Ordenar los ndmer os siguientes de menor a mayor:
23'4 2337 23127 17'15671 23'036 2'3401

Respuestas: En la tabla adjunta se dan las ordenadas hechas por seisnifios. Analizar lalé6gica
interna de estas ordenaciones:

Maria 234 23'37 23'036 23'127 2'3401 17'15671
Cristobal | 23'4 23'37 23'127 23'036 17'15671 | 2'3401
Manuel |2'3401 17'15671 | 23'036 23'127 23'37 234
Sebastian | 2'3401 1715671 (234 23'37 23'036 23'127
Julia 2'3401 17'15671 |23'4 23'036 23'37 23'127
Tomas 2'3401 17'15671 | 23'036 234 23'37 23'127

2 (Qué findidad puede tener d tratar de buscar "la logica internd' de edas
ordenaciones? ¢Qué puede hacer lamaestra s no la encuentra?

Cuestion 3: Sefialar la expresion que piensas que es falsa:

Entre 12'7 y 12'9: no hay ningun decimal -hay un decimal -hay varios decimales.
Entre 14'6 y 14'7: no hay ningun decimal -hay un decimal - hay varios decimales.

Respuestas: Joaquin piensa que hay un decimal entre12'7y 12'9, y ninguno entre 14'6y 14'7.
Pero Benito no esta de acuerdo.

3. Tratade precisar lacausade error del nifio que esté equivocado.

Cuestion 4. Efectia las siguientes operaciones. 3'7 + 5'8; 3'7x5'8
Respuesta: Alicia encuentra como solucion 8'15 y 15'56 para estas operaciones.

4. ¢Se puede relacionar su error con aguno otro de los encontrados anteriormente?

Cuestion 5: Efectua la siguiente operacion: 13'56 x 10
Respuesta: Vicente encuentra 13'560; Jeronimo encuentra 13'56.

5. ¢De dénde puede provenir sus errores?
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Cuestion 6: ¢Es 23 un nimero decimal ?
Respuesta: Cecilia esla Unica que piensa que si.

6. ¢Qué harias en tu clase?

Cuestion 7: ¢Son decimales los nimeros 1'234578 y 17'35353535... (35 repetido
indefinidamente)

Respuestas. A David le gustaria encontrar lafraccion queesigual a 17'353535... Digale cual
es. José pienss que un nimero cuya escritura comporta una infinidad de cifras detras de la
coma no es un nuimero decimal.

7 ¢Qué piensa de ést0? Muédtradle un gemplo smple¢Es € nimero 57899999 ..... (una
infinidad de 9) un decima? Judtificalo.

Cuestion 8: ¢Son decimales las fracciones: 1/4, 3/20, 7/8, 13/6, 243/67?

8 ¢Como se conoce que una fraccion irreducible es decimd (sn hacer la diviSon)? ¢En
qué clase piensa que se ha propuesto este tet? ¢Con qué findidad? ¢Cémo debe
explotar |os resultados de este test |a maestra?

4.2. Andlisis de una experiencia de ensefianza

La observacion ssemdtica y d andiss didéctico de experiencias de ensefianza es
una actividad importante en la preparacion de futuros maestros. A continuacion
incluimos la transcripcion de una seson de mateméticas en una escuela de primaria
sobre la ensefianza de la suma de decimaes®™. Lee € texo y responde a las preguntas
gguientes:

1. En latranscripcion se indica la hora y € tiempo que transcurre. ¢Puedes identificar
de aguin modo los diferentes momentos de la clase?

2. ¢Esimportante la organizacion de la clase en grupos de dos alumnos?

3. El meestro emplea la paabra “Stuacion” y no la paabra “problema’ o “gercicio”.
¢Hay dgunarazon paradlo?

4. Anuncia que no va a excribir € texto en la pizarra sno solamente “los nimeros que
seran Utiles’. Pero de hecho también escribe las pdabras “banco”, “planchas’
..cHay una diferencia de sentido entre “dos coma nueve metros’ y “dos metros
nueve’?

5. ¢Cud es d papd que juegan las cuestiones planteadas por los dumnos después de la
lecturadel enunciado? ¢Son todas de la mismaimportancia?

6. La observacion de un dumno anunciando que habia encontrado € resultado, ¢es

ignorada por & maestro? ¢Y por los otros a umnos?

¢CAmo pueden saber los dumnos s sus hipotesis de trabgjo son adecuadas?

¢Cud es la tarea de los dumnos?:Encontrar las planchas que @ carpintero debe

emplear? ¢Explicar € método utilizado? ¢Qué es un “méodo” para un dumno?

o N

15 Egqe gemplo de andlisis didactico de una experiencia de ensefianza ha sido seleccionado del
excelente libro de Briand y Chevallier (1995).
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9. ¢Como comprender la frase de Julien “No, no vae treinta y sais, es demasiado
grande...”?

10. ¢Qué habria escrito Elise después de 1,33 +0, S hubiera terminado su caculo?
¢Como explicar su observacion “Esto esfaso”?

11. ¢Se pueden explicar |os errores cometidos por Julien y Elise?

12. ¢Por qué ha eegido Cédric |os dos nimeros més grandes?

13. ¢Qué sgnificala observacion de Cédric “hay que poner las comas en frente’?

14. ;Qué pensar de la pregunta “S la coma representa € metro, ¢qué representa las
otras cifras?’ ¢y de las explicaciones que sguen?

15. ¢Han comprendido los dumnos (en particular Julien y Elise) d méodo utilizado por
Cédric?

16. ¢Como interviene agqui € hermano de Cédric?

17. ¢Es vdida la hipotess dd meestro (que los dumnos van a utlizaa sus
conocimientos sobre las fracciones decimales)?

18. ¢Qué se puede pensar del contexto (y modo de presentacion) del problema?

19. ¢Por qué se da d enunciado oramente?

Transcripcion de una sesiéon de matematicas
La transcripcion describe una sesion de 20 minutos en una clase de primaria asi
como |as interacciones entre dos dumnos (Julien y Elise) durante dicha seson.

9h 30
Preparacion de los alumnos

EL MAESTRO: Vais atrabgjar en pargas. Voy a presentar una pequefia situacion sobre la cual
vais atrabgar, la debeis encontrar sobre la hoja. Os presento € texto, no lo voy a escribir en
la pizarra. Escribo solo los nombres que os van a ser Utiles.

Un &ficionado a bricolage quiere fabricar un banco con planchas de madera de dos coma
nueve metros de largo.

Escribe en la pizarra: un banco de 2,9 m delargo.

Un banco de dos coma nueve metros de largo. ¢Sabe todo e mundo como se construye un
banco?

LOSALUMNOS: jNo!

EL MAESTRO: Se cogen planchas y se ponen extremo con extremo. Para construir este banco,
dispone de cinco tablas en un cobertizo pero no quiere ir a buscar y acarrear las tablas que no
utilizara. Va a elegir las que convienen mejor para congtruir € banco. Os voy a dar las
longitudes de las cinco planchas.

Escribe: 5 planchas: 1m; 1,57 m; 1,1 m; 1,33 m; 0,3 m.

Vuestro trabgjo serd ayudar a este sefior a encontrar las planchas que, puestas una a
continuacion de la otra dan lalongitud de dos coma nueve metros.

Escribe en la pizarra: 2,9 m.

UN ALUMNO: Pero, ¢se pueden tomar varias?

EL MAESTRO: ¢Piensas que se puede tomar sdlo una? No, seguro, se pueden tomar varias. Por
tanto, tenéis que encontrar cuaes son esas planchas y cuantas son necesarias.

OTRO ALUMNO: Pero, ¢hay varias de cada clase o una sola?

EL MAESTRO: Hay una sola plancha de cada longitud. Sélo hay cinco planchas.
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El maestro sefiala las medidas escritas en la pizarra.
OTRO ALUMNO: ¢Se pueden cortar?
EL MAESTRO: No, no se pueden cortar. Utiliza las planchas tal y como estan.

9h 37
EL MISMO ALUMNO: jHe encontrado € resultado!

EL MAESTRO: Bien, pero... Tenéis que trabgjar por grupos, es necesario que cada grupo sea
capaz de explicar cdmo lo ha hecho. Ese es sobre todo vuestro trabajo. De acuerdo tu puedes
... 9 yalo has encontrado, tanto mejor, pero debes ser capaz de explicarlo solo, megor en
grupo, uno de cada grupo debe ser capaz de explicar d método que ha utilizado para
encontrarlo, trabajad en parejas.

9h 38
El maestro supone que los nifios van a utilizar espontaneamente sus conocimientos sobre las

fracciones decimales:
157 =1+ +:5

100
133=1+ 2+
por tanto, 1,57 +133= (1+ 2> +5) +(1+ 3 + %
157+133=(1+1) +(1_50 +%) +(F70 +1_30
157+133=2+2 +2%
157+133=2+2
157+1,33=29

ELISE: Vamos a probar un metro ... no, esto no va bien ... probemos con un metro y
cero tres ...

Entre Julian escribe en su cuaderno: 1 m + 0,3=1,3

ellos ELISE: No, esto no vale porque s tienes un metro més ... esto suma un metro tres ...
Eliseescribe: 1,3+ 1,1=2,4

JULIAN: Luego dos metro cuatro ...

ELISE: Para conseguir dos metros nueve ... espera... S e tomaun metro treitay tres
mas un metro ... no, dos metros treintay tres ... esto va bien.

9h43
EL MAESTRO: Hay varios méodos. Podels encontrar varios métodos y ver s dan € mismo
resultado por gemplo.

9h 44
ELISE: Vamos a probar con un metro treinta y tres, no quiero decir uno comatreintay

tres, uno comatreintay tres metros, eso vae ..

Entre |[JULIAN: Menos ...
ellos |
ELISE: jNo se puede cortar!

JULIEN:jAh, s!
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ELISE: Més ... ¢Qué eslo que podria ayudar?
JULIEN: Cero tres.

ELISE: Vamos a probar, porque después ...
Escribe: 1,33 + 0O,

JULIEN: Esto vaa sumar treintay tres, jeh!. Treintay seis. No, no estreintay seis, es
demasiado grande porgue ... jAh no, un metro treintay seis!

ELISE: Si esto sumaun metro treintay seis, es demasidado ... (tacha)
JULIEN: Es necesario llegar a dos metros nuevo ...

ELISE: jAh! Esto ... Espera, espera un metro cincuentay siete, un metro
JULIEN: Un metro cincuentay siete més ...

ELISE: Cero tres, esto hace un metro sesenta.... jno!
Escribe: 1,57 +0,3 = 1,60

JULIEN: ¢Cuanto has encontrado?

ELISE: No, esto es falso, no, no, no, esto es faso, es faso, no Se puede ... un metro
cincuentay siete mas cero tres esto hace un metro sesenta ...

JULIEN: Un metro cincuentay siete mas cero tres .. si tu haces ..

ELISE: No, no ... uno coma cincuenta y siete més cero coma tres igual a uno coma
sesenta.....

9h 45
EL MAESTRO: Vamos, ¢quien es capaz? iDejad los boligrafos!

JULIEN: jNo hemos encontrado nadal

EL MAESTRO Ya se ha acabado la blsqueda y se van a escuchar |as soluciones propuestas.
¢Queé tal? ¢Richard? ¢Se ha encontrado? ¢Paul-Eric? ¢Quién ha encontrado ago y quiere
venir a explicarlo? Bien, ¢qué grupo comienza?:Cedric? Vamos, ven a la pizarra, nos vas a
explicar lo que has hecho, vaiente, paratodo € mundo.

Da unatiza a Cédric.

CEDRIC: Bueno, yo no lo he encontrado a principio y enseguido, me he dicho que tomando los
dos nimeros més grandes, podria encontrar un resultado. Un metro cincuenta 'y siete y un
metro treinta y tres, esto da dos metros noventa

EL MAESTRO: ¢Cémo lo haces, un metro cincuenta y siete y un metro treinta y tres? ¢Es
decir?

CEDRIC: He hecho una suma.
EL MAESTRO: jAh!, muestranos como has hecho la suma

Cédric escribe sin comentario:
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1,57
+1,33

2,90
EL MAESTRO: jEsperal
CEDRIC: jPuedo quitar este cero y esto es dos metros nueve!
Tapa con la mano €l 0:

ELISE: jAh, si! jEsta bien!

EL MAESTRO: Bueno, ¢puedes explicar a los demas porqué has hecho una operaciéon como
esa? ¢Por qué has sumado este 7 con este 3? ¢este 5 con este 3? ¢este 1 con este 1?
Muestra las cifras en la pizarra.

CEDRIC: Aqui, habia una.coma. Hay que poner |as comas enfrente.
Muestra 1,57 en la operacion planteada.

EL MAESTRO: jAh! jHay que poner! ¢Quién te ha dicho que hay que poner —jchiton; - ¢es que

= ha dicho eso en clase? jNo! Chitén ...

CEDRIC: La coma representa el metro.

Entre ELISE: iSi, eso sl

ellos JULIEN: ¢Quiéen lo hadicho?

ELISE: jSi!

EL MAESTRO: jAh! TG piensas que la coma, aqui, representa € metro por tanto, ¢qué es lo
que has dicho a continuaicdn? S la coma representa € metro, ¢qué representan las otras
cifras?

Entre JULIEN: jLos decimetros!

ellos ELISE: Los centrimeros!

JULIEN: jDe-ci-metros;
ELISE: iDe acuerdo!

CEDRIC: Cinco los decimetros.

EL MAESTRO: S,y ...

CEDRIC: Siete centimetros.

EL MAESTRO: S y debgjo ...

CEDRIC: Un metro, tres decimetros, juhj, tres decametros, deci ...

EL MAESTRO: jDecimetros;

CEDRIC: Y tres centimetros.

EL MAESTRO. Y despues, ¢tu has sumado? ¢Qué has hecho después?

CEDRIC: jHe sumado;j

EL MAESTRO: Los...

CEDRIC: Un metro cincuenta y siete y un metro treinta y tres, esto me ha dado dos metros
noventa.
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EL MAESTRO: Bueno, ¢ha entendido todo € mundo € método usado por Cédric?
ELISE y JULIEN: iSi, si!
LOSALUMNOS: §i ...

EL MAESTRO: Paul-Eric nos dice que esto es lo més f&cil. No forzosamente. Dime, Cédric,
quién te lo ha ensefiado. ¢L.0 sabias de antes 0 por € contrario |0 has encontrado enseguida?

CEDRIC: Ha sido mi hermano quien me |o habia ensefiado.

EL MAESTRO: ¢Quiénes son los que ya saben hacer esto?
Se levantan una docena de dedos.

¢Quién no lo sabe? ¢Quién no ha hecho esto nunca con las comas? Nunca se ha hecho una suma
con comas en clase? ... ¢Quién no lo ha hecho nunca antes?
Algunos dedos no se levantan, |os nifios se miran.

9h 50 (fin de la observacion)
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A: Contextualizacion Profesional

ANALISIS DE PROBLEMAS SOBRE NUMEROS POSITIVOS Y NEGATIVOS EN
PRIMARIA

Consigna:

A continuacion incluimos agunos enunciados de problemas y gercicios que han

sido tomados de libros de texto de primaria. Para cada uno de ellos:

3.
4.

1. Resuevelos problemas propuestos.
2.

Indica los conceptos y procedimientos mateméticos que se ponen en juego en la
solucion.

|dentifica diferencias y semejanzas entre |os distintos problemas.

Para cada problema enuncia otros dos del mismo tipo, cambiando las variables de la
tarea, de manera que uno te parezca méas fécil de resolver y otro mas dificil.

(Plensas que los enunciados son suficientemente precisos y comprensibles para los
adumnos de primaria? Propdn un enunciado dternaivo para agquellos gercicios que
no te parezcan suficientemente claros para los aumnos.

Consgue una coleccion de libros de texto de primaria Busca en dlos tipos de
problemas no incluidos en esta relacion. Explica en qué se diferencian.

Enunciados de problemasincluidos en librosde primaria:

1.

¢QuUé temperatura marca @ terméme-
tro?

¢ENn qué plantaesta @ ascensor?

¢Qué botdén hay que pulsar para bgar
al tercer sGtano?

b o B = b |

FIillill

s

2. Escribe con nimeros negativos.

Siete grados bajo cero.

El coche estd en é segundo sitano.
Nacio e afio 73 a C.

Veinte metros bgo € nivel dd mar.

3. Hace una hora @ termOmetro marcaba 2 °C. S la temperatura ha descendido 7 °C,
¢0ué temperatura marca a hora @ termometro?

4. ;Cuéntas plantas hay entre d tercer sGtano 'y € cuarto piso?
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5. ¢Cud esladiferencia de temperaturaentre -2 °Cy 3°C?

6. Fijate en & dibujo y contesta s

A quédturaetad cadtillo
A qué profundidad se encuentra €
buzo?

7. Ayldate del esquema de estaminay completa.

Edaba en d nivd +1 y subi un nive.

+4 Ahoraestoy en d nive ...
+3
+2 Egaba en € nivd +2 y bgé cinco

niveles. Ahoraestoy en d nive ...

Eddba en d nivd -3 y subi cuatro
niveles. Ahoraestoy en d nive ...

Eddba en d nivd -1 y bgé dos
niveles. Ahoraestoy en d nive ...

Contesta.

- Juanjo estabaen d nivel -1y hasubido. ¢En qué niveles puede estar Juanjo.
Anaestabaen € nivel 0y habgado. ¢En qué niveles puede estar Ana?
Pedro estaba en € nivel —1 y ha bgado més de un nivel. ¢En qué niveles puede estar
Pedro?

8. Dibuja, en cada caso, los termémetros que marquen la temperaturaindicada.

R ESTABAMOS A 3 GRADOS Y LA ! ESTABAMOS A 2 GRADOS
: TEMPERATURA HA BAJADO 4 GRADOS. “ BAJO CERO Y LA TEMPERATURA

HA SUBIDO 5 GRADOS.

: -3 -2 -1 0 _+1 +2 +3 +4

; Antes @K—l—l—L LIUMVANRD EERANS WS SR )-1)
3 -2 -1 0_+1 2 +3 _+4

i Ahora e, e T M NI SOUS M NS P
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9. En cada caso, dibuja un termOmetro, marca latemperaturay contexta.
Hoy a las 10 de la mafiana € termOmetro marcaba +8°. Dos horas después la

temperatura subié 5° y 7 horas después la temperatura bgjo . ¢Qué temperatura
marcara e termometro alas 7 de la tarde?

Ayer a las 8 de la mafiana d termOmetro marcaba —2°. Tres horas después la
temperatura subié 4° y 8 horas después la temperatura bgd 10°. (Qué
temperatura marcara € termometro alas 7 horas de la tarde?

10. Completalas sguientes series.

davez S
-8 =7 ~6 ~5 —4 -3 -2 -1 0 +1 2 +3 4 +5 +6 17 +8 +9 110

Numeros de la serie: —8, —5, ...

Salta 2 /‘\/—\/—\
cada vez —t
8 =7 —6 —5 —4 —3 -2 =1 0 1 42 +3 <4 +5 46 47 +8 +9 +10

11. Piensay escribe.
Cinco nUmeros enteros mayores que —3.
Cinco nimeros enteros menores que —8.
Cinco nlimeros enteros mayores que —5 y menores que +5.
Cinco nUmeros enteros mayores que —9 y menores que +9.

12. Escribe mayor o menor, seglin corresponda.
Cualquier nimero entero positivo es........ que 0.
Cualquier nimero entero negativo €s....... queO.
Un nimero entero positivo es ...... que cuaquier nimero entero negativo.

13. Utiliza un papd cuadriculado y traza de rojo unos ges perpendiculares. Después
d|bu1alos poligonos que seindican.
Un trigngulo cuyos vértices son los puntos (+1, +1); (-2,+1) y (-1, +2).
Un cuadrildero cuyos vértices son los puntos (+1, +2); €3, +1); (2, -2) y (+3,
+1).
Un pentadgono cuyos vértices son los puntos (+4, +1); (3, 0); (1, -1); (+2, +3)y
(+5, -2).
14. Dibua en una cuadricula los caminos que pasan por |os puntos indicados.
Caminorgjo: (-3, +1), (-2, +1), (-1, +1), (+3, +2)
Camino verde: (+1,-2), (+1,-1), (0, -1), (-2, -2)
Camino azul: (-1, +1), (+1, 0), (+2, -1), (+2, +3)
Camino amaillo: (5, -1), (+3, -2), (0, -3), (-2, -2)
Observalos caminos dibujados y contesta:
¢Qué caminos pasan por € punto (-1, +1)?
¢QUE caminos pasan por € punto (-2, -2)?
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B: Conocimientos Matematicos

1. INTRODUCCION

En los capitulos anteriores hemos presentado los ndmeros naturaes, fraccionarios y
decimales como medio de expreson dd tamafio o numerosidad de los conjuntos finitos,
del lugar que ocupa un eemento dentro de un conjunto ordenado y de la medida de
diferentes cantidades de magnitud. Ademés, entre dichos nimeros se definen las
operaciones de adicion, sudraccion, multiplicacion y divison entera (también las de
potenciacion y radicaciéon) que se corresponden con cierto tipo de acciones que hacemaos
sobre las cantidades de magnitudes: agrupar, separar, reiterar, repartir, etc. Hasta ahora,
la invencidn de los nimeros s judifica y motiva inicidmente como respuesta a edas
necesidades de descripcion y manipulacion de ciertas Situaciones de tipo empirico. Por
eda razon, @ edudio de los nimeros naturdes, fraccionarios y decimaes y de sus
operaciones se gpoya sobre Stuaciones concretas que proporcionan gemplos de la
edructuraforma alaque en Ultimaingancia se reducen.

Ahora bien, es importante resdtar que los objetos matemédticos, una vez inventados
y fijadas unas primeras relaciones entre dlos, adquieren una "vida propid’ y plantean
nuevos problemas internos, digintos de los problemas empiricos que motivaron su
introduccion. Como respuesta se inventan nuevos objetos mateméticos que son
conectados de manera consstente con todo € dSstema ya congtruido. A medida que
progresamos en € estudio de las matematicas nos vamos encontrando con objetos més
complgos que son inventados o construidos respondiendo a necesidades internas de la
propia matemética Y asi sucede con los nimeros con Signo -postivos y negativos,
cuya condruccion se debe, no tanto a la necesdad de moddizar mateméticamente
Stuaciones dd mundo sensible, como a la problemética que plantea  desarrollo de una
rama de las mateméticas. el algebra. Es en d entorno de & gebra donde aparecen las
condiciones que hacen posible y deseable la introduccion de los nimeros con signo. Por
tanto, antes de hablar de las dtuaciones que motivan € uso de los nimeros positivos y
negativos necesitamos comentar algunas de las caracteristicas dd ambito agebraico.

2. OTRA MANERA DE RESOLVER LOS PROBLEMAS ARITMETICOS. EL
METODO ALGEBRAICO

2.1. Caracterigticas del método algebraico de resolucién de problemas aritméticos

Un problema aritmético se caracteriza porque tanto los datos como las incdgnitas
son nimeros y las relaciones entre unos y otras pueden expresarse en términos de
operaciones aritméticas. El méodo aritmético de resolucion de estos problemas, del que
ya hemos hablado en capitulos anteriores, condste en condruir una secuencia de
operaciones que ligue los datos numéricos conocidos hasta obtener las incognitas
buscadas. Para establecer cada paso de la secuencia hay que tener en cuenta € contexto
definido en & enunciado del problema.

Asi, por gemplo, laresolucion dd problema sguiente:
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En un taller de confeccion disponen de 3 piezas de tela de 50 m. cada una.
Con dllas van a confeccionar 30 trajes que necesitan 3 m. de tela cada uno.
Con €l resto de la tela piensan hacer abrigos que necesitan 4 m. de tela cada
uno. ¢Cuantos abrigos pueden hacerse?

exige la secuencia de operaciones aritméticas que detallamos a continuacion:

3 x50 =150 m. deteladisponible

30 x 3=90m. detdaempleadaen trges
150 — 90 = 60 m. de tela sobrante

60 : 4 = 15 abrigos pueden hacerse.

Como puede verse,  méodo aitmético consste en andizar @ contexto para
determinar una primera operacion entre dos datos que da como resultado otro dato,
anteriormente desconocido, que nos acerca a las incognitas buscadas. La repeticion de
este proceso @ numero de veces que haga fata nos permite encontrar la solucion del
problema. Para ello es necesario estar en todo momento pendientes del contexto, pues la
decison sobre cud es la operacion sguiente a efectuar depende totamente del
significado de los datos numéricos.

Ahora bien, existe otro mé&odo de resolucion de problemas aitméicos que
funciona de manera muy didinta @ méodo agebraico. Condste dicho método en
indicar operaciones entre las cantidades citadas en € enunciado dd problema, sn
digtinguir entre cantidades conocidas y desconocidas (representando estas Ultimas por
medio de letras), hasta encontrar una nueva cantidad que pueda expresarse de dos
maneras diferentes en funcion de los datos y las incognitas, 10 que permite establecer
una relacion de iguddad entre esas expresones. Una vez establecidas una o varias
igualdades, se procede a sudituirlas por igualdades equivdentes hasta llegar a una que
contenga en uno de sus miembros una de las incognitas y en d otro, una cantidad
conocida.

El Sguiente problema y su solucidn ilustran bien las caracterigticas dd método
agebraico:

En un corral hay gallinas y congjos. Hay 35 animales en total. Entre todos
tienen 108 patas. ¢Cuantas gallinas y cuant os conejos hay en el corral?

- Para solucionarlo, llamamos x a una de las cantidades desconocidas: € ndmero
de gdlinas, y la tratamos como § fuese conocida. En esas condiciones, €
nimero de congos serd 35 — x. Como las gdlinas tienen 2 patas y 1os congjos 4,
tenemos que 2x y 4(35 — X) representan, respectivamente, € nimero de patas de
gdlinay de congos. La suma 2x + 4(35 — x) nos dara  nimero total de patas
que hay en € corrd. Pero por otro lado sabemos que son 108 patas, lo que nos
permite escribir laigualdad® 2x + 4(35 — x) = 108.

Hasta aqui se desarrolla la fase contextuaizada de la resolucion del problema. Para
poder establecer la ecuacion anterior hay que estar pendientes dd significado de los
nimeros y letras que intervienen en €dla, es decir, hay que mantener un control
semantico sobre nuestras decisones. Pero, a partir dd momento en que la ecuacion
queda establecida, € proceso de resolucion se descontextudiza: las transformaciones

L A estaigualdad se le llama ‘ecuacion’ porque solo es cierta para algunos valores particulares de la
incognita (en este caso, paraun solo valor) alos que selesllama‘soluciones' delaecuacion.
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que sufre la ecuacion ya no dependen dd sgnificado de sus términos en @ contexto del
problema, sno de la interpretacion correcta de unos codigos escritos y de una
manipulacion que respete las propiedades de las operaciones aitméticas y de las
igualdades. Aparece, por tanto, una fase de resolucion descontextudizada sobre la que
s gerce un control sintactico, no semantico, cosa que no sucede en & méodo
aritmético. Serd como sigue:

- Eliminamos & paréntess de la ecuacion, 2x + 140 — 4x = 108, reducimos
términos semgantes, 140 — 2x = 108, pasamos términos de un miembro a otro
de la ecuacion, 140 — 108 = 2x, 2x = 32, y, por ultimo, dividimos la ecuacion
por 2, x = 16, y obtenemos & niimero 16 como solucion de la ecuacion inicial.

Durante la fase anterior no es necesario recurrir a dgnificado que tienen los
nimeros y las letras en € enunciado de problema que nos ocupa, basta poner en juego
unas reglas sintacticas, unas reglas de manipulacion de ecuaciones 0, més en generd, de
manipulacion de escrituras dgebraicas.

Findmente, una vez obtenida una incognita, hay que referirse de nuevo a contexto
para darle sgnificado y poder terminar diciendo que en d corra hay 16 gdlinas y 19
Congjos.

2.2. Lasreglasde prioridad en las operaciones combinadas

La necesidad, propia del méodo algebraico, de expresar operaciones entre nimeros
y letras?, asi como de indicar smultdneamente una sucesién de operaciones a redizar,
obliga a definir unos cddigos escritos mucho mas complgos que los usudes en
aritméica. En éta, todas las operaciones son efectuables y, por tanto, puede hacerse
una detrés de otra de manera independiente, indicandolas por medio de la grafia de
agoritmo correspondiente. La disposicion de los clculos es, bascamente, verticd: se
ecribe @ dgoritmo de una operacion y debgo d de la sguiente. En cambio, en d
cdculo dgebraico nos encontramos con una escritura en horizontad en la que quedan
trabadas digtintas operaciones que a priori no se han efectuado. Ademas, durante la fase
descontextudizada € control sobre la vaidez del cAculo adgebraico no puede basarse
en d dgnificado que los nimeros y letras tengan en @ particular contexto en € que s
trabge. Todo esto obliga a edtablecer reglas muy precisas de lectura, escritura y
manipul acion de estas expresiones que en aritmética no son necesarias.

Por gemplo, en la expresiéon 3 + 2- 5, § e empieza sumando 3 + 2 y multiplicando
después por 5, se obtiene 25, mientras que S se multiplica primero 2- 5y después se le
suma 3, se obtiene 13. Esta duplicidad de resultados, y € hecho de no poder recurrir a
un contexto para decidir qué operacion conviene efectuar en primer lugar, obliga a
ponerse de acuerdo sobre unas reglas de escritura que definan, sn ambigledad posible,
e orden en que deben redizarse las operaciones indicadas en la expresion agebraice’.
Y asi, se conviene que en la gecucion dd clculo 3 + 2- 5 hay que entender que
producto tiene prioridad frente a la suma 'y que, por tanto, 3 + 2- 5= 3 + 10 = 13. Para

2 NUmeros (y letras que |os representan) que de momento son naturales, fracciones de niimeros naturales
o raices positivas de | os anteriores, como corresponde a un agebra que es una mera técnica de resolucién
de problemas aritméticos el emental es, a un a gebra entendida como “ aritmética generalizada’ .

3 Entendemos que 3 + 2- 5 es una expresion algebraica porque, aun cuando no contiene letras y las dos
operaciones que aparecen en ella son efectuables, |a manera de presentarlas, como operaciones indicadas
ligadas entre si, es tipica del método algebraico. En una resolucion estrictamente aritmética, estas
operaciones se presentarian por separado: primero el producto 2- 5, despuéslasuma, 3 + 10.
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indicar a nuestro interlocutor que la suma debe efectuarse antes que € producto
tendriamos que escribir (3 + 2)5, y entonces resultaria (3 + 2)5=5- 5=25.

Las reglas de prioridad que se definen para la gecucion de las operaciones
combinadas son las Sguientes:

- En ausencia de paréntesis.

a) < redizan en primer lugar las raices y potencias, después los productos y
cocientes y, por Ultimo, las sumasy restas’.

b) la redizacion de varias operaciones de un mismo rango® se hara de izquierda a
derecha. Este orden podra modificarse s existen propiedades de los nimeros
(propiedades aritméticas) que judtifiquen € cambio.

- S hay paréntesis.

a) la redizacion de los paréntess es prioritaia, sdvo que se diminen o
modifiquen de acuerdo con las propiedades aritméticas.

b) en & caso de paréntesis encgjados tienen prioridad los interiores respecto a los
exteriores.

Ademés, en laredizacidn delos cdculosrige d siguiente principio de economia:

- A la hora de redizar operaciones combinadas se degira d camino mas
econdmico en cuanto ad nuimero de operaciones a redizar o d tamafio de los
numeros intermedios obtenidos.

Por gemplo, con laescriturasguiente:
3+2(7-2%)-1
queremos indicar que primero debe efectuarse la potencia 2° = 4, después la resta
contenida en d paréntesis, 7 — 4 = 3, a continuacion, € producto de 2 por € nimero
resultante del paréntesis, 2- 3 = 6, después lasuma, 3+ 6 =9, y, por Ultimo, laresta, 9 —
1=8.Enconclusién, 3+2(7—-2%)—1=8.

3. SITUACIONES QUE MOTIVAN EL USO DE LOS NUMEROS CON SIGNO

En las expresiones 3 + 2- 5 6 3 + 2(7 — 2%) — 1 todas |as operaciones parciales son
efectuables por 1o que, siguiendo las reglas de prioridad de operaciones, obtenemos un
nimero naturd como resultado find de dichos caculos. Pero podemos congruir
fécilmente expresiones dgebraicas numéricas que no sean parciamente efectuables. Por
gemplo, la expresén 10 + (3 — 5) propone un cdculo imposhble en d ambito de la
aitmética, 3 — 5, porque “donde hay 3 objetos (6 3 unidades de una cantidad de
magnitud) no se pueden quitar 5°. Sin embargo, S utilizamos una propiedad de la
aitmética que dice que “sumar una diferencia equivde a sumar € minuendo y redar €
sustraendo” podemos transformar esa expresén en una equivaente, 10 + 3 — 5,
compuesta por operaciones que ya son efectuables, 10 + 3 —5=13 — 5 = 8, y dan como

* Esta regla afecta a los niimeros o letras que estén ligados a otros dos niimeros o letras por medio de
operaciones de distinto rango. Por gjemplo, en la operacion 2 + 3 5, el nimero 3 estaligado a 2 por una
sumay a 5 por un producto, luego tiene prioridad el producto.

® Se considera que las raices tienen el mismo rango que las potencias, |0s productos el mismo rango que
los cocientes, y las sumas el mismo que |as restas.
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resultado un nimero natural. Otro gemplo: S nos proponen @ cdculo 371 + 452 — 453
lo més econdmico es pensar que “sumar 452 y restar 453 equivale a restar 1’ ya que las
452 unidades que se suman e neutrdizan con las 452 unidades que contiene & segundo
nimero y que hay que restar. Por tanto, lo més sencillo es escribir 371 + 452 — 453 =
371 — 1 = 370. Sin embargo, esto significa que, de dguna manera, hemos efectuado una
resta con un sustraendo mayor que e minuendo, lo que en aritméicano es admisible.

En resumen, la naturdeza dd cdculo dgebraico, incluso como mero ingrumento
de apoyo a la aritmética, desborda € marco aritmético y hace aparecer como deseable la
prolongacion de las operaciones a casos que la aritmética no contempla. En particular,
la manipulacion de restas (0 diferencias) en las que € minuendo sea menor que d
sustraendo. Y ¢cOmo hacer esto? Pues sudtituyendo € cdculo entre nimeros (o letras
gue los representan)

- bien por un cdculo entre sumandos y sustraendos, es decir, entre nimeros en los
gue, a la hora de operar, se tiene en cuenta su papel en la expresion agebraica en
tanto que NUMeros que suman o restan a otros,

- bien por un clculo entre diferencias, unas con minuendo mayor o igud que €
sustraendo y otras con minuendo menor que d sustraendo.

Para dlo, habra que establecer las reglas de cdculo, no ya entre nimeros, como
veniamos haciendo hasta ahora, sino entre nimeros precedidos de un signo + 6 — que
indica su condicion de sumandos o sustraendos, 0 entre diferencias a-b, con a mayor,
igud 0 menor que b. Y esto habra que hacerlo de manera que dichas reglas sean
compatibles con € clculo entre nimeros ya conocido de antemano, es decir, de forma
gue conserve las propiedades de las operaciones aritméticas, 1o que se conoce como
“principio de permanencia de las leyes formades de laaritmética’.

4. LASREGLAS DE CALCULO DE LOS NUMEROS CON SIGNO
4.1. Las equivalencias entre sumandos y sustraendos, diferenciasy nimeros

Para toda diferencia con minuendo mayor o igua que @ sustraendo podemos
encontrar otras muchas que se comportan exactamente igua que ela todas aquellas que
dan d mismo resultado. Por gemplo, en un cdculo podemos sudtituir la diferencia 53
por la diferencia 8-6 sn que eso modifique € resultado find. Eso es debido a que en
ambos casos la diferencia, una vez efectuada, es 2. Por eso se dice que esas dos
diferencias son equivdentes. Pero 5-3 es equivdente a otras muchas diferencias, por
gemplo: 53 =4-2 = 20 = 64 = 17-15 = ... Todas dan & mismo resultado y todas elas
Se obtienen sumando o restando un mismo nimero d minuendo y € sustraendo. Pero
ademas, también podemos sudtituir cudquiera de €elas por € nimero naturd 2,
sabiendo que esto no va a afectar a resultado final de las operaciones.

S extendemos estos razonamientos d caso de diferencias con minuendo menor que
e sudraendo, en un primer momento nos encontramos con que agui no podemos
edtablecer una equivdencia entre diferencias basada en que a efectuarlas se obtiene
mismo resultado, porque estas diferencias ya no son efectuables en @ ambito de los
nimeros sn sgno. Por gemplo, la diferencia 3-5 no tiene solucion en los nUmeros
naturdes. Sin embargo, 1o que si podemos hacer es establecer la equivaencia entre dos
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diferencias cuando una de ellas se obtiene sumando un MismMo nUmero a minuendo y
sudraendo de la otra De esa manera podemos consderar como equivaentes las
diferencias 35 = 1-:3 = 0-2 = 46 = 28-30 = ..., aun cuando no sean efectuables en N.
Ademés, cudquier diferencia con minuendo menor que @ sudraendo sempre tendra
como equivaente una diferencia ddl tipo Ga, lo que en la préctica es un sustraendo. Por
tanto, toda diferencia con minuendo menor que d sustraendo es equivalente a un
sustraendo.

Por otro lado, cuando se desarrollan las reglas de cdculo de los sumandos se
comprueba que en todo momento se comportan como los nimeros sin signo, por [o que
s les puede consderar equivdentes. En resumen, la familiarizacion con @ cdculo con
sumandos y sudtraendos y diferencias permite ver que, por una pate,  nimero sn
dgno n (naturd o fraccionario), € sumando + y las diferencias con d minuendo mayor
o igud que @ sustraendo que dan como resultado n, son equivaentes entre s (+h = n-0
= n); por otro lado, € sustraendo -n es equivaente a la diferencia con € minuendo
menor que @ sustraendo 0-n y atodas las equivdentesadla(-n = 0-n).

4.2. Adicion y sustraccion de ndmer os con signo

Supongamos que tenemos dos sumandos, por gemplo, +3 y +2. Podemos
representarlos por medio de diferencias equivaentes a dlos, por gemplo, 30 y 20. S
tenemos en cuenta las reglas de la aritméica®, la suma de estos dos sumandos o
diferencias &

(+3)+(+2) = (3-0)+(2-0) = (3+2)-(0+0) =5-0=+5

En € caso de que tengamos dos sustraendos, -3 y —2, podemos representarlos
también en términos de diferencias, 0-3 y 0-2. S extendemos la regla de suma de
diferencias a este caso, obtendremos:

(-3)+(-2) = (0-3) +(0-2)= (0+0)-(3+2)= 0-5=-5

Y, por ultimo, S tenemos un sustraendo y un sumando podemos establecer su suma
del sguiente modo:

(+3)+(-2) = (3-0)+(0-2) = (3+0)-(0+2) =3-2=1-0=+1
(-3)+(+2) = (0-3)+(2-0) = (0+2)-(3+0) =2-3=0-1=-

En la practica, esto se traduce en la regla Siguiente: para sumar dos numeros con €l
mismo signo, se suman los nimeros y se mantiene € signo; para sumar dos nimeros
con distinto signo, serestan los nlmeros y se pone € signo del nimero mayor.

La suma entre nimeros con sgno, ademéas de cumplir las propiedades asociativa y
conmutativa, igua que la suma entre nUmeros, tiene la ventgia de que todo nimero con
sSgno tiene un opuesto, es decir, otro nimero con sSgno que sumado con @ da como
resultado cero. La suma, (+n)+(-n) = (n-0)+(0-n) = (n+0)-(0+n) = n-n = 0, nos muestra
gue 1 es € opuesto de -n 'y, reciprocamente, -n es €l opuesto de . Y edto tiene una
consecuencia importante: la de que toda resta se puede expresar en términos de suma
En efecto, efectuar la sustraccion b-a, donde a y b representan nimeros con signo

® En este caso, laregla que dice que “la suma de dos diferencias es otra diferencia cuyo minuendo es la
suma de los minuendos y cuyo sustraendo es la suma de | os sustraendos”.
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cudesguiera, equivae a encontrar la solucion de la ecuacion x+a = b. Y gplicando las
propiedades aritméticas’, se tiene que

x+a+op(a) = b+top(a), x+0=b+op(a), x=b+op(a)

y, por tanto, b-a = b+op(a). La consecuencia inmediata es que, en la practica, las restas
se reducen a sumas y lo que en los nimeros naturales o fraccionarios se interpretaba
como dos operaciones didtintas, en los nimeros con Sgno se convierte en una unica
operacion. Egto facilita grandemente la manipulacion de las expresones dgebraicas
porque la suma es una operacion que se comporta mucho meor que la resta, dado que
cumple las propiedades asociativay conmutativa, 1o que no sucede con esta Ultima.

Ejercicio

1. Justificar las propiedades asociativa y conmutativa de la adicion de nimeros con signo,
interpretandol os como diferencias de nimeros.

4.3. Valenciasy usosdelossignos+y —

La aparicidén de los nimeros con signo hace que los sSignos + y - adquieran nuevos
sgnificados o vdencias. En d campo de la aitmética los sgnos + y - se usan para
indicar las operaciones binarias de adicion y sudraccion entre nimeros. En @ ambito
agebraico, mantienen su sentido como indicadores de operaciones binarias, aunque ya
no entre NUMeros, SN0 entre NUMEros con SgNo, Pero gparece un nuevo sentido como
sgno predicativo, es decir, como signo que indica la cudidad de sumando o sustraendo
de un nimero. Pero ademas, € hecho de que b-a = b+op(a) hace deseable la
interpretacion de -a como € opuesto de a. As pues, en la escritura agebraica los
sgnos+Yy - pueden indicar:

d) la cudidad de sumandos o sudtraendos de los ndmeros con Sgno (Sgnos
predicativos).

b) las operaciones binarias de suma y resta entre nimeros con sgno (Signos
operativos binarios).

c) la operacion unaria que mantiene un nimero con signo o lo transforma en d
opuesto (Signos operativos unarios).

Sin embargo, la préctica habitua en la manipulacion de las escrituras dgebraicas
pasa por la supresion de todos los Signos operativos binarios, no solo los que afectan a
sumas y restas, también los que se refieren a productos y cocientes. Los sSignos que
indican restas y cocientes N0 se usan porgque estas operaciones se expresan en términos
de suma con & opuesto o producto por d inverso, repectivamente la suma se
representa colocando los nimeros con signo uno a continuacion del otro (por gemplo,
—4-5+3 indica la suma de los términos -4 y -5 y +3) y d producto, colocando los
términos uno a continuacion dd otro y envudtos en paréntesis (por gemplo, (-4)(-
5)(+3) indicad producto de lostérminos-4, -5y +3).

" En este caso, la propiedad de que “si alos dos miembros de una igualdad se le suma o resta un mismo
ndmero, laigualdad se conserva’.
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La multiplicidad de sgnificados de los sSgnos + y - junto con la supresion de los
sgnos operativos hinarios permite una gran flexibilidad y comodidad de interpretacion
y mango de las expresiones adgebraicas. Por gemplo, la expreson 10-5-8+5-10-4,
entendida como suma de los términos +10 (hay costumbre de suprimir también & sgno
+ en su sentido predicativo cuando afecta d primer término de una expresén o de un
paréntesis), -5, -8, +5, -10y —4, permite cambiar de lugar cudquiera de los términos y
asocialo en la forma que resulte més eficaz para obtener € resultado, puesto que la
suma tiene las propiedades asociativa 'y conmutativa (10-5-8+5-10-4 = -8-4 = -12). Otro
gemplo: en la expreson 3at+(-5a+7-2b)-(8-b) los signos que preceden a los paréntesis
deben interpretarse como Sgnos operdativos unarios. € primero de dlos, d ser un sgno
+, dga invaiable d paéntess, @ segundo, d ser un dgno -, indica que hay que
transformar € paréntess en su opuesto. Teniendo en cuenta que “é opuesto de una
suma es la suma de sus opuestos™, podemos escribir 3at(-5at7-2b)-(8-b) = 3a-5at+7-
2b-8+b. Como ahora se trata de una suma entre los términos +3a, -5a, +7, -2b, -8y +b,
podemos asociar y conmutar los términos en la forma que nos resulte mas comoda y
obtenemos la expresion equivaente -2a-b- 1.

4.4. Ordenacion de niUmer os con Signo

La ordenacion de los nimeros con signo viene dada por la necesidad de definir una
relacion de orden compatible con la suma. Esta compatibilidad exige que s a los dos
miembros de una desiguddad s les suma un mismo nimero con sgno, la desiguadad
e conserve. S tenemos en cuenta las siguientes desigualdades aritméticas. 8+3 < 8+5,
8-3 < 8+5 y 8-5 < 8-3, donde los sgnos + y - indican operaciones binarias entre
nimeros naturdes o fraccionarios dn  Sgno, vemos que todas dlas pueden
reinterpretarse en términos de sumas entre nNUmeros con Sgno SN mMas que consderar
los 9gnos + y - como predicativos. S ahora sumamos a los dos miembros de las
desguddades € término —8 y exigimos que las desiguadades se conserven, se obtiene
que+3<+5,-3<+5y-5<-3.

En generd, la regla de ordenacion de nlmeros con signo nos dice que: -n < +m
cualesquieraqueseannym,+n< +msn< my-n<-msin>m.

4.5. Multiplicacion y divisién de niUmer os con Signo

Dados dos sumandos, por gemplo, +3 y +2, siempre podremos representarlos por
medio de diferencias equivaentes a dlos, por gemplo, 30 y 20. S tenemos en cuenta
las reglas de la aritmética’, la multiplicacion de estos dos sumandos o diferencias puede
expresarse como:

(+3)(+2) = (3-0)(2-0) = (3-0)2-(3-0)0 = 3.2-0.2-3.0+0.0 = 6-0 =46
S tenemos dos sustraendos, por gemplo, -3y -2, también podemos representarlos

en téminos de diferencias como, por gemplo, 0-3 y 0-2. S efectuamos ahora la
multiplicacion de esos dos sustraendos o diferencias, obtendremos.

8 Estapropiedad se demuestra f4cilmente porque (a+b)+(op(a)+op(b)) = a+b+op(b)+op(a) = a+ op(a) = 0.
Esto nos hace ver que op(a)+op(b) es el término que sumado con a+b da cero. Por tanto, es el opuesto de
atb, op(at+b) = op(a)+op(b).

° En este caso, |as propiedades asociativa y conmutativa del producto y la propiedad distributiva del
producto respecto alaresta.
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(-3) (-2) = (0-3)(0-2)= (0-3)0-(0-3)2 = 0.0-3.0-0.2+3.2 = 6-0 = +6

Por dltimo, $ tenemos un sumando y un sustraendo, por gemplo, +3 'y -2, podemos
establecer su producto del siguiente modo:

(+3).(-2) = (3-0)(0-2) = (3-0)0-(3-0)2 = 3.0-0.0-3.2+0.2 = 0-6 = -6

En la practica, esto se traduce en la regla sguiente: para multiplicar dos ndimeros
con & mismo signo, se multiplican los nimeros y se coloca delante del resultado €
signo +; para multiplicar dos ndimeros con distinto signo, se multiplican los nimeros 'y
se coloca delante del resultado e signo -.

En cuanto a la divison de nimeros con signo, hay que tener en cuenta que, en €
canpo de los nimeros fraccionarios, la divison por un nimero diginto de cero se
reduce a la multiplicacion de dividendo por @ inverso dd divisor, con lo que toda
divisén entre fracciones se convierte en una multiplicacion. De acuerdo con edto, a la
divison de nimeros con signo le son de aplicacion las reglas edtablecidas para la
multiplicacion de nimeros con sgno: para dividir dos nimeros con € mismo signo, se
dividen los niUmeros y se coloca delante del resultado € signo +; para dividir dos
ndmeros con distinto signo, se dividen los nimeros y se coloca delante del resultado €l
signo -. Sucede aqui lo mismo que en @ caso delasumay laresta

Como consecuencia, en los nimeros fraccionarios con signo las cuatro operaciones
tipicas de la aitmética eementd e reducen a dos. la suma y la multiplicacidn, ya que
la resta se transforma en una suma con € opuesto del sustraendo y la divison por un
numero distinto de cero en un producto por € inverso del divisor.

Ejercicios

2. Judtificar las propiedades asociativa y conmutativa del producto de ndmeros con signo,
interpretandol os como diferencias de nimeros.

3. Judtificar la propiedad distributiva del producto de nimeros con signo respecto a la suma,
interpretandol os como diferencias de nimeros.

5. LA CONDICION DE NUMEROS DE LOS NUMEROS CON SIGNO
5.1. ¢Son numer os los numer os con signo?

Hasta ahora, hemos hablado de los nimeros con signo pero no hemos discutido S
son 0 no nimeros. Desde luego, son nimeros precedidos de un signo + O -, pero, a ese
nuevo objeto matemético formado por un nimero y un signo, ¢podemos darle también
la condderacion de nUmero? La respueta no es trivid, ni dquiera facil. S
interpretamos 10s nUmeros con Sgno como sumandos 0 sustraendos no hay ninguna
razon para condderarlos nimeros. En & &mbito de la aitméica dementd, la
caracterizacion de los nimeros viene dada porque expresan cardindes de conjuntos o
medidas de cantidades de magnitud. En este sentido 5 ¢ 4/7 ©n nlimeros porque pueden
expresar € resultado de una medida Pero +5 y -4/7 solo indican que en una
determinada expreson los nimeros 5 6 4/7 tienen un pape como sumandos y
sustraendos que conviene tener en cuenta a la hora de gecutar los cdculos, dado que
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e0 los facilita Son, por tanto, objetos intermediarios del cdculo que dgan de tener
sentido cuando éste terming, pues € resultado find de las operaciones dega ya de
cumplir un papel como sumando o sustraendo

S interpretamos los nimeros con signo como diferencias, parece evidente que los
nimeros precedidos de un sgno + si que son ndmeros, desde @ momento que son
diferencias con minuendo mayor que @ sustraendo y, por consiguiente, perfectamente
efectuables en @ campo numérico. Pero ¢gue pasa con las diferencias con minuendo
menor que € susraendo? Desde € punto de visa aritméico esas diferencias no son
efectuables, ya que la operacion de restar se identifica con las acciones de quitar,
Separar, sustraer, etc., y nunca se puede quitar de donde no hay, por lo que resulta
imposible aceptar que esas diferencias congtituyan un nimero.

Durante muchos siglos —desde Diofanto (siglo 11l d.C)- los mateméticos usaron los
nimeros con sgno en sus cdculos sin pretender que, a su vez, fueran nimeros. Sin
embargo, diversas circundancias historicas hicieron cada vez més desesble su
consgderacion como numeros. El desarrollo de una teoria generd de ecuaciones fue
haciendo necesaria la aceptacion como soluciones de las ecuaciones de los nimeros con
sSgno y de sus raices. El teorema fundamentd del adgebra que dice que toda ecuacion
polindbmica tiene, d menos, una solucion, solo puede establecerse 9 se trabga en un
campo numéico que contenga los nimeros con sSigno y sus raices (lo que, hoy en dia,
conocemos como conjunto de los nimeros complegos). Por otra parte, a patir de
Decates (dglo XVI) d dgebra se conviete en una heramienta d servicio de la
geometria. Hagta entonces, las manipulaciones agebraicas se hacian para resolver
problemas aritméticos y, por consguiente, las letras representaban sempre medidas de
cantidades.

La geometria anditica fue desarrollando la nocién de abscisa que terming por
identificar los nimeros con signo con los puntos de la recta, permitiendo que una misma
ecuacion representase una curva Stuada en diferentes cuadrantes. La identificacion
entre los nUmeros con signo y los puntos de la recta se establece a partir de la eleccion
de dos puntos arbitrarios a los que se les adjudica los nimeros O (d de la izquierda) y
+1 (a de la derechd). La concatenacién a derecha e izquierda del segmento (0,+1),
permite definir los puntos +2, +3, +4, etc., a la derecha de cero, y los puntos -1, -2, -3, -
4, éc, a la izquierda de cero. Después, mediante técnicas de fraccionamiento de
segmentos se van identificando los puntos que corresponden a nimeros fraccionarios
con sgno.

Unidad

P — | | | | L I S |
73 0 *1 *s5 Direcci6n

D|rec<_:|on Punto de positiva

negativa

referencia

Fg. 1

La interpretacion de los ndmeros con signo como puntos de la recta permite
interpretar € orden entre dlos desde un punto de vista espacia: un ndmero con signo a
esmenor queotrob s estd situado a laizquierda deb sobrela recta numérica.

Por otro lado, la gparicion de magnitudes vectorides y relativas contribuy6 también
d dianzamiento de los nimeros con Sgno como numeros. En las magnitudes
vectorides. velocidades, acdleraciones, fuerzas, etc., para caracterizar una cantidad de
magnitud no basta con un nimero que exprese su medida SN0 que es necesario un
vector que incorpora ademas especificaciones sobre su direccion y sentido. En las
magnitudes relativas. temperaturas, etc., la medida cero no indica ausencia de cantidad
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de magnitud, Sno que representa la medida de una cierta cantidad de magnitud a la que
convencionamente se le atribuye ese valor para que srva de referencia a la medida de
otras cantidades de la misma magnitud. La exisencia de magnitudes vectorides y
reldivas permitidé utilizar los nimeros con Sgno para expresar cantidades de magnitud
unidireccionaes (en las que los Sgnos expresan uno u otro sentido dentro de la misma
direccion) y relativas (en las que @ dgno indica 9 la cantidad de magnitud es mayor o
menor que la cantidad de magnitud tomada como origen).

Sin embargo, y a pesar de todos estos avances, fue necesario esperar a la revolucion
matematica que se produjo en € primer tercio dd dglo XIX para que, definitivamente,
los mateméticos asumieran que los nimeros con signo eran nimeros. Para dlo, hubo
gue despojar d nimero de su sentido originario como medida de cantidades de
magnitud y aceptar como definiciones vdidas en matemdicas, no solo agudlas que
“dan sentido fisco” a los objetos mateméticos (definiciones esencidigtas), Sno también
aquelas que definen los objetos mateméticos estableciendo sus reglas de manipulacion
(definiciones funciondes). En este nuevo marco tedrico Peacock establecio en 1830 que
los nimeros con signo eran nimeros (positivos los precedidos de un signo + y negativos
los precedidos de un signo -). A los niUmeros naturaes precedidos de un signo se les
llam6é numeros enteros, Z, y a las fracciones y los naturaes precedidos de un signo,
nimeros racionaes, Q.

5.2. Definicion axiomatica de Q

Vanos a da dora una definicion funciona dd conjunto de los nimeros
racionales, entendiendo por ta & conjunto de nimeros naturdes y fraccionarios
precedidos ddl signo + 6 -.

Un conjunto sera considerado € "conjunto de los nUmeros racionaes’, Q, S:

d) eda dotado de dos operaciones hinarias, suma y producto, que cumplen las
Sguientes propiedades.

SIma

Producto

Asociativa (X+y)+z = x+Hy+2)

Asocidiva: (Xy)z = x(y2)

Commutativar X+y = y+x

Conmutetiva: Xy = yx

Elemento neutro paralasuma, O

Elemento unidad parae producto, 1

X+0 =X X.1=x
Cadaraciond tiene un opuesto Unico Cada raciond didinto de demento neutro
x+(-x) =0 tiene un inverso Unico
X.(Ux)=1
Didtributiva dd producto respecto alasuma

X(y+2) = xy+xz

b) tiene definida una relacidn de orden total que cumple las Siguientes propiedades:

S x [y entonces x+z [ y+z,

S x00ey O 0entoncesxy [10

De un conjunto que cumple las propiedades enunciadas en los apartados a) y b) se
dice que es un cuerpo conmutativo totalmente ordenado. Por o tanto, Q es un cuerpo
conmutativo totalmente ordenado. Pero esto o basta para caracterizar a conjunto de los
ndmeros racionaes, es necesario afiadir la siguiente propiedad:
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c) No exigte ningin otro cuerpo conmutativo totalmente ordenado contenido
edrictamente en Q. Dicho de otra manera, d conjunto de los nimeros racionaes es €
minimo cuerpo conmutativo total mente ordenado que existe.

De la misma manera, se puede definir € conjunto de los nimeros enteros, Z, como
e minimo anillo conmutativo con unidad totamente ordenado, entendiendo por ta un
conjunto que cumple todas las propiedades de los apartados @) y b), salvo la que se
refiere a la exigencia de inverso, y que no tiene ningin anillo conmutativo con unidad
totalmente ordenado estrictamente contenido en .

Ejercicios.
3. Demostrar la propiedad de cancelacion delasuma
S x+y = x+z, entoncesy = z.

4. Demodtrar |as propiedades multiplicativas ddl cero:
a) 0.x=0, paracudquier raciond x.
b) S xy =0, dondex ey son racionaes, entoncesx =06 y=0.

6. TALLER MATEMATICO

1. El modelo de las fichas bicolores

Una representacion concreta de los enteros se tiene mediante colecciones de fichas
de dos colores, por gemplo, negras y blancas, usando € convenio de que cuando se
tiene un par de fichas de colores digintos se anulan mutuamente. Cada una de las
configuraciones de fichas de la figura 2 drve para representar € entero -5 porque en
cada conjunto hay 5 fichas blancas en exceso respecto de la cantidad de fichas negras.
Las tres primeras configuraciones se pueden reducir a la Ultima formada solo por cinco
fichas rojas descartando los pares que se pueden formar con fichas de colores digtintos.
Se puede pensar que las fichas negras son pequefias piezas de materia y las blancas de
antimateria, que a juntarse desaparecen; también se puede pensar que las negras son
cargas podtivas (0 ingresos en una contabilidad) y las blancas son cargas negétivas (0
retiradas de efectivo)

e¥oX Xe) O

o} JoXe) e 0O®0O0 o)
GO} JORC ° O000 O
(XX ¢

¢

Fg. 2

Definir las operaciones de adicion y multiplicacion mediante d modelo concreto de
las fichas bicolores. Comprobar las propiedades estructurdes de los numeros
enteros mediante gemplos de dtuaciones referidas a la manipulacion  de
colecciones de fichas bicolores.

2. Resolver los siguientes problemas explicando la solucion mediante representaciones
gréficas sobre larecta numérica.
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a)

f)

Un mis| se ha disparado a 30 metros bgo € nive de agua; 5 segundos después
esta a 90 metros sobre € nivel dd mar. ¢Cuantos metros ha ascendido en los 5
segundos?

La temperatura era de -4 grados esta noche; desde entonces ha bajado 9 grados.
¢Cud eslatemperatura ahora?

Hace tres afios un kg de azlicar costaba 42 céntimos. Desde entonces, su precio
anud hasufrido los cambios -3, +21, -9 céntimos. ¢Cuanto cuesta ahora?

El sddo contable de un comerciante en las Ultimas sais semana ha registrado las
sguientes variaciones. -4, -2, 0, +1, -1, +3. ¢(Cud ha sido su ganancia o pérdida
neta?

En aguas quietas un barco puede moverse a la velocidad de 16 km por hora ¢A
qué velocidad puede ir en un rio cuyas aguas fluyen a 5 km por hora, s va en la
direccion dd rio. &Y s vacontracorriente?

Un avion vuda a 190 km/h s va en contra ddl viento, mientras que s va a favor
del viento vuda a 220 km/h. ¢Cud es la velocidad del viento? ¢A qué velocidad
puede volar & avion en atmosfera quieta?

3. Las temperaturas en grados Celsus se relacionan con las temperaturas en grados
Fahrenheit mediante la ecuacion

_5(F-32)
9

C

Encontrar las temperaturas CelSus correspondientes a las gguientes temperaturas
Fahrenheit.
a) 104°F b) 212°F ) 14°F d) 21°F e) -4°F f) -"40°F

4. Redliza las sguientes operaciones de la forma més econdmica posble:
a) 15-(17-6)+2(15-13)

b) 28-(-8-4):(33-29)

C) (28-(-8-4)):(33-29)

d) 32-12+20-50-20+75-(-8)*
e) (28-3)-5(3-9)-(6+2):4- 5
f) -15-(12-20)+(-10+14)

9 -[(-8)+(-7)]-[(-5)+(+3)]

h) (-6)[(+9)-(+2)]-(-3)(-4)

i) (7-5-1)%(4+5)?

1) (1-2(-3+2)):3-(-1+2- 4+3)-2+1
k) 7-2- 6%4-32

1) (7-2)6%:(4-3)?

m) 7-(2- 6)%4-32

n) 7(-2)- 6%:4(-3)°

M) 7(-2 6)*:(4(-3)%)
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5. S X representa un entero digtinto de cero cuaquiera, ¢cudes de las dguientes
expresiones son negativas?

a) -x b) -(-X) 0) (-¥)? d) -() €)X
f) (-x)° q) Vs h) - vz
6. Judtificar los diferentes pasos de la Siguiente demaostracion:

a=0+a

=[(a+(a]+a

=-(-a) *[(-a) +d

=-(-a)+0

=-(-a)

7. Usx la definicion dgebraica de la rdacion "menor que' para probar la siguiente
propiedad: S a<byc> 0, entoncesc.a< cb

8. Encontrar é conjunto de soluciones en Z de cada una de las Sguientes desigua dades:
a (x +3)(x-2) > 0 (Observacidon: ¢Bgo qué condiciones puede ser postivo un
producto de dos enteros a .b?)
b) (x-1)(5-x) >0
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C: Conocimientos Didacticos

1. ORIENTACIONES CURRICULARES

El Disefio Curricular Base dd MEC para d area de Mateméticas en Primaria hace
referencia a los ndimeros con signo en @ bloque temético sobre NUmMeros y operaciones,
aunque solo en @ apartado de Hechos, conceptos y principios. Concretamente, los
nimeros enteros figuran como una clase de ndmeros, junto con los naturdes y
raciondes (que designa como fraccionarios y decimdes). También se mencionan
explicitamente los nimeros positivos y negativos dentro del punto dedicado a sistemas
de numeracion.

Hechos, conceptosy principios

1. NUmeros naturaes, enteros, fraccionarios y decimales.

(...)

2. Sigemas de numeracion: decimd, romano, monetario, para medir angulos,
paramedir € tiempo.

(...)

 NUmeros positivos y negativos. NUmeros cardinales y ordinaes.

En € Red Decreto por d que se establece d curriculo de Educacion Primaria del
MEC s suprime la referencia a los numeros enteros, pero se continla haciendo
mencion de los nimeros positivos y negativosen € blogue de NUmeros y operaciones.

Por otro lado, los Principios y Esténdares 2000 del NCTM incluyen en € bloque de
NUmeros y operaciones, para los grados 3 a 5 d sguiente objetivo (expectativa):
"explorar nimeros menores que 0 extendiendo la recta numérica mediante aplicaciones
familiares'.

Para los grados 6 a 8 se amplia con la sguiente mencion: "desarrollar € sgnificado
de los enteros y representar y comparar cantidades con dlos'. Los enteros quedan
incorporados en estos niveles como una nueva clase de nimeros que deben dominarse
progresvamente, tanto en la comprenson del sgnificado de las operaciones como €
cdculo con dlos.

Aparte de edas referencias curriculares que, en cierta medida, son una judtificacion
para incluir su estudio en € programa de formacion de maestros, podemos aducir la
importancia socid y culturd de los contextos de usos de los nimeros postivos y
negetivos, pues e utilizan cada vez con més frecuencia en Stuaciones cotidianas, 1o que
fuerza alos nifios a familiarizarse con dgunos de sus aspectos.

Ejercicio

1 Andlizar las diferencias y semejanzas en las orientaciones curriculares siguientes respecto del
estudio de los nimeros naturaes y la numeracion,
- Disefio Curricular Base del MEC

Las orientaciones curriculares de tu Comunidad Auténoma

Principios y Estandares 2000 del NCTM.
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2. DESARROLLO COGNITIVO. CONFLICTOS EN EL APRENDIZAJE

2.1 Dificultades para “dar sentido” a los nUmeros positivos y negativos y sus
operaciones

Las dificultades de los dumnos para comprender y manipular correctamente los
nimeros postivos y negdivos son, en cieta medida, un reflgo de las que
histéricamente tuvo la comunidad matemética para aceptarlos como ndmeros. Asumir
los nimeros con signo exige romper la visién tradicional de los nimeros como nociones
que expresan d resultado de la medida de una cantidad de magnitud absoluta En ese
contexto, & cero indica la ausencia de cartidad de magnitud, por 1o que no puede haber
nimeros menores que cero; la suma se asocia con acciones de afiadir o reunir, por lo
que € resultado tiene que ser mayor o, a lo sumo, igua que los sumandos, la resta se
asocia con acciones de separar o0 quitar, por lo que d resultado tiene que ser menor o, a
lo sumo, igud que € minuendo; S en una reta @ minuendo es menor que € sustraendo,
la operacion es imposible porque no se puede quitar mas de lo que se tiene; § dos
fracciones tienen d misno denominador, es menor la que tiene menor numerador
porque éste indica las partes dicuotas de la unidad que se toman, etc. Todas estas
afirmaciones son consudancides a concepto de nimero y tienen una influencia
decisiva en su congtruccion.

Sin embargo, aceptar la exisencia de los nimeros con Signo supone asumir que los
nimeros y sUS operaciones ya no tienen, en generd, las propiedades antedichas. Hay
que entender que los nimeros no sempre expresan medidas de cantidades de
magnitudes absolutas, que existen numeros menores que cero (-3<0), que cero no
dgempre indica ausencia de cantidad de magnitud, que sumar no Sempre dgnifica
aumentar ((+3)+(-2)=+1), que resar no sempre sgnifica disminuir ((+3)-(-2)=+5), que
a un nimero s le puede restar otro nimero mayor (6-8=-2), que en fracciones del
mismo denominador no sempre es menor la que tiene menor numerador (5/-2<3/-2),
etc. Todo esto exige una reestructuracion del concepto de nimero. No se trata de afadir
més informacion a la que ya s posee, sSno de modificar sustancidmente nuestro
concepto de numero, de eaborarlo de nuevo, asumiendo que muchas propiedades
fundamentales, que crefamos ciertas para todos los nimeros, ahora ya no lo son'®. Y las
practicas habitudes de ensefianza de los nimeros enteros no contribuyen a poner de
manifiesto la necesidad de esta redlaboracion.

La esxcuda tiende a presentar los nimeros enteros en un contexto aritmético,
ligados a medidas de cantidades de magnitud y acciones fiscas gercidas sobre dichas
cantidades. Es decir, utiliza una introduccion de los nimeros enteros por medio de
modelos concretos (deudas y haberes, temperaturas, movimientos y posciones a
derecha e izquierda de un origen, €tc), a imagen y semganza de las introducciones de
los nimeros naturales y fraccionarios. Pero esto agrava las dificultades para aceptar que
los nuevos nimeros exigen una reedtructuracion completa dd concepto de nimero y
contribuye a crear en d adumno la fdsa idea de que los razonamientos que servian para
los nimeros naturaes Sguen sirviendo para los nimeros enteros.

Y asi, bastantes nifios deciden que —7>-3 porque “una deuda de 7 euros es mayor
gue una de 3 euros’ o porque “a 7 grados bajo cero hace mas frio que a 3 grados bajo

19" En realidad, este proceso se inicia con la introduccién de los nlimeros racionales, pues multiplicar por
un ndmero menor que la unidad supone disminuir € multiplicando, y dividir por él, aumentar el
dividendo, lo cual es impensable en el ambito de los nimeros naturales. De ahi, los errores habituales de
los nifios cuando, por ejemplo, dicen que 0,3- 0,2 es 0,6 (en vez de decir 0,06) 0 que 6:0,2es3 6 0,3 (en
vez de 30).
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cero” 0 porque “S recorremos la recta numérica desde € cero, primero nos encontramos
e punto -3 y después @ punto —7”; o deciden que (+7)-(-2) = +7 porque “s tengo 7
euros y me perdonan una deuda de 2 euros, Sgo teniendo 7 euros’; o consderan que
(-6)-(-2) = 4 porque “la diferencia entre 6 grados bgjo cero y 2 grados bajo cero es de 4
grados’; o no pueden entender que (3)(-4) sea igud a +12 porque “s se multiplica una
deuda por otra deuda, no puede dar un haber”; o, ante la pregunta de s pueden encontrar
un nimero que sumado a 8 dé 3, responden que eso no es posible porque “s tengo 8
objetos y afiado algunos mas, no me pueden quedar 3”; etc.

2.2 Dificultades de manipulacién delos signos + y — en las expresiones algebraicas

Otro orden de dificultades gparece en la manipulacién de los signos + y - en las
expresiones adgebraicas, tanto numéricas como literdes. Ya no son dificultades ligadas
d “sentido” o la “dgnificacion” de los nimeros con signo, Sno a las reglas formaes de
exritura y cdculo. Y también agui se observa una relacion directa entre las practicas
habituadles de ensefianza y los errores de los dumnos. Una de dlas es la interpretacion
que hacen muchos libros de texto de los signos + y - como signos operativos binarios, [o
que fuerza a seguir interpretando las expresones agebraicas numéricas en términos de
sumas y restas entre nUmeros sin Signo, con lo que todas las ventgjas que supone €
caculo con nimeros con signo se pierden.

Por gemplo, S en la expreson 7+5-8-3-4+2 condderamos los signos como Signos
operativos binarios, nos encontramos con una sucesidn de sumas y restas que afectan a
nimeros naturdes. En estas condiciones, los adumnos tienden a operar de izquierda a
derecha, a medida que leen, lo que en este caso daria lugar a un caculo correcto, o0 a
asociar los nimeros de dos en dos, dando por supuesto que la propiedad asociativa se
cumple también para la resta. En este segundo caso se producen errores dd tipo 7+5-8-
3-4+2 = (7+5)-(8-3)-(4+2) = 12-5-6 = 1.

S en vez de edo, interpretamos que los signos de la expresion 7+5-8-3-4+2 son
predicativos, estaremos ante una suma entre nUmeros con Sgno lo que nos permite
asociarlos y conmutarlos como nos parezca oportuno. El intento de la escuela de reducir
los clculos con ndmeros enteros a cdculos con nimeros naurdes desvirtia las
condiciones de necesidad que estan en la génesis de estos nimeros. Precisamente, |o
comodo, lo que permite un clculo &il, es trandformar las sumas y restas de naurdes
en sumas de enterosy no a revés.

Para evitar que los dumnos asocien de manera inconveniente los términos de una
expreson agebraica numérica en la que solo intervienen sumas 0 redas, Sn renunciar a
convertir las sumas de nimeros con Signo en sumas y restas de ndmeros SN Signo,
muchos profesores imponen la norma de que se deben sumar, por un lado, todos los
nimeros precedidos del signo + y, por otro, todos los precedidos del signo -, para
terminar efectuando la operacion pertinente entre los dos términos resultantes. Esta
regla garantiza la correccion de resultado, pero esterectipa enormemente los cdculos y
no permite smplificaciones. Por gemplo, en la expreson 177+53-84-53+4+80-2 sumar
negetivos con negativos y podtivos con postivos supone hacer varias operaciones
innecesarias.

También conduce a errores la tendencia de los alumnos a interpretar como sSigno
predicativo 10 que, en ocasiones, debe entenderse como signo operativo unario. De ahi
gue, ante una expresién como -X, digan que representa un NUMero negativo, en vez de
decir que representa e opuesto de x (y que -X Sera negativo S X es pogdtivo y postivo 9
X €S hegativo).

Por Ultimo, queda por resefiar un fendmeno que afecta también a las reglas
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formades de cdculo. La regla de los sgnos para la multiplicacion y divisén es de facil
recuerdo mientras que las reglas formales de suma y resta de nimeros con Signo tienen
un enunciado més complgo. Esto da lugar a que dgunos nifios terminen gplicando la
regla de los signos a caso de sumas y restas y decidan, por gemplo, que (+7)-(-2) = -5
porque “siete menos dos es CiNco y Mas por Menos es menos’.

3. SITUACIONES Y RECURSOS

A la hora de plantearnos la introduccion de los nimeros positivos y negativos,
tenemos que tener en cuenta que donde verdaderamente se estudian es en la Educacion
Secundaria, mientras que en la Educacion Primaria apenas hay alguna referencia a estos
nimeros. En esta etgpa, se trata sobre todo de desarrollar aquellas actividades
aritméticas con nimeros naturdes o fraccionarios que pogteriormente puedan facilitar la
introduccion de los nimeros con sgno. Comentaremos también dguna  actividad
introductoria de la suma de dichos nimeros.

3.1. Situaciones con numer os natur ales que anticipan los nUmer os enter os

Son dStuaciones aditivas que s resuedven pefectamente en @ ambito de los
nimeros naturdes pero que, d intervenir en dlas trandformaciones, movimientos o
comparaciones, exigen d aladido de cietas especificaciones (de aumento o
disminucion en las transformaciones, de mé o0 de menos en las comparaciones o de
derecha 0 izquierda en los movimientos) cuyo tratamiento anticipa la estructura aditiva
de los nimeros enteros.

Stuacion 1: Adivina el nmero'?

Un dumno anota en secreto un nimero inferior o igud a nimero total de dumnos
de la clase. A continuacion, cada uno de los demés compafieros, propone un nimero con
la intencién de adivinarlo. Una vez descubierto € ndmero, cada dumno indicard g
acertd 0 no, y en caso negativo S se pasd 0 no llegd y en cuanto.

Stuacion 2: Alturas'?
1. Anotar las edtaturas de todos los compafieros. Tomar la dtura del nés dto como €
origen y Situar todas las otras ordenadamente en una recta graduada.
2. En d lugar correspondiente a la estatura de cada compafiero escribir la diferencia de
edtatura respecto a masdto
3. Repstir lo mismo tomando como origen:
a) Laedtauradd mas bgjo.
b) Ladd que se encuentraen lamitad
c) La de cualquier compaiiero que no se encuentre en ninguno de los tres casos
anteriores.

Stuacién 3: Juego de dados™

Por pargas se utilizan dos dados de colores diferentes y un papel donde se dibuja la
semirrecta naturd. Partiendo de un punto suficientemente eevado, cada jugador tira los
dos dados por turno, resta los dos nimeros y avanza o retrocede, dependiendo del color

M Gonzalez y cols (1990, p. 177)
12 Colectivo Peri6dica Pura (1982, p. 43)
13 Gonzalez y cols (1990, p. 281)
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dd nimero mayor, tantos lugares como indica € resultado. Llega un momento en que
pueden aparecer resultados que "se sden” de la semirrecta, 10 que se aprovecha para
discutir la necesdad de ampliacion, dar nombres a los puntos por debgo de cero (por
gemplo, afadiendo a nimero una i para indicar que eda a la izquierda dd cero) y
seguir jugando con elos. Gana @ jugador que consigue sobrepasar un cierto nUmero
fijado de antemano.

Stuacion 4: Los chinos™
Juego para dos jugadores. Se utiliza como materid seis fichas bicolores (por
gemplo, amarillay roja).
Desarrallo:
El orden de juego es dternante. Es necesario decidir quién comienza
Cada jugador toma dos o tres fichas a la vista del contrario (degjando las otras sobre
lamesa). En secreto las pone sobre la pama, de la caraamarillao delaroja.
Cada uno hace una apuesta sobre € tal. Se destapan las dos cantidades y se hace
la"suma' neutralizando todos |os pares bicolores.
S aguno de los jugadores ha acertado € total, gana un punto.
Ganad juego d que después del tiempo fijado ha reunido més puntos.
Se pueden plantear las Sguientes preguntas.
a) S un jugador coge dos fichas, ¢cudes son las posibles jugadas?
b) ¢Y g cogetresfichas?
c) ¢Cudes son los posbles resultados globdes s los jugadores cogen dos fichas
cada uno?
d) ¢Y g cogen tres fichas cada uno?
€) ¢Y S unocogetresy € otro dos?
f) ¢Hay dgunaedraegiaque facilite 0 asegure lavictoria?

Stuacion 5: Smetriaen Z
Dos canguros juguetones sdtan sobre la abscisa jugando a "imitar d rey", pero d

contrario:
L i L i I L ' 1 1 L I 1 1 i L 1 1 L 1 1 1 L 1
‘ : ‘ \ S ! ' ‘ ‘ -

Parten de lugares sSmétricos y cada movimiento que un canguro hace hacia un lado, €
otro lo hace hacia € lado contrario. Dos nifios, con tizas de dos colores, pueden jugar en
lapizarra
1. Juega con un compaiero: Colocad las puntas de vuestros lgpices en dos puntos
sméricos. El que comienza hace un sdto y @ otro jugador hace d sdto
contrario; a continuacion € segundo jugador comienza de nuevo y € primero es
el que responde.
2. Dibuja la jugada "smétrica’ de edta figura (poniendo nimeros a las posiciones y
alos sdtos):

14 perigdica Pura (1982, p. 141)
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Puntoinicid | Desplazamiento | Punto find

Ejercicio

2. Paracada unade | as situaciones descritas en esta seccion:

a)
b)
c)
d)
€)
f)

0)

Formulalos objetivos que se pretenden con | as situaciones

Enumerar y describir 1os conocimientos que se ponen en juego

Identificar las variables didécticas

Enunciar variantes posibles de | as situaciones cambiando los valores de | as variabl es didacticas
Identificar posibles técnicas de solucién delos alumnosy dificultades previsibles

Indicar las posibles explicaciones (institucionalizacion) que el profesor podria dar como sintesis
final delaactividad realizada.

Identificar las limitaciones de |as situaciones cuando se proponen como modelos de la estructura
algebraica de los nUmeros enteros.

3.2 Situacion introductoria de la estructur a aditiva de los nimer os enter os

Dado que la judificacion de los nimeros enteros viene dada por € cdculo
agebraico, las dtuaciones introductorias deben ser Stuaciones aritméticas que exijan
una resolucion de tipo agebraico. Pero no entendemos por td una resolucién en
términos de ecuaciones, pues éda es complga de desarrollar S no s mangan los
nimeros con dSgno; lo que proponemos es cambiar € objetivo de la resolucién de
problemas. ya no se trataria de buscar d nimero que soluciona @ problema, sino la
formula que lo soluciona™. Y para que esa actividad de bisqueda de férmulas tenga
sentido, es necesario que aguna de las cantidades que intervienen en d problema sea
unavariadle afijar en un momento posterior. Por gemplo, & enunciado:

En un tren vigjan cierto nimero de personas. En la primera estacion suben 13
vigjerosy bajan 25, en la segunda estacion suben 15y bajan 43y en la tercera
estacion suben 32 y bajan 17. Encuentra una formula que nos diga cuantos
viajeros quedan en el tren después de abandonar |a tercera estacion.

15 Los alumnos de tercer ciclo de Primaria estan familiarizados con la nocién de ‘férmula desde el
momento que conocen las férmulas de las areas de las figuras geométricas. Se trataria de generalizar esa
ideay hablar dela“férmulade resolucion” de determinados problemas.
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exige nombrar  nimero de vigeros inicides, v, y € nimero de vigeros findes, w,
para esablecer la formula w = v+13-25+15-43+32-17. La smplificacion de eda
formula en w = v-25 obliga a razonar en téminos de sumandos y sustraendos y
familiariza a los dumnos con la idea de manipular nimeros precedidos de un sgno + 0
-. Tanto la bisgueda de férmulas de resolucion de problemas aritméticos como la
transformacion de esas formulas en expresones més smples exige la condderacion de
las operaciones, no ya entre nimeros, Sno entre sumandos y sustraendos, |o que, en la
préctica, sgnificaponer de manifiesto la estructura aditiva de los nUmeros enteros.

3.3. Recursos en I nternet

Modelosde sumasy rectasen larectanumérica

http://matti.usu.edu/nlvm/nav/frames asd 107 g 1 t 1.html

T Virtual Masfpulative: Humier Line Baurcs - Mcomil Infernst Explorn:
] b rwsttio scuinbandsaTianes sed 107 g 1 1 L hisd

Mow describe vour bomsces i a e setileiice by

e |— dragziig e mmbers and operation i ne the boxes

m |-T Yes! You are corrvect!

B OFI[-I[-[I[ =8
Hew Probles

B IE00 BT sk LLE. 3 Righty Baamansd Crasibs | Corkest | Pusdark

B ‘il Mragalafive 0 Pardage dartrada -

Descripcion:

Egte recurso permite expresar las operaciones de suma y resta, tanto usando €
lenguaje matemético, como mediante desplazamientos en larecta numérica,

Permite lamanipulacion y visudizacion individualizada de las operaciones.

Hay diferentes niveles de dificultad. Se usan nimeros positivos y negativos.

Ejercicio 3:

1. Explorar las diferentes opciones del programa.

2. Indicar los nivelesy partes del curriculo de primaria en que se pueden usar las distintas
opciones.

3. ldentificar las variables didacticas de las diversas tareas propuestas en € programay los
valores particulares de dichas variables implementados. ¢Existe agun tipo de control de los
valores por parte del usuario?

4. Comparar los tipos de actividades que se pueden redlizar usando e programa respecto alas
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gue se hacen habitualmente con papel y 1apiz. ¢Se pueden hacer actividades que no se
puedan redlizar Sin este recurso?

5. ¢Como cambian las técnicas de solucion?

6. Después que los dumnos han explorado e programay redlizado las actividades, ¢Qué tipo
de explicaciones podria dar € profesor para sistematizar |os conocimientos puestos en

juego?

4. TALLER DE DIDACTICA
4.1. Andlisisde textos escolar es

1. En un libro de primaria encontramos la siguiente actividad:

Observalarectaenteray calcula

-9 -8 -7 -6 -5 -4 =3 -2 -1 0 +1 +2 +3 +4 +5 +6 +7 +8 +9

*)+(-2=...- (-+(-4=..
+8)+(-5=..-(-49+(-3) =..
+N+(-8=...-(-5+ (-4 =..

a) Enuncia sas dtuaciones referidas a contextos cotidianos (temperaturas, niveles de
dtitudes, etc.) cuyaresolucion implique laredizacion de los cdculos pedidos.

b) En d libro de texto encontramos la sguiente regla:
“Para sumar a un nimero entero un nmero entero positivo, se avanza a la derecha, en
larecta entera, a partir del primer nimero tantas unidades como indica el segundo” .

¢Qué tipo de experiencias pueden ayudar a que los nifios “reinventen” por si mismos
etaregla?

2. En un libro de primaria encontramos la siguiente actividad:

1. Observay escribe las coordenadas de cada punto.

b HB
RECUERDA: ESCRIBE +3
PRIMERO EL NUMERO DEL EJE c w2
HORIZONTAL Y DESPUES EL | " e y
NUMERO DEL EJE VERTICAL.ﬁ s[5 e o) 2 1 o[f [ Tl 46
R 4Gl
E 2 :
[ H L J_J
A — (+2,..0 C —> (.., ... ) E—- (.., ... ) G - (.., ... )
B— (..,..) D— (.. .. ) F— (.., .. ) H-— (.., .. )
2. Representa en la cuadricula anterior |os siguientes puntos.
J® (+4,+1) - L® (-1, +3) . N® (+5, +3) . ® (-4, +3)
K® (+1,-3) . M® (+3,-2) . N® (-4,-1) . P® (-5,-3)
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a) ¢Crees que la informacion sobre @ orden de escritura de los componentes del par de
nimeros que representan cada punto es suficiente para redizar la actividad? Completa
el enunciado de |as reglas de representacion cartesiana de puntos del plano.

b) Inventa un juego que permita contextudizar la tarea pedida (por gemplo, referido a
la blsgueda de un tesoro).

4.2. Disefio de unidades didacticas

Congigue una coleccion de libros de texto de mateméticas de 3er ciclo de primaria
(recomendamos buscar los libros que utilizastes persondmente, o bien los de agun
familiar 0 amigo).

Estudiad desarrollo del temade “Numeros enteros’ en dichos niveles.

Indicaen qué curso seiniciay cuando termina.

Busca dgun tipo de problema o tarea que consideres no etd representado en la

muestra de problemas que hemos sdeccionado en la pate A: Contextuaizacion

profesiona de este capitulo.

Identifica aspectos ddl  desarrollo dd tema que consderes potencidmente

conflictivos paralos dumnaos de dichos niveles.

Describe los cambios que introducirias en € disefio de las lecciones propuestas para

los cursos 5° y 6° de primaria.
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