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Prologo version 2.0

Eis curioso que lo ultimo que voy a escribir para este libro sea
lo que aparezca bien al principio, en el prélogo. Me propuse
componer el indice primero, mirar los titulos de cada seccién y,
sin leer el desarrollo, buscar cudl o cudles eran los problemas que
mds me tentaban.

Es decir, como fui escribiendo las historias a lo largo de todo
un afio, cada una de ellas estuvo rodeada de distintas situaciones
particulares: como me enteré del problema, cudnto participa-
ron otras personas en discutir conmigo la solucién, qué impacto
le produjo a cada uno de ellos, en qué lugar del mundo esta-
ba cuando la fui escribiendo y cudnto tiempo me llevé hacerlo,
cudnto me costé encontrar los lugares en donde estaban las difi-
cultades de cada uno... y asi podria seguir desmenuzando cada
estacion (historia) que aparece en este libro.

'Tengo varias historias favoritas. Acd va la lista y algin comen-
tario que me quedé por hacer.

1) “El problema del ping-pong” me tuvo entretenido un buen
tiempo. Me lo conté Carlitos D’Andrea anuncidndome ‘éste es
de los problemas que sé que te gustan’. Y si. No s6lo me gusté
sino que la solucién se me ocurrié mientras esperaba un subte
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en el centro de Nueva York. Habia dos personas bolivianas, ha-
ciendo una mdsica maravillosa. Recuerdo que pensé: jqué in-
justicia que tengan que desplegar su arte en este contexto! No
sé qué cancién estaban ejecutando cuando adverti que se me
habia ocurrido algo que no habia pensado antes y me di cuenta
de que ya sabia cémo hacer para presentar la solucién. Entré en
el subte y como —afortunadamente — me pude sentar, usando
mi viejisima lapicera Lamy garabateé la idea en un papel de esos
que siempre llevo en el bolsillo de la camisa. Ni bien llegué de
vuelta a la habitacién del hotel, escribi la solucién apurado. Es
la que aparece en el texto principal.

2) “El bar antisocial”: éste es un problema clasico de los que
aparecen en las pruebas de admisién que hacen las grandes com-
paiiias (Apple, Google, Microsoft, Oracle, por nombrar algunas).
El primero de ellos se lo escuché a Gerry Garbulsky hace mas
de veinte afios cuando él y Marcela, su compariera de toda la
vida, estaban atin radicados en Estados Unidos. Gerry me conté
sobre una pregunta que le habian hecho: cémo estimaria él el
nimero de afinadores de piano que habia en Boston. Justamente
ese problema aparecié en el primer libro de la colecciéon ‘Mate-
matica... jestds ahi?”. Desde alli tengo un particular interés por
encontrar y difundir problemas de ese estilo, y asi fue como supe
de una charla que dio William Poundstone en Medill Northwes-
tern University, en Evanston, uno de los suburbios de Chicago.
La conferencia de Poundstone giré alrededor de una idea que
me parece ‘esencial’: convencer a la audiencia de que Google no
trata de detectar quién es ‘suficientemente brillante’ para traba-
jar en la empresa, sino de descubrir quiénes son las personas que
tienen la pasién y persistencia suficientes para seguir intentando
cuando no pueden resolver un problema, y a pesar de eso siguen
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y siguen pugnando sin claudicar, hasta encontrar lo que a uno
le hace falta para resolverlo. Poundstone es el autor del titulo
del problema “El bar antisocial” aunque Carlos D’Andrea me
dijo que es conocido como el ‘problema de los mingitorios’. No
importa cudl de los dos sea, permitame sugerirle que no se lo
pierda.

3) Un breve agregado al problema anterior. El dia 22 de julio
de 2015, recibo un mail de Gerry Garbulsky. Lo quiero transcri-
bir textualmente: “Acd estamos con Juli [su hijo mayor| que me
dijo recién: “Pa, tengo ganas de pensar. ;Tenés por ahi algin pro-
blema de Adridn?”. Abri el libro tltimo al azar, sin saber donde
‘caerfa’ y estamos pensando juntos el del bar antisocial (que ya
me habfas contando en el Bar El Caballito). Todavia lo estamos
pensando, pero nos surgié un comentario sobre el enunciado
que queremos pasarte, por si estds a tiempo (si el libro ya entré
en la imprenta, jborrd este email y listo!)”. Aqui paro la transcrip-
cién porque lo que quiero transmitir ya estd expresado en esas
lineas. Le quiero hablar a usted que estd leyendo este prélogo:
¢se da cuenta de lo que me significa que Gerry en este caso, pero
vale para cualquier padre, sea capaz de recibir de su hijo una re-
flexion como ésa: “jji TENGO GANAS DE PENSAR!!”? ;0Qué
mds puede uno pedir?

4) Necesito hacer justicia con alguien que es una mdquina
proveedora de ideas fantdsticas. Me refiero a Juan Pablo Pinasco.
Bastard con que se adentre en el libro y descubrird algunas que
son espectaculares. Quiero contar algo que pasé alrededor de
la historia que llamamos (€l y yo, juntos) “Pinasco y el Sistema
Dindmico Repulsor”. En una reunién ‘virtual” que hicimos entre
Maria Marta Garcia Scarano (la productora general de Alterados
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por PI), el propio Juan Pablo y yo, estibamos haciendo una ‘lista’
de los problemas tentativos para una de las grabaciones. Ellos
estaban en la productora E1 Oso en Buenos Aires, y yo estaba en
ese momento en Chicago. Entre los tres, ya habiamos acordado
que la historia sobre el sistema dindmico ‘repulsor’ irfa seguro
cuando grabdramos en la provincia de Mendoza. Juan Pablo
me comenté que lo habia visto en una revista rusa, hablando de
olimpiadas matemdticas que se habian desarrollado en Moscu.
De todas maneras, como el problema me habia gustado tanto,
lo escribi y se lo mandé a Ernesto Tiffenberg y Hugo Soriani
(codirectores de Pdgina/l2) para que evaluaran si valia la pena
publicarlo en una de las contratapas. Ambos decidieron que sf,
y aparecié en el diario el 10 de agosto de 2014. Lo notable de
este episodio es lo que me conté Juan Pablo el dia de la reunién:
“Como el dia de la publicacién fue un domingo, Selva [su sefio-
ra] y yo nos quedamos durmiendo un poco mds de lo habitual.
FEn un momento determinado se abrié la puerta de la habitacién
y entraron mis dos hijos [Cecilia de nueve afios y Federico de
tres|, con la version impresa del articulo. Nos despertaron con
el diario en la mano, mientras exhibfan —supongo que con or-
gullo— que hubiera aparecido el apellido de la familia en letras
‘tan grandes’. Curiosamente mis padres, que habitualmente re-
siden en Gualeguay, estaban de visita en Buenos Aires y fue mi
padre quien se llevé a Cecilia hasta el quiosco para comprar el
diario, porque una tia mia que vive en Cérdoba ya habia puesto
a la mafiana temprano en Facebook lo que habia salido en el
diario. Creo que ‘toda’ la familia, de una u otra forma me dijo ese
dia: “;Viste lo que sali6 en Pdgina/12?". Si, ya lo habia visto”. Me
emocioné cuando me enteré de la historia y me puso contento
por Juan Pablo: es un tipo fuera de serie y los problemas que me
sugiere, también. Cada vez que vea su nombre asociado con al-
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guna de las historias que aparecen en este libro, no dude de que
es buena (por él, naturalmente). No se la pierda.

5) Noviembre del afio 2014. Prepardbamos la presentacién
del libro anterior (La puerta equivocada) a un costado del lugar
que se llama “La nave de la ciencia”, en Tecnépolis. Estdbamos
discutiendo la forma de presentar los problemas con una buena
parte de las editoras y productoras de Penguin Random House
(Glenda Vieites, Daniela Morel, Verénica Larrea y Belén Moli-
nari) y estaban también Claudio Martinez, Juan Boido y Gaby
Diaz (quien se ocupa de todos los elementos escenogréficos).
Gaby quiere saber con tanta anticipacién como le sea posible
el orden en que voy a resolver los problemas. El que lo tenia
atormentado era el problema que en el indice figura con el nom-
bre de ‘Autitos’: “Contame, Adridn: ;c6mo lo vas a hacer? Yo te
preparé los 25 autitos de distintos colores para que vos los hagas
correr de derecha a izquierda...”. No puedo recordar textual-
mente mi respuesta, pero estoy casi seguro de que no hice lo
que Gaby queria, pero no por falta de voluntad, sino porque ¢l
es demasiado puntilloso con su trabajo y yo soy muy errdtico en
mis decisiones. Pretendo tener todo controlado, pero no siempre
lo logro. Lo que si puedo decir es que el problema de los Autitos,
no estaba previsto en el papel en el que figuraban los que habia-
mos repartido al publico. La nave de la ciencia estaba repleta de
gente y yo habifa preparado algunos problemas extras en el caso
de que la gente estuviera dvida de seguir pensando cémo resolver
algunas historias. El hecho es que el problema fue un verdadero
‘hit’. Yo tenia dudas sobre si la solucién serfa muy complicada o
si yo iba a ser capaz de explicarla ante tanta gente y tan diversa.
Sin embargo, no sélo no fue dificil, sino que el piblico se en-
ganchd y terminaron participando casi todos. Ni bien terming el
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evento, muchisima gente se acercé para seguir discutiendo los
problemas. Tiffenberg y Soriani querian saber si podria presentar
‘el de los Autitos’ para la edicién del domingo (esto sucedia un
sibado y ya eran las seis de la tarde). Hugo Sigman y Silvia Gold
saltaban en sus butacas para que les prestara atencién a lo que
me querfan sugerir, mientras a la derecha del escenario veia a
Lino Barafiao y Oscar Parrilli discutiendo la solucién. Alejandro
Fabbri y su mujer Marisa conversaban sobre la estrategia de los
autitos con mi amigo y abogado Marcos Salt y su mujer Maria-
na. Usted se preguntard a esta altura: “;Y qué tiene que ver esto
con el problema?”. Tiene razén: con el problema propiamente
dicho, posiblemente no tenga nada que ver, pero lo que quisiera
transmitirle es que en una tarde de sdbado con una variedad muy
grande de alternativas que ofrece una ciudad como Buenos Ai-
res, habia un grupo enorme de personas que se habian dado cita
para... jpensar problemas de matematica! Y el que por escdandalo
mds los tenia atrapados era uno que pedia elaborar una estrategia
para determinar qué autitos eran mds rdapidos que otros. ;No es
notable que esto haya sucedido?

6) Para todas aquellas personas que han venido siguiendo los
distintos libros de esta serie, el nombre Carlos Sarraute no les re-
sulta desconocido. No es éste el lugar para hacer un desarrollo de
su trayectoria, pero quiero recomendarle un problema particular
que me sugiri6 él. Es muy poco frecuente que yo escriba sobre
algo que considero que es muy dificil de resolver. Sin embargo,
esta vez, lo hice. Puede que varias situaciones que aparecieron
previamente fueran complicadas también: no lo sé. Lo que si'sé,
es que no me di cuenta o no logré detectar el grado de dificultad
antes de recoger las impresiones de ustedes, de quienes leen y tra-
tan de resolver los problemas. Pero en este caso, sé de antemano
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que el problema es muy dificil. Mi debate interno fue: slo incluyo
o no? Por un lado, podria pensar que no estd mal que aparezca un
problema de una categoria distinta, mas complicado de analizar.
No quiero decir que haga falta utilizar herramientas que usted
no tiene para resolverlo: jno! Estd al alcance suyo porque estuvo
al alcance mio, y eso contesta la pregunta. Pero lo que también
sé es que pude haberlo obviado, pude no haberlo incluido entre
los problemas que aparecen en este libro. Nunca nadie se hubie-
ra dado cuenta ni podria reclamdrmelo, pero la diferencia estd
en que yo si hubiera sabido que tuve la oportunidad de incluirlo
y la deseché. Por otro lado, ;qué pierdo si lo incluyo? Nada. Me
resulta imprescindible advertirle que tiene un grado de dificultad
diferente de los otros pero creo que vale la pena, cada tanto, exhi-
bir algo que requiere de otro tipo de tenacidad para resolver. Eso:
creo que la palabra que estuve buscando durante un tiempo y no
pude encontrar es ésa: tenacidad. Yo valoro muchisimo a la gente
que tiene persistencia, tenacidad, insistencia, que no claudica.
Eisas personas tienen una gran ventaja sobre los que se ‘entregan’
rdpido, sin siquiera hacer el minimo esfuerzo para poder avanzar.
Dicho todo esto, quiero entonces hablar ‘a favor del problema’
propiamente dicho. Le sugiero que lo lea y le dedique un rato
no a pensar la solucién, sino a reflexionar sobre lo que somos
capaces de hacer. Es como entrar en una habitacion en la que
uno no estuvo nunca, con las luces apagadas, sin tener nocién de
dénde estdn ubicados los muebles y sin saber si hay agujeros en
el piso o si éste es resbaladizo. Uno tiene muy pocos datos. Pero a
medida que se queda en el lugar, atin quieto durante un tiempo,
pero tratando de ‘descubrir’ lo que puede utilizando todos los
sentidos, uno empieza a detectar cosas que no habia visto antes,
algo asi como que se ‘familiariza’ con el lugar. Al rato (que puede
ser largo o corto) uno empieza a sentirse mds cémodo y hasta
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se siente capaz de hacer algunos movimientos que no parecen
traer riesgos. No avanzo mds con la imagen porque creo que estd
clara. Si puedo sugerirle algo mds, cosa que voy a hacer repetida-
mente a lo largo del libro, cuando pueda, lea el enunciado, nada
mds. Y piense lo que dice: no trate de resolver nada, solo piense
el enunciado. Si usted logra situarse en algunas de las personas
que aparecen en la historia, verd que después de un rato, en el
lugar en donde habia total oscuridad, usted empieza a detectar
algunas sombras. Ya habrd valido la pena.

7) Hay varias personas que hacen de ‘betatesters’ en estos li-
bros. A lo largo de los afios todos ellos han detectado errores,
problemas en los enunciados, problemas en las soluciones, pro-
blemas en las figuras, ambigiiedades en mis respuestas. Me han
aportado ideas que no solo aparecieron como ‘notas al pie’, sino
que se transformaron en el ‘verdadero contenido’. Cada uno lo
hizo a su estilo. Carlos D’Andrea leyé los diez libros (éste es el
décimo). Los ley6 todos, renglén por renglén, palabra por pala-
bra. Si bien él vive en Barcelona, nos vemos poco pero hablamos
mucho. Me hace sugerencias para que incluya problemas que
¢l mismo ya ley6 en algiin libro anterior: “;Ya publicaste esto?
iQué increible! Seguro que lo tengo que haber leido y corregido
y no me acuerdo nada”. No estd solo en el club. Yo hace mucho
tiempo que soy miembro. Puedo decir con tranquilidad que has-
ta que ¢l no da su ‘visto bueno’, yo siento que el libro ‘no estd
terminado’, que le falta ‘algo’. Asi sucedié con los diez. En todo
caso, la/lo estoy invitando a pensar que esta ‘saga’ lleva ya mds de
diez afios. ;No es increible? Carlos tiene también un grupo selecto
de amigos matemdticos que aportan ideas que él me hace lle-
gar: Juan Carlos Naranjo, José Ignacio Burgos, Emiliano Gémez,
Martin Sombra, Luis Dieulefait. Las sugerencias de Carlos estdn
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‘casi’ todas: me interesa mucho tratar de no excluir ninguno de
sus aportes. Cuando un autor escribe: “sus aportes son imposi-
bles de mensurar” o “sus ideas me han mejorado personalmente
o han mejorado el texto”, u otras variantes, uno sabe que el autor
siente esa gratitud, la manifiesta al escribir el texto, pero no que-
da claro exactamente a qué se refiere. Es por eso que me interesa
buscar algin ejemplo, como para que quede claro de qué hablo.
Victor Hugo siempre me sefiala que cuando a uno le dicen “us-
ted es uno de los mejores periodistas que yo conozco”, la pregun-
ta que a uno le surge inmediatamente es: “;entre cudntos figuro
yo?, soy el quincuagésimo quinto o el sexto?”... Y yo agregaria,
ipor qué? Es por eso que me es ficil encontrar argumentos que
sirvan para ejemplificar mi gratitud por lo que hace/hizo Carlos
D’Andrea. Basta con que comparta con usted, que estd leyendo
este texto, que Carlos dividi6 el libro en 28 (si, veintiocho) partes,
y las fue leyendo una por una. El primer segmento me lo mandé
el 15 de junio de 2015, y el dltimo, el vigésimo octavo, el 30 de
junio. No quiero terminar este pequefio parrafo dedicado a él,
sin exhibir dos ejemplos que son muy claros: en la dltima entrega
(que Carlos titulé: “Libro 28... jfinal!”), en el andlisis que hizo
del dltimo problema, aparecen dos tipos de correcciones. Su pri-
mera observacion fue “hay dos ‘una vez que’ muy seguidos”. La
segunda que quiero escribir acd, fue la Gltima que hizo. La trans-
cribo: “No me parece un mal enunciado. El problema es dificil
en relacién con todos los otros, pero aparece al final del libro, y la
resolucion no es complicada. However [sic], el ‘salto’ conceptual
que hay que hacer para pasar del caso 2x2 al caso 8x8 no es trivial.
Yo, a riesgo de hacer la nota mds larga, quizd perderia un poco de
tiempo con el caso 4x4, o mds audaz adn: resolveria detallada-
mente el caso 4x4 y luego invitaria al lector a que haga él/ella
solito el 8x8 :-) (podés poner algin par de ejemplos del tipo: si
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la distribucién fuera la siguiente y el mago indica esta moneda,
Carolina hace esto)”. Fuera de contexto, quizds no se entienda,
pero usted advierte que la primera de las observaciones la pudo
haber hecho ‘casi” cualquiera. La segunda, ‘casi’ ninguno. Es un
lujo que Carlos participe de esta forma tan activa.

8) Los lunes y viernes del mes de mayo del afio 2015 los uti-
lizamos para grabar diferentes episodios de Cientificos Industria
Argentina, el programa dedicado a la ciencia que la Televisién
Publica emite desde mayo de 2003. Es decir, llevamos mds de
trece afos en el aire en forma ininterrumpida. El formato fue
variando a lo largo de los afios e incluso se emitié por Telefé (un
canal privado de la Argentina) durante un par de ciclos, pero lo
que ha sido una constante a lo largo del tiempo es que, de una u
otra forma, yo planteo algtin problema para pensar, al estilo de
las historias que aparecen en estos libros. Algunas temporadas lo
hice solo, ofreciendo un problema sobre el final de uno de los
episodios y contando la solucién en el programa siguiente. Otras
veces hice los planteos al inicio del programa, compartiéndolo
con algin invitado, mientras nos queddbamos pensando la so-
lucién durante la hora que la emision estd en el aire. En alguna
oportunidad ofrecimos alguna variante a estas dos que acabo de
explicar. ;Por qué esta introduccién? Por lo siguiente: en una de
las sesiones de grabaciéon que sucedié un lunes de mayo, creo
que el 18, llegé como invitado al canal Ricardo Darin. La mayo-
ria de los asistentes quieren que quede claro que ‘la matematica
no es para mf’, o bien ‘yo me la llevé previa tres veces’, o bien ‘por
favor, no me hagas pasar vergiienza con alguna pregunta com-
prometida’, y asf sigue la lista. Por supuesto, me encargo siempre
de aclarar que mi intencién no podria pasar por hacer sentir in-
comodo a quien estoy invitando a mi casa, sino que quiero que
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nos exhibamos juntos en el momento de ‘pensar’. Ese momento
es muy privado, personal y diferente para cada persona. De he-
cho, creo que no sélo somos distintos entre nosotros cuando nos
vemos ‘forzados’ a pensar, sino que somos distintos a nosotros
mismos de un dia para otro, o de una ‘hora’ para otra. Pero la
sociedad tiene preparado un ‘castigo particular’ para quienes no
resuelven algo rdpido o algo no les sale inmediatamente o dicen
algo que en apariencia es ‘equivocado’. La sociedad no perdona:
‘sos un burro’, ‘o una burra’ para no hacer distincién de sexos. Y
lo extraordinario es que cuando uno logra ‘liberarse” de esa preo-
cupacién, puede pensar libremente... cosa que no es ficil. Qui-
zd por eso los nifios, que no tienen preocupaciones iniciales, ni
estdn constrefiidos ni encorsetados al ser tan jévenes, se pueden
permitir ‘divagar’ sin ataduras y de alli surgen un montén de ideas
y creatividad que después vamos perdiendo. Y si bien me disparé
con el texto, me interesa muchisimo resaltar esto tltimo: tratemos
de ser tan cuidadosos como podamos en ‘evitar domar a quienes
piensan distinto’, aunque sus ideas aparezcan —en principio—
inconducentes o ‘equivocadas’. Dejémoslos avanzar. Pero vuelvo
a lo que querfa contar de Ricardo Darin. Ricardo, a diferencia
de la mayorfa, no me pidié que ‘lo protegiera’. De hecho, suelo
ofrecerles a los invitados contarles el problema por anticipado
para que puedan pensarlo antes. Lo interesante es que solamente
una persona, un matemdtico nada menos, fue quien me pidié que
le diera el enunciado (no la solucién, pero si el enunciado) del
problema que habria de plantearle. Todo el resto se enteré
genuinamente al mismo tiempo que el televidente. Pero la histo-
ria con Darin continda asi. A él le planteé el problema que en
este libro lleva el nombre de “Los relojes de Juan Sabia”. Me es-
cuchd atentamente y lo vi esencialmente concentrado e interesa-
do. Fuimos avanzando juntos pero virtualmente sin aportes mios.
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A esta altura, le sugeriria que lea la historia para que se entienda
de qué estoy hablando, pero Ricardo no queria interferencias. Me
hizo una o dos preguntas, que solamente servian para aclarar el
enunciado, y en el tiempo que duré la grabacién (que cierta-
mente no fue una hora ni mucho menos porque las otras partes
del programa ya estaban grabadas), jlo resolvié! El problema en
si mismo es precioso y requiere de elaborar una estrategia, o si
usted prefiere, ubicarse uno en el lugar de un detective. Frente a
la escena de un crimen, por ejemplo, uno encuentra tres relojes
que estdn dejando un mensaje. Todo bien, pero jqué mensaje?
(Oué pasé en el tiempo que se corté la luz? Estoy casi seguro de
que usted no puede entender sin leer el enunciado, pero el valor
que tuvo para mi, y por eso la referencia en esta parte del pré-
logo, es para mostrar cémo alguien que hubiera podido dejarse
llevar de la mano (por mi) y eventualmente aparecer como que
habia resuelto el problema por su cuenta, opté por hacer algo
muchisimo mds valioso: pensar. Pudo haber sucedido que no lo-
grara resolver el problema... Seguro que le pudo pasar, pero lo
que si habia hecho es ganarse un lugar muy lindo ante él mismo,
sentir que uno es capaz de elaborar ideas, de encadenar razona-
mientos, de imaginar situaciones. Eso fue lo que hizo Darin v,
créame, el problema que me sugirié mi querido Juan Sabia, valia
la pena también.

9) A propésito de ‘hacer de detectives’, quiero agregar algo
mds, breve. En otra de las grabaciones de Cientificos Industria
Argentina, la invitada fue Ximena Sdenz, coconductora con
Guillermo Calabrese de Cocineros Argentinos. A ella le planteé
el problema “;Quién fue el culpable?”. A medida que fuimos
recorriendo juntos quién podria ser el responsable del robo de
la cartera, Ximena se fue olvidando de que estaba frente a una
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cdmara porque el problema la atrapé. Hubo un instante, y lo
quiero escribir de nuevo, jun instante! en el que pasé de no en-
tender a si entender... Mds atn: descubri6 ella sola cudl tenia que
ser la solucion. Fsa cara, su expresion, el momento en el que le
brillaron los ojos, no tiene precio. Le pregunté al director si habia
quedado registrado, porque eso es algo que uno no puede simular
ni practicar: ese momento resume todo lo que yo querria explicar
y no puedo aunque use millones de palabras. Ser capaces de ge-
nerarnos entre nosotros esos Fureka, son parte de los momentos
mds espectaculares de nuestras vidas.

10) Para terminar, algunos apuntes finales, escritos en forma
andrquica, sin seguir ningtn orden particular. Sélo quiero com-
partir algunos momentos que fui viviendo mientras escribia el
texto. El problema que figura con el nombre de “La cooperacion”
quisimos implementarlo en Comodoro Rivadavia en una de las
grabaciones de Alterados por Pi que hicimos en mayo de 2015.
El resultado fue sorprendente y muy parecido al que figura en el
texto principal. No agrego nada mds, porque serviria para reve-
lar datos, pero hasta ahora, en todos los lugares donde lo imple-
mentamos, pasa inexorablemente lo mismo. ;Qué conclusiones
podriamos sacar sobre nosotros mismos? Otra cosa: cuando lea el
problema sobre “Curiosidad en cualquier torneo de basquet”, no
podrd evitar pensar (creo) cémo puede ser que nunca se le ocurrié
antes. Con esa idea, me senté con Manu Ginébili en su dltimo
viaje a Chicago en febrero de 2015 también. Tomando un café,
primero, le conté el problema. Alli, lo sorprendi. Me dijo que no
entendia cémo no lo habia advertido antes y, por supuesto, quiso
saber por qué era cierto. Cuando me disponia a contdrselo, me
par6 como hace ‘casi siempre”: “No, no me cuentes la solucién.
No me arruines la posibilidad de pensarlo. El viaje de vuelta de
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Chicago a San Antonio es largo [casi tres horas]. ;Por qué preten-
dés robarme el placer de tener algo con qué entretenerme hoy a
la noche después del partido? Ademds, siempre estin Matt Bon-
ner [el pelirrojo comparfiero de Manu en los Spurs] y Will Hardy
[el coordinador de videos]. Los dos estdn siempre interesados en
problemas de este tipo”. Algo gracioso sucedié cuando le conté
a Fernando Pacini uno de los problemas de l6gica matematica.
Lo habfamos invitado para participar en una de las grabaciones
de Cientificos Industria Argentina. Le planteé el problema que
acd figura con el nombre “Los hijos del especialista en logica”.
Lo hice al principio del programa y después, en el primer corte,
nos quedamos pensando juntos. Luego de un rato, le pregunté si
estaba listo y si podiamos finalizar la grabacién con la solucién.
Me dijo que si. Reanudamos entonces, y entre los dos fuimos ex-
plorando los distintos casos hasta encontrar la respuesta. Para mi
sorpresa, cuando me despedia le pregunté: “;No te parece que si
le hubieras dedicado un rato, se te hubiera ocurrido a vos solo?”.
Me dijo con una sonrisa increible: “jNo! |Ni por asomo! ;Si vos
no hubieras estado acd a mi no se me habria ocurrido nada!”. Me
sorprendi6 porque yo estaba convencido de que después de ha-
ber analizado caso por caso, él ya habia detectado qué tenia que
hacer, y con ese impulso me imaginé que iba a contestar que si.
Sin embargo, su ‘NO’ fue rotundo... y convincente. Por tltimo,
una anécdota que lo involucra a Claudio (Martinez). Ademds de
ser amigos, trabajamos juntos desde hace muchisimos afios; para
ser mds precisos desde 1998. Claudio me debe haber acomparia-
do a todos los programas que hicimos juntos como Alterados por
Pi, Cientificos Industria Argentina, El debate, Grandes temas de
la matemdtica, La generacién dorada, Periodistas, Detrds de las
Noticias, Dia D... no sé, estoy seguro de que me olvido de algin
ciclo, pero creo que usted entiende la idea. Ademads, hemos via-
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jado juntos por el interior de la Argentina, del Uruguay... hasta
en Sedl estuvimos juntos. De hecho, no debe haber nadie que
me conozca mejor que €l. Acd la historia... breve. Siempre me
dice que ¢él podria dar las charlas por mi: me ha escuchado decir
tantas veces lo mismo, conoce todos mis tics, mis chistes, mis
referencias, mis anécdotas... todo. “Salvo con Edy (mi mujer) y
mis hijos, no debo haber pasado mds tiempo con nadie en mi
vida.” Bien: un dia, en una charla en el Hospital Fernandez de
la ciudad de Buenos Aires, estaba haciendo algunas reflexiones
con gente como yo, de la tercera edad. Claudio estaba sentado
en el auditorio, en la Gltima fila. Yo queria mostrarles a los parti-
cipantes del encuentro que usando ciertas propiedades yo podia
descubrir el nimero que habian elegido. Claudio me hacia se-
fias con los brazos pretendiendo indicarme que habia algo mal.
Yo no entendia y, para peor, evitaba mirarlo para no distraerme.
Hasta que en un momento, él no pudo més y me dijo desde lejos:
“Creo que no te va a salir”. Me quedé mirdndolo sin entender
por qué me podria hacer una observacién tan tajante. Antes de
que atinara a nada, y cuando los asistentes comenzaron a darse
vuelta para saber quién era el que me hablaba, Claudio me grit6
desde lo alto: “Es que estds usando el 51 como nimero primo,
y no lo es”. jIncreible, sno?! Pero tiene/tenia razén. Es tanta la
confianza, es tanto el tiempo que estamos juntos que hizo muy
bien en decirmelo, pero quiero remarcar que lo notable es que
¢l ya sabe en qué se basan ciertos ‘juegos” que hago/hacemos para
seducir a los asistentes, y ahora ¢l sabe muy bien que hace falta
que ciertos nimeros (en este ejemplo) sean primos, porque si no,
el problema no sale. Y no sé si a usted le pasa, pero 51 tiene todo
el aspecto de ser primo (solamente divisible por él mismo y por el
niimero uno). Bueno, pues no. 51 no es primo porque es divisible
por 17 y por 3. Mds atin: 51 = 3 X 17. Creo que no lo olvidaré
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mds, pero Claudio tampoco. Lo mismo que le pasa a él, les su-
cede a todas las personas con las que trabajo desde hace tanto
tiempo: Glenda Vieites, Maria Marta Garcia Scarano, Woody
Gonzilez, Edy Gerber, Laura Cukierman, Gaby Diaz, Betina
Rodriguez, Elisabet Alegre, Ezequiel Rodriguez... sirvan estas
lineas para ofrecerles mi gratitud.
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El problema del ping-pong

El siguiente es un problema espectacular. Por si le queda al-
guna duda, lo voy a escribir de nuevo: es-pec-ta-cu-lar.

"Todas las personas a las que se lo sugeri, quedaron fascinadas.
Aspiro a que a usted le pase lo mismo. Antes de avanzar, quiero
contar cémo me enteré y a través de quiénes.

Carlos D’Andrea es doctor en matemdtica y profesor en la
Universidad de Barcelona. Sus aportes a la matemadtica lo trans-
formaron en uno de los mds importantes referentes contempora-
neos entre los que nacieron en nuestro pais. Carlos es correntino,
se licencié en matemadticas en la Universidad del Nordeste y se
doctor6 en la UBA. Luego realizé estancias de investigaciéon pos-
doctoral en el INRIA de Francia y en la prestigiosa Universidad
de California', en Berkeley, y desde hace unos afios es profesor
en la Universidad de Barcelona, en Espana.

1. La Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la UBA, también es
prestigiosa. Carlos fue alumno de doctorado de Alicia Dickenstein, una de las
actuales vicepresidentas de la Unién Matemadtica Internacional. Me cuesta
trabajo escribir que la Universidad de California es prestigiosa v, si bien desde
el punto de vista de la 16gica no dice nada sobre Exactas, pareceria que nuestra
facultad no lo es, o que estd en un lugar inferior. No sélo no es cierto sino que
Exactas UBA es un orgullo para todos los argentinos.
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Pero Carlos, ademds de hacer investigaciéon en matemadtica
pura y aplicada, ha sido jurado de centenares de pruebas de ma-
temdtica a nivel mundial, es un referente obligado en todo lo que
tenga que ver con matemadtica recreativa, y su pasién para acer-
car la matemadtica a multiples generaciones de jévenes de todo el
mundo lo ubican en un lugar muy destacado.

Uno de sus colegas en Barcelona es el doctor Juan Carlos Na-
ranjo. Mds alld de las tareas especificas que desarrollan alld, estin
sistemdticamente a la bisqueda de problemas que sirvan para
exhibir el poder de la matematica en todos los niveles. Y por su-
puesto, cada vez que encuentran algo que valga la pena difundir,
me lo hacen llegar para que yo pueda distribuirlo.

Ahora si, la historia prometida.

Marzo 17, 2015. Recibo este mail de Carlos que transcribo
textualmente. Aqui figura el problema. Es mejor que usted lea la
version original:

Otro problema MUY BONITO que quiero compartir contigo.
Me lo conté Juan Carlos Naranjo ayer. Estoy seguro de que te va
a gustar mucho. Aqui va: tres amigos (digamos A, B y C) se pasan
la tarde jugando al ping-pong con el método “el que pierde se va'y
entra a jugar el que estd afuera”.

Al acabar la tarde, las cantidades de partidos que jugé cada uno
fueron las siguientes:

A=10, B=15, C=17.
La pregunta es: ;Quién perdi6 el segundo partido?

Ahora sigo yo. Creo que se entiende bien el enunciado, pero
me interesa enfatizar que para pensarlo (y resolverlo) no hace
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falta saber jugar al ping-pong. Sélo que se juega de a dos. Como
son tres participantes, mientras dos juegan, el tercero... ‘mira’. El
perdedor sale y le deja su lugar al participante que estaba afuera
como observador. El ganador sigue jugando.

Como escribié Carlos, al finalizar la tarde, mas alld de quién
gand o perdi6 cada partido, contabilizaron cudntos partidos jugd
cada uno, y éste fue el resumen:

A'jugé 10 partidos
B jugé 15 partidos
C jugé 17 partidos

La pregunta es: ;quién perdio el segundo partido?

Parece rara la pregunta, sno es asi? Me importa reflexionar un
instante con usted: ;No es notable que se pueda contestar esta
pregunta?

Cuando lo lef por primera vez (y por segunda... y tercera...)
pensé que faltaban datos. ;A usted no le pasa lo mismo?

Ahora si... la/lo dejo a usted para que lo piense. Yo sigo a
continuacion.

Respuesta

Esta es mi propuesta para resolver el problema. Quiero que
usted y yo nos pongamos de acuerdo en un par de ideas.

Primero, ;cudntos partidos se jugaron en total?

Uno podria pensar asi: como A jugé 10, B jugé 15 y C jugéd
17, si sumamos los tres nimeros, el resultado es 42 partidos. Es
decir, entre los tres jugaron 42 partidos. Pero, usted advierte que
estoy contando dos veces cada partido, porque hacen falta dos
jugadores para cada encuentro. Luego, el total de partidos juga-
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dos no es 42 sino la mitad: 21. Entonces se deduce que en total
se jugaron 21 partidos.

Segundo, recuerdo acd las caracteristicas que establecimos
para este tipo de torneo: después de jugar cada partido, el ga-
nador se queda para jugar el préximo, el perdedor sale y el que
miraba entra a jugar.

Ahora, tome dos partidos consecutivos cualesquiera. Fijese
que cada uno de los tres (A, By C) tuvo que haber jugado por lo
menos un partido.

Entonces, como se jugaron 21 en total, la menor cantidad
de partidos que un participante pudo haber jugado es jdiez! ;Por
qué?, pensard usted. Fijese en lo siguiente: cada participante no
puede pasar dos partidos sin jugar. No puede esperar afuera dos
partidos consecutivos. Por lo tanto, tiene que jugar —por lo me-
nos— la mitad de ellos (si no mds), pero como minimo juega la
mitad. En consecuencia, como 21 es un nimero impar, la ‘mi-
tad” de los partidos pudo haber sido o bien 10 o bien 11. Serfan
11 si empezara jugando y los fuera perdiendo todos. Jugaria el 1,
3,5,7,9,11,13, 15,17, 19y 21.

Pero si fueran 10 (como es el caso de A), es porque jugé los
partidos 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18 y 20.

Luego, como A es el jugador que participé en exactamente
diez partidos, la secuencia tuvo que haber sido la siguiente:

XAXAXAXAXAXAXAXAXAXAX (%)

en donde estoy poniendo una letra X’ para indicar que esos
partidos los jugaron B contra C. Por otro lado, seguro que los
partidos pares: 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18 y 20 debié haber-
los jugado A, aunque no sabemos contra cudl de los dos. Por
tltimo, ahora se entiende qué tuvo que pasar: A no sélo jugé
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todos los partidos pares, sino que ademds jlos tuvo que haber
perdido todos!

Y por eso, A entra, juega un partido, lo pierde y sale. Espera su
turno otra vez: entra, lo juega, lo pierde y sale nuevamente. De
aht surge que la secuencia es la que escribi en (¥).

Por lo tanto, ahora estamos en condiciones de responder la
pregunta (usted también puede responder ahora, ;no es asi?): el
jugador que perdi6 el segundo partido tuvo que haber sido A. Més
adn: no solamente perdié el segundo partido, sino que perdié
todos los partidos pares: 2,4, 6, 8,10, 12, 14, 16, 18 y 20.

Es decir, yo podria haber preguntado: squién perdié el sexto
partido? ;O el decimosegundo? Todos los partidos pares los perdi6
A. No se puede saber contra quién los perdi6 (si fue contra B o
contra C) pero lo que es seguro es que el perdedor fue siempre A%

Antes de ofrecer una reflexion final, quiero agregar una forma
diferente de pensar y resolver el problema. El crédito es para Car-
los Sarraute que, sin haber leido lo que yo escribi, me envié esta
solucién que me parece preciosa. Acd va.

2. Un dato mds que me aportd Juan Sabia: como sabemos que C jugé
17 partidos y B 15, y que entre B y C jugaron 11 partidos, C tuvo que haber
jugado 6 veces contra Ay B tuvo que haber jugado 4 veces contra A. Ademds,
cada vez que C jugé contra A es porque vino de ganarle a B, y cada vez que B
jugd contra A es porque viene de ganarle a C. Luego, C le gané por lo menos
6 veces a B, y B le gané por lo menos 4 veces a C.

En total entonces, C gané por lo menos 12 veces y B gané 8. El dato que
falta para ver qué pasé con el otro partido es que no sabemos qué sucedié en
el altimo: si conociéramos al ganador, sabriamos exactamente cudntos gané
cada uno y a quién. Interesante, jno?
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Jugaron (10 + 15 + 17)/2 = 21 partidos.

Como A jugé 10 partidos, entonces B y C jugaron 11 partidos
juntos, lo noto BC = 11.

Como B jugé 15 partidos, entonces Ay C jugaron 6 partidos:
AC = 6.

Como C jugé 17 partidos, entonces A 'y B jugaron 4 partidos:
AB =4,

Al tratar de escribir una secuencia de partidos posibles, no

puedo repetir dos veces los mismos jugadores. Me lo imagino
como un grafo con tres nodos:

4

AC BC

Figura 1

Escribir una secuencia de partidos es como recorrer los nodos

del grafo. Quiero encontrar un camino que pase 11 veces por
BC, 6 veces por AC, 4 veces por AB.
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Como mds de la mitad de los pasos son por BC, la tinica for-
ma es empezar y terminar en BC, y en los pasos (partidos) pares
puedo elegir AB o AC.

iOtra forma de llegar al mismo resultado!

Final

(No es espectacular que uno pueda contestar esa pregunta
cuando al principio parecia que no habria manera?

Y quiero hacer una reflexion mads: espero que usted se haya
tomado un tiempo para pensarlo y que haya podido deducirlo sin
leer ninguna de las dos soluciones. ;Sabe por qué? Cuando uno
advierte qué es lo que debe hacer, cuando descubre que para
cumplir los datos el menor niimero de partidos que tuvo que haber
jugado algiin participante es 10, y que justamente ése es el dato
que uno sabia sobre A... en ese momento, en ese particular mo-
mento, uno siente que tiene en sus manos un determinado poder.

De ese momento se trata: ser capaz de pensar y advertir la po-
tencia de nuestra capacidad reflexiva y deductiva. Solamente por
eso valié la pena haber dedicado algin tiempo a pensar quién
perdié el partido ndmero dos de un torneo de ping-pong entre
tres amigos.
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Mas sobre Piedra, Papel o Tijera

Piedra, Papel o Tijera... otra vez. No sé si a usted le producird
el mismo asombro que a mi, pero cada tanto me cruzo con al-
gtn articulo que involucra alguna decisiéon que se tomé usando
‘Piedra, papel o tijera’ me genera infinita curiosidad y no puedo
dejar de averiguar qué fue lo que sucedio.

Lo que quiero comentar acd pasé hace mds de diez afios. Co-
rrfa 2005. Una compaiifa japonesa (Maspro Denkoh Corpora-
tion’) que fabricaba (todavia lo hace) equipos para television (cé-
maras, micréfonos, antenas, consolas, cables, etc.) contaba entre
sus activos con algo totalmente inusual (para mi, claro estd): una
coleccién importante (importantisima, deberfa decir) de cuadros
de algunos de los més relevantes impresionistas franceses (y tam-
bién otros de igual nivel).

No entendi bien por qué tenia esta coleccién pero, a los efec-
tos de lo que me interesa comentar, las razones son totalmente
irrelevantes. Supongo que asi como hay empresas que tienen su
capital invertido en inmuebles, a Maspro Denkoh le interesaban
los cuadros.

3. Maspro Denkoh Corporation tenia la fibrica principal en Nisshin, en
las afueras de Nagoya, Japon.
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Para mostrar la magnitud de la coleccién, piense que entre las
pinturas habia un original de Paul Cézanne (nada menos), otro
de Van Gogh, uno de Picasso y otro de Sisley. El presidente de la
compaiifa, Takashi Hashiyama, declaré que la coleccién estaba
valuada inicialmente entre 15 y 20 millones de délares. Hashiya-
ma ya habfa cumplido 74 afios y queria tener liquidez para poder
dedicarse a otro de sus hobbies: cerdmicas japonesas.

Tratar de vender colecciones de este tipo requiere de la in-
tervencién de galerfas de arte, subastadores, intermediarios de
diferente tipo. No crea que yo sé mucho més al respecto, pero lo
que me queda claro después de haber leido una porcién insig-
nificante de la literatura accesible para ‘gente como yo’ (y quizd
‘como usted’ también) es que en todo el mundo no hay muchas
confiables, que atraigan compradores con este poder adquisitivo
y que puedan garantizar la autenticidad de las obras.

Lo que también aprendi es que hay dos en particular que tienen
una tradicién que las posicionan en un lugar muy privilegiado en
el mundo. Una se llama Christie’s International, fue fundada en
1766 y tiene su base en Londres, Inglaterra. La otra, Sotheby’s
Holdings, también tiene sus cuarteles generales en Londres pero
fue fundada 22 afios antes: en 1744. Escribo las antigiiedades para
mostrar qué garantias se buscan en operaciones de este tipo, y
ademds para resaltar que los ingleses han estado a la vanguardia
en este rubro desde hace siglos (asi como en las casas matrices de
las compaiiias de seguros mds importantes del mundo).

De todas formas voy a escribir sobre estas dos en particular
porque son las que tuvieron injerencia en el caso que quiero
comentar. De hecho, Hashiyama, el presidente de la comparfiia
japonesa, sabia que necesitaria alguna empresa de estas caracte-
risticas para garantizar la operacién y, por supuesto, este tipo de
coleccién lo ameritaba.
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Supongo que a esta altura usted estard preguntdndose lo que
me pregunté yo también: jcudnto cobran de comisién? ;Cudnto
cuestan los intermediarios? En estos casos, la comisién es de un
20 por ciento por los primeros 200.000 délares del precio final y
a partir de alli, un 12 por ciento.

Hasta acd, todo bien... sy? ;Por qué habria de estar escribien-
do todo esta introduccién? Es que en algin momento del pro-
ceso de venta, hubo que tomar una decisién: ja cudl de las dos
darle la coleccién para que se ocupara de buscar los compra-
dores y hacer la subasta? ;Qué método cree que la compaiiia
de Hashiyama eligié para decidir entre Christie’s y Sotheby’s?
Si, tal como figura en el titulo... decidieron usar ‘Piedra, Papel
o Tijera’. Increible, sno?... pero hay mds. No termina acd: siga
leyendo y vera.

Los periodistas del New York Times, de la BBC, del Wall Street
Journal y del Telegraph (por s6lo mencionar algunos) se comu-
nicaron telefénicamente con Hashiyama, quien les dijo que usar
‘Piedra, Papel o Tijera’ es un método muy frecuente en Japén.
Mids adn: “Algunas veces yo mismo uso este juego cuando no
tengo claro qué direccién tomar”.

Hashiyama le comenté a Brooks Barnes, periodista del Wall
Street Journal, que de esa forma la subastadora que perdiera el
caso, no tendria que explicarle nada a sus jefes; se habria debido
pura y exclusivamente al azar. Y asi fue.

El dltimo jueves de enero de 2005, fueron citados a una reu-
nién en el centro de Tokio un representante de cada una de las
dos compafiias subastadoras. El propio Hashiyama les dijo que
tenfan tiempo hasta el siguiente lunes para elegir ‘Piedra, Papel o
Tijera’. La que ganara en el encuentro de ese lunes, se quedaria
con todo el dinero de las comisiones.

La presidente de Christie’s en Jap6n, Kanae Ishibashi, cuando
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fue entrevistada por los periodistas ese fin de semana, se negé a
contar cudl seria su estrategia. El periodista del New York Times
Carlos Vogel escribié en su articulo del 29 de abril: “Ishibashi
no habld, pero sus colegas en Estados Unidos confesaron que
se pasé todo el fin de semana estudiando la psicologia del jue-
go, sobre todo de aquellos que lo juegan por internet y terminé
consultando con Nicholas Maclean, director del departamento
de Impresionismo y Arte Moderno de Christie’s. ;Por qué cuento
esto? Porque Maclean tenia dos hijas mellizas de 11 afios, Flora
y Alicia. Ellas terminaron siendo, como dice Vogel, las expertas
que buscaba Ishibashi. Ambas confesaron que lo jugaban prdcti-
camente todos los dias.

Y aqui viene la parte interesante (creo). Una de las mellizas
le dijo al padre: “Todo el mundo sabe que uno siempre empieza
con tijera. Es que piedra es demasiado obvio y tijera corta el pa-
pel”. Supongo que piedra es demasiado obvio porque una roca o
una piedra otorga una sensaciéon de mayor poder a quien la usa
que una tijera o un pedazo de papel. Entonces, si la mayoria
siente que jugando piedra tiene mds chances, entonces es posible
que el rival, analizando esto, decida jugar papel para envolver a la
piedra y ganar el tiro.

Flora no se detuvo en su andlisis: “Como en este juego ambos
participantes son principiantes yo creo que habria que jugar tije-
ra. Y dejame decirte algo mds: en el caso en que hubiera empate
yo seguirfa apostando por tijera”. Entre paréntesis, este tipo de
reflexiones no parece hecho por una personita de 11 afios pero
fijese que esto es lo que estd ocurriendo ahora con los nifios (si
es que no ocurria desde antes) y todos los aportes que hace la
“Teorfa de Juegos’ apuntan en esa direccidn.

A todo esto, la otra compaiifa, Sotheby’s, consulté también
con su propio experto en Impresionismo y Arte Moderno, Blake
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Koh. Blake dijo: “Este juego es puro azar y por lo tanto no hay
demasiado que pensar. No elegimos ningtin tipo de estrategia en
particular”.

Cuando llego el dia lunes, Ishibashi, una de las dos perso-
nas que representaria a Christie’s, coment6 que ella “rezd, llevé
algunos amuletos que suponia que le traerian buena fortuna y
esparci6 sal sobre la mesa” (simbolo o ritual de la ‘buena suerte’
en Japon).

Eon la reunién habia seis personas: dos de cada galeria y dos de
Maspro, los duefios de la coleccién. Los sentaron enfrentados en
una mesa larga y todos sabian que habria una modificacién en las
reglas habituales del juego. No habria seriales con las manos, ni
mimica ni voz para mostrar lo que habian decidido jugar durante
el fin de semana. No. Cada subastadora tendria que escribir en
un papel que se les habia entregado a esos efectos una de las tres
palabras: ‘piedra, papel o tijera’... jen japonés!

Cuando cada parte completo el formalismo, la ganadora fue
Christie’s. El aporte de Flora y Alicia no habia sido en vano: ‘la
tijera corté el papel’.

Algo mis: el cuadro de Cézanne, “Les grands arbres au Jas de
Bouffan” (“Los grandes drboles de Jas de Bouffan”, 1885-1887,
que retrata la famosa mansién en Aix-en-Provence donde Cézan-
ne vivié por mds de 40 afios), se vendié por mas de 16 millones
de délares cuando el precio que estimaba la propia compaiifa
japonesa era de doce®.

4. Originalmente, la propia compafifa japonesa le habfa comprado a
Sotheby’s el cuadro de Cézanne en 1996. En ese momento habia pagado
7.900.000 de délares. Hoy se sabe que el precio estd por encima de 16 mi-
llones. O sea, si la compra fue pensada como una inversién, a Maspro le fue
decididamente muy bien. Por otro lado, el cuadro de Picasso que se subastaba
fue pintado por el autor espaiiol en 1901 y se llama “Boulevard de Clichy”. Su
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Pero todo esto termina siendo irrelevante o anecdético. En
algin otro momento quiero comentar mds sobre la abundante
literatura que hay escrita (y se sigue escribiendo) alrededor de
este juego. El 21 de abril del afio pasado (2014), tres doctores en
fisica chinos (Zhijian Wang, Bin Xu y Hai-Jun Zhou) publicaron
un articulo’ fantdstico sobre cémo hacemos los humanos para
tomar decisiones miradas desde un punto de vista cientifico. Pero
mds alld del aporte de ellos, el estudio evidencia otro problema
que tenemos: no sabemos bien qué es el azar.

Por ejemplo, nos cuesta aceptar repeticiones y de hecho cree-
mos que porque salid siete veces seguidas el color ‘negro’ en algu-
na ruleta de un casino, entonces es mds probable que salga ‘colo-
rado’ ahora... porque le tiene que tocar. Pero eso serd para otro
momento. Por ahora me quedo satisfecho con exhibir un caso
(mds) en donde haber sabido usar una tijera en el momento ade-
cuado le permitié a una compaiia ganar mds de cuatro millones
de délares y mostrar la potencia que uno adquiere si es capaz de
usar la “Teoria de Juegos’.

Subnota

La literatura ubica en el siglo XVIII el origen del juego, segtin
lo que sefiala Douglas Walker, presidente de la Sociedad Mun-
dial de ‘Piedra, Papel o Tijera’. Increible que haya una asocia-

valor en ese momento se estimaba entre 1.800.000 y 2.500.000 de délares, en
tanto que el 6leo de Van Gogh salié con una base de 1.500.000 de la misma
moneda.

5. El articulo se llama “Social Cycling and Conditional Responses in the
Rock-Paper-Scissors Game” (http://arxiv.org/pdf/1404.5199v1.pdf) y la versién
en inglés fue publicada por la Universidad Cornell, en Estados Unidos.
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cién dedicada a este juego, ino es asi? La sociedad tiene su base
en Toronto, Canadd, y son ellos los primeros en publicar un li-
bro de 208 pdginas que se llama The Official Rock Paper Scissors
Strategy Guide, o sea, la Guia oficial para la estrategia de Piedra,
Papel o Tijera. De acuerdo con lo que alli se indica, jugar papel
es considerado como mds amigable y sutil. Por su parte, tijera es
mds agresivo y astuto, mientras que piedra es el ‘arma’ mds con-
servadora y se usa como ‘proteccién’. Créame: yo s6lo transcribo
lo que leo. No tengo opinién sobre el tema.

Por tltimo, los porcentajes que revela la guia: piedra, el 35,4%;
papel, el 35% vy tijera, 29,6%. No sé si le interesa apoyarse en los
porcentajes para jugar o para tomar decisiones, pero ésos son los
valores ‘oficiales’. Usted decide...
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Tongo

iQué titulo!, jno? Mds atin: la palabra ‘tongo’ hasta suena
pornografica. Pero no... no quiero hablar de pornografia. Me
explico. Las lineas que siguen estdn basadas en un articulo que
apareci6 en la edicién del 3 de octubre de 2014 en El Periddico
de Badalona, uno de los diarios espaiioles que se vende predomi-
nantemente en Catalufia®.

El titulo de la nota es: “Ola de acusaciones de tongo en el exa-
men de la policia de Badalona”. Puesto en esos términos, ya me
dieron ganas de leerla. Pero ademads, quien me advirtié del texto
fue mi querido amigo y matemadtico Carlos D’Andrea, profesor
en la Universidad de Barcelona. Carlos me escribié: “Adridn, leé
la nota y fijate cdmo la matemadtica les permitié a los acusadores
encontrar argumentos para sostener su posicion”.

Fiso hice y acd estoy. La historia —en resumen— es que habi-
da cuenta de las vacantes que se habian producido en la Guardia
Urbana de la ciudad (Badalona) se abrié un concurso de aspi-
rantes para llenarlas. La forma de seleccion incluia un examen

6. Badalona es una ciudad que estd a 12 kilometros al noreste de Barce-
lona, en Catalufia. El articulo original se puede encontrar en http://www.
elperiodico.com/es/noticias/barcelona/ola-acusaciones-tongo-examen-policia-

badalona-3569873
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de 90 preguntas. El puntaje maximo era de 20 (veinte) puntos.
Se presentaron 670 candidatos pero solamente 486 entregaron la
hoja con las respuestas.

De ellos, s6lo aprobaron 12 (doce). Como dice el diario, “has-
ta acd, nada anémalo”. Sigo. Lo notable es que seis de ellos lo-
graron notas significativamente mds altas que todo el resto. Aqui
quiero detenerme e invitarlo a que mire la Figura 1. Revise los
datos y piense lo que le sugieren a usted.

Resultados de la prueba tedrica
Distribucién de candidatos segun la nota. Calificacién de 0 a 20
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EL 81,5% estd en esta franja de notas

Figura 1
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En vista de estos datos, uno de los denunciantes analizé esta-
disticamente los 486 resultados y para ello usé lo que se conoce
con el nombre de la campana de Gauss. ;Qué quiere decir esto?
No me abandone ahora que la idea es muy sencilla. Solamente
me voy a referir a este ejemplo particular, el del examen.

Como el puntaje minimo era cero (obviamente) y el médximo
para quien contestara todo bien era 20, se agrupan los exdmenes
que obtuvieron notas entre 0 y 1, los que sacaron entre 1y 2, los
que lograron entre 2 y 3... y asi siguiendo, hasta que el dltimo
segmento corresponde a las notas entre 19 y 20. Una vez hecha
esa division, se suma el nimero de exdimenes que obtuvieron
esos puntajes y se coloca una ‘franja’ (como se ve en la Figura 1)
en donde la altura representa esa cifra. Por ejemplo, el nidmero
70, que aparece arriba del segmento que va entre 5 y 6, indica
que hubo 70 exdmenes con esas notas. Justamente, las alturas
van marcando las distintas concentraciones que se produjeron.

Con la misma idea, fijese que el ndimero 95 corresponde a las
personas que obtuvieron entre 6y 7, y lo interesante es que alli se
concentrd el nimero méximo de exdmenes.

Si usted mira lo que sucede a los dos costados de esa franja,
aparecen los nimeros 70 y 73 que corresponden al nimero de
exdmenes que obtuvieron entre 5y 6, y los que sacaron entre 7
y 8. A medida que uno se va alejando hacia los dos extremos, las
alturas disminuyen, lo que indica que son menos las personas a
quienes les fue cada vez peor o cada vez mejor.

Si uno tuviera que trazar una curva verfa que va tomando la
forma de una campana. Este tipo de andlisis y de distribucion fue
detectado por Gauss, de alli que reciba el nombre de ‘campana
de Gauss’. A pesar de que yo lo diga ‘como al pasar’, todo el desa-
rrollo que hizo quien es considerado El Principe de la Matemd-
tica merece otro tipo de atencién, pero no es éste ni el lugar ni
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el momento. De todas formas, créame que vale la pena dedicar
algtin tiempo para leer sobre la vida de esta persona increible.

Me apuro a escribir que no todo en la vida tiene una distri-
bucion normal o admite una campana de Gauss como descrip-
cién del fenémeno, pero si usted quiere pensar en otros ejemplos,
imagine las alturas de las personas que viven en una ciudad, o la
distribucién que se obtendria si uno analizara los kilogramos que
pesa cada uno. En el caso de las alturas, supongo que la mayor
concentracién de personas estard arriba de los que miden entre
160y 170 centimetros, asi como la de los pesos deberia estar por
encima de los que varian entre 60 y 70 kilos. Siguiendo con estos
ejemplos, los que miden menos de 130 centimetros o mds de dos
metros figurardn a ambos costados ya que serdn muchos menos,
y los que pesan 30 kilos 0 150, también.

Pero quiero volver al ejemplo. Como escribi antes, en el gréi-
fico que aparecié en el diario de Badalona sélo se reflejan los
datos de 486 personas que fueron quienes entregaron la prueba.
Es facil descubrir la forma de campana que tiene la distribucién
de las notas. Si uno suma el ndimero de personas que obtuvieron
entre 4y 10 obtiene 397 (ya que 60 + 70 + 95 + 73 + 55 + 44 =
397), lo que representa casi el 82% de los casos evaluados.

Sin embargo, como usted advierte, el mismo gréfico tiene una
‘curiosidad’ afiadida: sobre el sector derecho, aparecen seis perso-
nas que obtuvieron entre 17 y 19 (nadie sacé el puntaje ideal). Y
ésa es una anomalia a la que habia que prestarle atencion.

Entusiasmados por el descubrimiento, un grupo de los que
rindieron el examen buscé los antecedentes de las personas que
‘sobresalieron’. Los periodistas del diario los ayudaron y conclu-
yeron que de los seis, dos son hijos de dos de los actuales escol-
tas personales del alcalde de la ciudad y otros tres son hijos de
agentes de la Guardia Urbana. Hasta este momento no pudieron
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encontrar ningin parentesco que invitara a la sospecha sobre el
sexto aspirante.

Una vez que tuvieron estas herramientas, analizaron el exa-
men desde otro lugar. La persona que obtuvo el puntaje mayor
contesté 82 preguntas correctamente, se equivocé en dos y dejé
seis en blanco, y el que mds se equivocé de los seis también
respondié bien 82, se equivocé en siete y no contesté una. Jus-
tamente estos seis casos invitaban a sospechar la existencia de
algiin tipo de anomalia. Eso los llevé a investigar algunas pre-
guntas y cuestionarse cémo podia ser posible que algunos pu-
dieran contestarlas sin despertar la sospecha de ‘tongo’. Uno de
los acusadores declaré: “Algunas preguntas eran imposibles de
responder”. Por ejemplo, una de ellas pedia contestar cudl es el
porcentaje de desocupacion juvenil que hay en Europa de acuerdo
con lo que publicé la edicién digital del diario El Pais (77?). 'Te-
niendo en cuenta que el examen fue en septiembre y esa nota
habia salido en el diario en marzo, la pregunta parece —para ser
generosos— muy ‘tara’. Lo curioso es que no se pide el dato de la
desocupacion, sino el dato publicado por la edicion digital de un
diario. Otra: “;Cudl es la forma politica de Jap6n?”. Como dicen
los periodistas del diario de Badalona, parece una pregunta ex-
trafia para hacerle a alguien que pretende ser agente de la policia
municipal de Badalona.

A esta altura —supongo que como a usted —, el problema que
hay en Badalona dej6 de interesarme, pero si querfa remarcar
c6mo la matemdtica vino en socorro de aquellos que sospecha-
ban que habia habido ‘tongo’ o ‘fraude’, o que alguien pasé los
datos sobre 82 de las 90 preguntas, y que, curiosamente, cinco
de los seis afortunados tenian una relaciéon de parentesco con
autoridades locales: jtoda una casualidad!
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El bar antisocial

Conozco mucha gente que estd interesada en que publique
tantos problemas como pueda en donde haya una suerte de
desafio. La idea es tener que pensar o, mejor dicho, tener ‘algo
para pensar’. Siempre es posible agregarle una motivacién ‘ex-
tra’, por ejemplo, que el problema haya sido propuesto en algu-
na entrevista de trabajo en donde se intenta medir la capacidad
de adaptacion a nuevas situaciones por parte de la candidata (o
candidato). Pero tengo algo mds para decir: cuando la compaifa
interesada en la contratacién es o bien Apple o bien Google, por
poner dos de los ejemplos mds rutilantes, entonces el problema
adquiere una dimensién distinta.

De eso se trata el que voy a proponer ahora. Verd que tiene
un enunciado muy sencillo. Si estuviera junto a usted en este
momento, le pediria que lo leyera y, salvo que tuviera tiempo
ahora mismo, se lo llevara y se dedicara a usted misma/mismo la
oportunidad de disfrutarlo cuando pudiera. Es un problema pre-
cioso y la solucién (que yo conozco) estd al alcance de todos, estd
‘aht’, lista para ser deducida. No se lo pierda, téngame confianza.
Acd voy.

Suponga que usted entra en un bar. En la barra hay 25 asien-
tos, puestos en una hilera o fila (como se ve en la Figura 1).
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Figura 1

La curiosidad es que todos los clientes que tiene el bar (y que
ha tenido histéricamente) son antisociables. ;Qué quiero decir?
Cada vez que alguien viene al bar, mira cudles de los 25 asientos
estdn disponibles y sigue la siguiente regla (no escrita) pero que
todos cumplen: si todos los asientos estdn vacios, se sienta en
cualquier parte; pero si hay alguno o algunos ocupados, se sienta
dejando la mdxima distancia posible con los otros clientes. En
particular, nadie se sienta ‘al lado de nadie’, en el sentido de que
si alguien entra y advierte que para sentarse deberd tener algin
vecino, entonces ‘pega media vuelta’ y se va.

Algo miés que transforma esta escena en algo bizarro: el bar-
man, si pudiera, trataria de que, aun siguiendo la regla que se
autoimpusieron, siempre hubiera la mayor cantidad de clientes
posible.

Ahora tengo una pregunta para usted: si el barman pudiera
determinar adénde sentar al primer cliente, ;qué lugar deberfa
elegir para que poder alcanzar el maximo posible de clientes? Es
decir, jcudl deberia ser la estrategia del barman de manera tal
que los clientes ocupen la mayor cantidad de lugares?

Como usted ve, el enunciado del problema es ciertamente
sencillo. ;Por qué habrian de elegir Google o Apple plantear si-
tuaciones de este tipo? Si yo tuviera que dar una respuesta diria
que se valora muchisimo la capacidad de elaborar o establecer
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estrategias. No se mide el ‘volumen de conocimiento’ sino la ‘ca-
. L] ¢ . : > ¢
pacidad creativa’, la ‘capacidad para inventar’, para ‘correrse de
los lugares comunes’.
Ahora si, la/lo dejo a usted con usted misma/mismo.

Una forma de pensar el problema

Me pongo en su lugar y me imagino que usted advierte que
la solucién al problema es lograr que se sienten como aparece
en la dltima fila de la Figura 2. Es decir, uno deberia lograr que
los clientes se ubiquen en todos los asientos que tienen un nii-
mero impar, dejando vacios los pares. De esta forma, se puede
llegar al mdximo de trece personas. No puede haber mds, porque
cualquier otro que quisiera ocupar un lugar terminaria tenien-
do algtn vecino, lo que estd expresamente prohibido. ;Qué dice
esto entonces? Que el mdximo posible de personas es trece y que
tienen que estar distribuidas de esa forma.

Conocemos entonces la distribucién final, si, pero jcémo la
logramos? Es decir, jec6mo llegamos hasta ella?

Sigame por acd: suponga que llega el primer cliente cuando
el bar estd vacio. ;Dénde se sienta? Digamos que elige una de las
dos puntas: el asiento #1 o el #25 es lo mismo: todo es simétrico
en este contexto. El primer cliente se sent6 en #1 y llega otra
persona. Para seguir con la regla, tiene que sentarse en #25. De
esa forma estard lo mds alejada posible del #1. Hasta acd, todo
bien. Llega un tercer cliente. Una vez mds, para seguir con la
regla y elegir un lugar que sea lo mds alejado posible de los otros
dos, debe sentarse en el lugar #13. De esta forma, hay 12 asientos
vacios hacia el lado en donde estd sentado el #1 y también 12
asientos vacios hacia el lado en donde estd sentado el #25.
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Cuando llegue un cuarto cliente, verd que estdn ocupados el
#1, #13 y #25. Acd hay un par de posibilidades: o bien se sienta
en #7 o en #19. En cualquier caso, si elige #7, cuando venga el
siguiente se sentard en #19 (y viceversa). O sea, podemos supo-
ner que estdn ocupados: #1, #7, #13, #19 y #25.

Pero ahora se plantea un problema que no habiamos previsto.
Recuerde que queremos llegar a que en el final se ocupen todos
los asientos impares y que los pares queden todos libres. Fijese
lo que pasa: cuando llegue el sexto cliente, s;dénde se sienta?
El espacio que queda entre los cinco que ya estdn ocupados es
siempre el mismo: seis asientos. Por lo tanto, el préximo cliente
deberfa sentarse en #4, #10, #16 o #22. No importa cudl de los
cuatro, pero como usted advierte son todos pares. Mmmm... jy
entonces?

Luego deducimos que no podemos empezar haciendo sentar
al primero en el asiento #1 o en el #25, porque al seguir la regla
llegamos en pocos pasos a tener que ubicar clientes en asientos
pares. ;Qué hacer? ;Habrd alguna forma de comenzar de mane-
ra tal que, al final, la configuracién quede con todos los impares
ocupados y los pares libres?

Acd es donde me gustarfa volver a dejarla/dejarlo para que
usted piense por su cuenta. Es que aparecié una situacién que no
habiamos considerado: para llegar a la distribucién ideal, es ne-
cesario empezar en alguna parte y seguir con la regla establecida.
Esto implica decidir donde ubicar al primer cliente. A partir de
alli, todo lo demds es directo, pero elegir el asiento del primero
es determinante.

Si me permite una sugerencia: empiece ‘de atrds hacia ade-
lante’. Es decir, usted (y yo) sabemos cudl tiene que ser la confi-
guracién final. Empiece desde alli, y evalie qué pasos tuvieron
que darse para lograrlo.
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Por ejemplo, si al final hubo alguien sentado en el #3, es por-
que antes tuvo que haber dos personas ocupando #1 y #5. Esta
es la tinica forma de poder ocupar el #3. ;Y como puede ser que
haya alguien que pudo sentarse en el #5? Los asientos #1 y #9
debieron estar ocupados en algtn paso anterior. Esto me fuerza
a seguir con las preguntas: ;como hacer para que alguien tuviera
que sentarse en #9? Para eso, dos personas debieron estar ocu-
pando #1 y #17.

Y acd aparece un problema que no tuvimos antes. ;Cudl? Para
que alguien haya tenido que ocupar el #17, habia gente en #1
y #33. Todo bien, pero... ino existe el asiento #33! ;FEntonces?
En este punto pareciera que hemos llegado a un problema sin
solucién. ;Cémo lograr que el asiento #17 esté ocupado? ;Se le
ocurre algo?

Recuerde cudl era la pregunta original del problema. El bar-
man... si, el barman era quien tenfa que tomar la decisién sobre
dénde ubicar a la primera persona. Justamente acd es donde ha
llegado el momento en el que €l debe intervenir: invitard a la
primera persona que llega a sentarse en el lugar #17. Como en el
bar no hay nadie, hay total libertad de elegir dénde sentarse sin
violar la regla (no escrita). ;Comprobamos juntos que funciona?

Veamos. El primero ocupa el lugar #17. El segundo (como
se ve en la Figura 2) se sienta lo mds alejado de él o de ella que
le es posible y, para eso, tiene que ocupar el #1. El cliente que
sigue puede elegir sentarse en #9 o en #25. Los dos dejarian sie-
te asientos vacios. Digamos que elige el #25. Cuando llegue el
proximo, tendrd que sentarse en #9. Los siguientes ocuparén (ve-
rifiquelo usted, por favor) #5, #13 y #21. Cada uno de ellos tiene
tres asientos vacios respecto del vecino.

Y al final, los siguientes seis clientes deberdn ocupar los tnicos

lugares que no tengan ningtn vecino: #3, #7, #11, #15, #19 y #23.
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Figura 2

Moraleja

Me quiero apurar a escribir que el barman pudo haber elegi-
do #9 en lugar del #17 y todo hubiera funcionado igual de bien.
La simetria que tiene el problema asi lo permite.

Pero no quiero terminar sin hacer una observaciéon mis: ela-
borar una estrategia para llegar a un determinado destino es algo
no menor. No siempre es fcil, no siempre es posible. Pero el
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espiritu investigador, el entrenamiento que requiere, permite dis-
tinguir a aquellas personas que disfrutan del placer de pensar.
No hay férmulas mdgicas ni caminos directos o que sean siempre
conducentes. Pero el placer de tener un problema no resuelto
en la cabeza es una asignatura pendiente en nuestros colegios y
escuelas. Permitdimonos que algo no nos salga. No pasa nadal
Es bueno saber frustrarse y aprender a tener paciencia y a ‘jugar
en equipo’. Lo que no se le ocurre a una, se le ocurre a otro y,
entre todos, es posible que podamos resolver el problema. No sé
si servird para trabajar en Google o en Apple o en Microsoft, pero
seguro que mejora nuestra calidad de vida.
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La cooperacion

(Cuidn dispuestos estamos a cooperar? ;Cudn generosos so-
mos? ;Hay alguna forma de medirlo?

Para aquellos que gozamos del privilegio de tener casa propia,
trabajo, salud, educacion, ropa, independencia... hay ciertos te-
mas que parecen no figurar en la agenda. Quizd suceda porque
los adultos, a partir de un cierto momento, no necesitamos tener
que dar mds explicaciones. La propiedad privada, ser el duerio de
algo, genera una necesidad de defender el objeto, algo adquirido
es un bien que debe ser protegido.

Pero al vivir en comunidad, al coexistir con otro grupo de per-
sonas, o mejor dicho, al coexistir con personas, asi ‘a secas’, apa-
recen los bienes comunes, los bienes de los cuales somos todos
un poco duefios. Y esos bienes también hay que cuidarlos, pero
empiezan a aparecer distintos grados de compromiso. En todo
caso, lo que no hago yo lo deberfa hacer otro, o el otro. Y puede
que ahora yo no tenga tiempo o no tenga ganas o sencillamente,
no me interese.

Quiero poner un ejemplo que vivi hace muchisimos afios. No
estoy seguro de que el caso sea pertinente al tema que estoy de-
sarrollando acd, pero me tropecé con €l en mi cabeza en los dlti-
mos dias varias veces, y pensé que debia compartirlo. No es nada
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espectacular ni tan valioso como para merecer tanto predambulo,
pero si sé que en su momento me impacté mucho. Puede que
hayan pasado ya 35 afios, quizd mds. No importa, jcasi cuatro
décadas!

Durante mucho tiempo comparti una oficina en el segundo
piso de lo que para mi/nosotros era ‘la facultad’: Exactas, UBA.
Pasamos muchos mateméticos por esas oficinas, pero en parti-
cular quiero hacer referencia a tres: Néstor Bicari, con quien
escribimos nuestra tesis de doctorado alld por el afio 1979; Alicia
Dickenstein y Carmen Sessa, quienes también escribieron sus
respectivas tesis de doctorado en el mismo ambiente. Los cuatro
tuvimos el mismo director: el increible Miguel Herrera, fallecido
muy prematuramente pero quien nos guié a todos hasta la ‘tierra
prometida’. Me desvié.

Fisa oficina era pintada cada tanto por personal de maestran-
za de la facultad. Nunca hubo mayores diferencias entre noso-
tros: docentes, pintores, plomeros, electricistas, secretarias, los
que imprimian las listas de problemas que los alumnos debian
resolver en los trabajos practicos, o los textos... en fin... todos.
Esa porcién del segundo piso era de todos nosotros, nuestro lugar
comun, nuestro habitat.

Desayundbamos, estudidbamos y trabajdbamos juntos, ddba-
mos clases en las mismas aulas que otros limpiaban y cuidaban,
almorzdbamos en el mismo lugar, jugdbamos al fitbol o comia-
mos asado en el mismo lugar (cuando era pertinente) y, de al-
guna manera, formdbamos una familia. Algunos mads distantes,
otros mds cercanos. Nada diferente de lo que podria estar pasin-
dole (o le pasd) a usted.

Nuestra oficina, con paredes amarillas pintadas de la misma
forma y un pizarrén verde, la habitdbamos no sélo los profesores,
docentes auxiliares, sino que también venian alumnos. Todos los
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dfas. Golpeaban la misma puerta, que tenia nuestros nombres es-
critos a mano o impresos en una de esas mdquinas que imprimian
letras de a una mientras la cinta seguia corriendo... ‘La oficina’ o
‘el cuartito’ de Carmen, Alicia, Quiquin y Adridn era el lugar de
encuentro.

Poca luz y, la mayoria de las veces, artificial. Mucho frio y a
la vez mucho calor. De todo. Bafios en condiciones dificiles, los
de las mujeres mejor cuidados, los de los hombres sin tabla para
el inodoro, pero... era nuestro bario... el de todos. Alli viviamos.

Antes se fumaba mucho y, como los cuartitos eran pequefios,
el olor a cigarrillo impregnaba todo. Por mas que quiero, no pue-
do llegar a la historia que intento contar, que va a ser tan menor
comparada con lo que acabo de escribir que tengo la tentacién
de abandonarla y dejar este contexto tal como estd... pero no,
quiero recordarlo igual.

Un dia, uno de los alumnos entré para hacer la revisién de su
examen. Algo habitual. Se generaba una larga cola de alumnos
que esperaban hacer su revisién, que los docentes volviéramos
a mirar lo que habiamos corregido. La mayoria de ellos querian
disputar el puntaje que los docentes habiamos usado para califi-
car el tal examen o, en todo caso, discutir nuestro punto de vista.

Por supuesto, siempre habia alguno que habia sacado ocho
o nueve, pero querfa diez. Aunque la mayoria la formaban los
otros, los que habfan sacado uno, o dos y, obviamente, querian
un cuatro... o mas.

Muchisimos de ellos lo merecian y deploro recordar esos mo-
mentos, porque tratar de ser justo es una tarea ‘casi’ imposible...
Mejor dicho, ‘tratar de ser justo’, no, pero ‘ser justo’, si. Y la sensa-
ci6n de discusion entre quien siente que merecié mdsy el docen-
te, que o bien no quiere revisar y exponerse vulnerable, o bien lo
invade la tentacion de ver c6mo se producen los ‘sometimientos’
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por un lado y los “abusos de poder” por el otro, s6lo me genera un
gran dolor de estémago... adn hoy.

Siempre lamenté esos momentos, momentos de ‘tira y afloje’
que son tan tristes, desde ambos lados... no crea que me exclu-
yo. Siempre tendia a ceder, salvo que fuera muy obvio que no
habia error nuestro, de los docentes; pero cuando algin tipo de
interpretacion podia favorecer al alumno, histéricamente quise
ponerme del lado de €l (o de ella). Como usted imagina, me es
mucho mds cémodo situarme hoy alli, porque me deja mejor
parado conmigo mismo. ;Habrd sido realmente asi? O mejor:
shabré sido realmente asi? ;O fue nada mds que mi percepcién?
No sé. Pero ya estoy llegando... o mejor dicho, llegué.

Un dfa entra un alumno a discutir su nota. Fumaba. Mucho.
Y estaba muy tenso, muy nervioso. Estdbamos cerca de la venta-
na, al lado del pizarrén. Me ofrece sus argumentos y yo le devuel-
vo el examen, después de revisarlo, diciéndole que crefa que ¢l
estaba equivocado, que la correccién estaba bien y que no podia
modificar la nota.

El, parado ahora decididamente al lado del pizarrén, tomé
nuevamente el examen y empez6 a leer la hoja en cuestion. Puso
su espalda contra la pared, para no tener que hacer fuerza con
su cuerpo y, en ese momento, doblé la rodilla derecha y apoyé
el zapato en la pared mientras tiraba las cenizas de su cigarrillo
en el piso.

Aqui me quiero detener. Es obvio que no recuerdo su nombre,
ni siquiera su cara. Sélo sé que me quedé mirdndolo de la cintura
para abajo, sabiendo que ni bien se retirara de la pared habria
una huella inscripta: el zapato quedaria registrado. No hablemos
de las cenizas porque a los efectos de esta historia es irrelevante,
pero la huella del zapato... no... la huella quedé marcada en la
pared amarilla. ‘Eso si que no. Ese fue mi limite.

60



Lo interrumpfi'y le dije: “sVos hacés esto en tu casa?”. Me mir6
sorprendido porque no entendia bien lo que le estaba diciendo.

“Si7, segui yo, “vos, sprocedés de esa forma en tu habitacién o
en la cocina o en el living de tu casa?”

Seguia sin entenderme, hasta que le dije que se corriera de
donde estaba. Se movié un poco y por supuesto, tuvo que sacar
el pie (y el zapato). Yo sabia lo que habia abajo y le mostré inme-
diatamente la huella. Ya no habia mds sorpresa, ahora ya habia
entendido.

(Cudntas veces obramos asi? Y no me refiero a ustedes, sino a
nosotros. ;Cudntas veces POR DIA somos desatentos y desconsi-
derados con lo ‘nuestro’, lo que es de ‘todos’ por lo que termina
no siendo de ‘nadie’?

Aqui es donde yo deberia detener lo que estoy escribiendo y
darle tiempo para que usted, si tiene ganas, reflexione sobre mi
ejemplo. Como habri advertido no tiene tanto valor en si mis-
mo, salvo... salvo... que a usted la/lo haya llevado a buscar sus
propios ejemplos, aquellos que involucran a otros que estdn cerca
suyo, pero a usted también.

Un paso mds

Fn el ano 1984, 1a revista Science 84 intent6 pulsar cudn ‘bue-
nos’ o ‘solidarios’ somos. No es ficil, obvio. Y trat6 de hacerlo de
la siguiente forma. En el ndmero que correspondia a la edicién
de octubre de ese afio, sus lectores fueron invitados a enviar un
sobre a la editorial que contuviera un papel con uno de estos dos
nimeros escritos: 20 o 100. Si el lector que habia mandado el
sobre habfa escrito 20, la revista le mandaria a su casa un cheque
por 20 délares. Ein cambio, si habia escrito 100, habria de recibir
un cheque con 100 délares.
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A esta altura usted debe estar pensando lo mismo que pensé
yo: Jquién, en su sano juicio, habria de escribir el nimero 20?

Bien. Es que no me dio tiempo de terminar las condiciones del
problema: cada lector tenia la libertad de escribir cualquiera de los
dos nimeros, pero, si entre todos los lectores que mandaban sobres,
el 20% o mds habia escrito el ntimero 100, entonces nadie recibiria
nada. Para que cada uno recibiera un cheque con el importe equi-
valente al niimero que habia escrito, los sobres con el nimero 100
debian ser estrictamente menos del 20% de total enviado.

Ahora se advierte que las condiciones eran diferentes. ;Qué
hacer?

En realidad, antes que siga con la historia, lo interesante serfa
plantearse qué habria hecho usted como lector de la revista o,
si prefiere trasladar la pregunta al acd y ahora: ;qué haria hoy
usted... o qué harfa yo: escribiria 20 o 100?

Lo que sucedié hace 30 afios es irrelevante. Mds atn: no tiene
nada que ver con nosotros ni con nuestra actualidad. Serd un caso més.

Sigo con la revista Science. Si todo el mundo hubiera enviado
un sobre con el ndmero 20, todos habrian recibido los 20 déla-
res. Y como dice William Poundstone, autor del libro” en donde
lei el caso, siempre hay lugar para que algunas personas se exhi-
ban como mds codiciosas (o desesperadas, agrego yo) y por eso
anoten el nimero 100.

De todas maneras, todos hubieran obtenido el equivalente en
délares de lo que habian anotado en la medida en que este gru-
po no fuera demasiado grande. Lo que sucede es que si mucha
gente quiere 100 y no estd dispuesta a ceder por el bien de todos,
entonces todo el mundo se queda con NADA.

7. William Poundstone, Prisoner’s Dilemma (“El dilema del prisionero”),
Anchor Books, Nueva York, 1992, p. 203.
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Al mismo tiempo, si son muchos quienes participan, el hecho
de que una persona escriba el nimero 100 no parece modificar
el resultado final y, por lo tanto, no deja demasiado lugar para la
culpa. Cada uno de ellos puede pensar: “No puede ser que mi
sobre, mi ndmero, mi voto sea tan significativo que altere lo que
les pase a todos. ;Yo escribo 100 y listo!”

Si uno se pusiera en la mente de quien va a escribir 100, po-
dria imaginar el siguiente razonamiento: “O bien la probabilidad
de que los que escriban 100 va a estar por debajo del 20% por
lo que mi sobre, mi niimero, no va a cambiar nada; o bien el
porcentaje va a ser mayor que el 20% y, en ese caso, mi voto, mi
opinién, TAMPOCO va a cambiar nada”.

Es decir, en la mente de quien piensa en forma individual, las
justificaciones y/o explicaciones son multiples... y todas valede-
ras (para ¢l o ella).

La editorial que publica la revista, la Asociacién Norteameri-
cana para el Avance de la Ciencia, buscé proteccién. Pensando
en que podia ser que debiera terminar pagando lo que prome-
tia, intenté convencer a una de las compaiiias aseguradoras mds
importantes del mundo: Lloyd’s, de Londres. Un periodista de
la revista, William F. Allman, ofrecié sus futuros sueldos como
colateral para garantizar el pago. Ninguno de los dos casos pros-
per6. Ni Lloyd’s acepté extender una péliza que le permitiera a la
revista recuperar el dinero en el caso de que su sospecha sobre la
generosidad de la sociedad en la que vivimos fuera equivocada,
ni Allman tuvo que aportar sus salarios. A tltimo momento, la re-
vista decidi6 hacer la misma encuesta pero solamente en forma
simbdlica, sin dinero involucrado. Claramente, esa decision cam-
bié todo. Por supuesto que los lectores supieron del cambio y ya,
el experimento como tal, dejé de tener valor (al menos para mi).

Los resultados fueron éstos: participaron 33.511 personas. De
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ellas, 21.753 pidieron $20 y 11.758 los temidos $100. Por lo tanto,
en términos de porcentaje, mds del 35% anoté el ndmero 1005,
Con los resultados a la vista, Science no hubiera tenido que pa-
gar nada! Pero claro, era demasiado tarde. Igualmente, el caso
termina siendo testimonial y provocador.

Aunque el resultado hubiera sido distinto, nada dirfa de lo que
nos sucederia a nosotros como sociedad ni entonces ni ahora.
Los ingleses son distintos de los argentinos y si no, basta ver lo
que hacemos nosotros en partidos de fitbol y la forma en la que
los jugadores nacidos en nuestras tierras viven simulando lo que
no pasa. Ya sé, ésa es otra historia... pero no esté tan seguro.

Quiero agregar algo mds que dijo en su momento Isaac Asi-
mov, uno de los escritores de ciencia ficciéon mds populares (y
prestigiosos) de la historia. Cuando se enteré de la encuesta, al
saber que no habria dinero involucrado, Asimov dijo: “A un lec-
tor usted le pide que anote 20 délares y él/ella mismo/a se vea
como buena persona o que anote 100 délares y se considere a si
mismo no tan bueno. ;Quién escribiria 100?”.

Eis obvio que no pretendo sacar ninguna conclusién con estas
lineas sino invitarla/lo a pensar. ;Cémo somos? ;Qué creemos
ser? ;Cudn buenos creemos que somos? ;Cudn generosos cree-
mos que somos? Supongo que se le ocurrirdn preguntas mejores.
Acd no termina nada... en todo caso, queda abierta la discusion.
Usted, ;qué piensa?

8. El total de lo que los lectores enviaron hubiera sumado 1.610.860 dé-
lares. Si todos hubieran anotado 20 en el sobre, la revista habria tenido que
invertir 670.200 ddlares. Por dltimo, el mdximo que habria tenido que pagar
en el caso en que estrictamente menos del 20% hubiera escrito 100 y el resto,

el nimero 20, habria llegado a 1.206.380.
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Los relojes de Juan Sabia

Juan Sabia es doctor en matematica. Ademds, escribe cuentos
para nifios. Es profesor en Exactas, UBA. Estd a cargo de varias
clases y cursos en el Ciclo Bdsico Comin. Pero por encima de
todo, Juan es una extraordinaria persona que disfruta ensefiando
y comunicando. Es un gusto ver la forma en la que se relacio-
na con sus alumnos: con pasién, con dedicacién, con interés.
Cuando uno escucha: “Uy, si yo hubiera tenido un profesor asi
en matematica todo hubiera sido distinto”... bueno, Juan es uno
de esos profesores. Juan es un profesor ‘asi’.

Juan (jqué bueno que se llame Juan, ;no?! Un nombre bien
comun para una persona que de comin no tiene nada), decia,
Juan es un enamorado de la matemadtica recreativa y, con el tiem-
po, se ha transformado en una inagotable fuente de problemas
para pensar. Acd quiero contar el dltimo que me envié. Tiene
un enunciado muy sencillo y no hace falta saber nada. Sélo hay
que tener ganas de pensar y de entretenerse en el camino. Voy a
reproducir —casi— textualmente lo que me escribid.

Tengo tres relojes. Uno es eléctrico de pared, con agujas que,
cuando hay un corte de energia eléctrica, se detiene. Cuando vuel-
ve la electricidad, vuelve a funcionar.
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Por otro lado, tengo un radio reloj que, a diferencia del eléctrico,
se detiene si hay un corte de energia y no vuelve a funcionar salvo
que yo lo vuelva a poner en hora. Si no, queda fijo en la dltima hora
que funciond.

Por dltimo, mi tercer reloj es el que estd en el horno microon-
das. Es un reloj digital que, cuando hay un corte de luz, deja de
funcionar pero cuando vuelve la electricidad arranca nuevamente
como si fuesen las 00.00 am.

Hechas las descripciones sobre los tres relojes acd va el pro-
blema.

Anoche, antes de acostarme estaban los tres relojes en hora. Sin
embargo, esta mafnana me desperté exactamente a las ocho y pude
observar lo siguiente:

a) El reloj de pared decia que eran las 7.45.
b) El radio reloj, que eran las 23.30.
c) El reloj del microondas, que eran las 8:00 am.

Si los tres relojes andan bien y se comportan de acuerdo con lo
establecido antes, jpuede ser esto cierto? Si la respuesta es que si,
(qué se puede deducir que pasé durante la noche?

Como advertird, no hay que ‘saber’ nada. Sélo se trata de ima-
ginar escenarios posibles y descubrir si las condiciones en las que
Juan dice haber encontrado los relojes a las ocho de la mafiana
son factibles... o no. Ahora le toca a usted.

66



Solucion

Una de las cosas interesantes que tiene este problema es que
uno estd acostumbrado a que, cuando le plantean algo para pen-
sar, la persona que hace la propuesta conoce la solucion. Es decir,
cuando uno estd en el colegio o incluso en la universidad, el
docente suele pedir que uno encuentre la solucién a algo, pero
uno asume que ella o él conoce la respuesta. Mds atin: uno pre-
supone que hay una respuesta.

La diferencia con el problema de los relojes es que uno no
sabe si el escenario que plantea Juan es posible o no, y eso ya
sitta la dificultad en un lugar distinto. No estamos muy acos-
tumbrados a pensar asi cuando nos educan. Sin embargo, en la
vida cotidiana, los problemas no vienen con un ‘cartel” que dice:
“Busque la solucién porque se sabe que existe”. Uno estd a cie-
gas: stiene o no tiene solucién? ;Vale la pena seguir buscando
porque uno sabe que la tendria que encontrar, o lo que hay que
hacer es pensar por qué el problema no puede tener respuesta?

Antes de avanzar, y como tantas otras veces, me apresuro a
escribir que si usted lee lo que sigue (y estd en todo su derecho
de hacerlo) se privard de disfrutar de pensar si el problema tiene
respuesta o no. Y aunque sea nada mds que por eso, ya habra va-
lido la pena haberle dedicado tiempo.

Ahora sigo con la respuesta. Pensemos juntos.

Como el radio reloj marcaba las 23.30, esto indica que la luz
se cort6 por primera vez a las once y media de la noche. Lo que
pasé después es irrelevante para este reloj porque ya no volveria
a funcionar mds.

Por otro lado, como el reloj digital indicaba las 8.00 am, y esto
coincidia con la hora verdadera, el dltimo corte de luz terminé
a las doce de la noche. La electricidad volvié exactamente a me-
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dianoche y no se corté nunca mds. Es por eso que el reloj digital
marcaba la hora verdadera.

La pregunta ahora es: ;qué pasé en la media hora que va entre
las once y media y las doce de la noche?

Hasta acd, el tnico dato que no usé es que el reloj eléctrico
marcaba las 7.45 am. O sea, estaba atrasado quince minutos res-
pecto de las ocho de la mafiana cuando Juan se despertoé.

(Coémo usar este dato? Escribo ahora algo que pudo haber
pasado y después saquemos juntos la conclusién final.

Fijese si estd de acuerdo con esta posibilidad. No digo que
haya pasado exactamente esto, pero piense conmigo si es un po-
sible escenario:

a) Laluz se cort6 por primera vez a las 23.30. Esto ya lo sabia-
mos. Los tres relojes dejaron de funcionar, obviamente.

b) El radio reloj no funcionard nunca mds, independiente-
mente de lo que suceda de acd en adelante. Quedard mar-
cando esa hora: las 23.30.

¢) El reloj eléctrico queda también con sus agujas indicando
las once y media (de la noche). En cambio, el reloj del
horno microondas estd apagado. No marca nada.

d) A los efectos de sugerirle una idea, supongamos que la luz
volvié a las 23.40 y se corté a las 23.55 otra vez. O sea, hubo
luz durante 15 minutos y después se corté de nuevo.

e) ;Oué hora marcaba el reloj eléctrico cuando se corté la luz
por segunda vez? (piénselo usted). Sigo: el reloj eléctrico
marcaba las 23.45. ;Por qué? Porque como hubo luz por 15
minutos (de 23.40 a 23.55), entonces, partiendo desde las
23.30 (como habfan quedado las agujas cuando se corté la
luz por primera vez), el reloj eléctrico llega hasta las 23.45.
Allf 1a luz se corta otra vez.
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f) El reloj digital habia reanudado su marcha otra vez desde
00:00 a las 23:40 y llega a marcar 00.15 (ya que funcioné
nada més que 15 minutos). A las 23.55 se vuelve a apagar.

g) Elradio reloj nunca mds volveria a funcionar por lo que en
esos 15 minutos siguié marcando las 23.30.

h) Ahora, el paso final. Supongamos ahora que el segundo
corte duré 5 minutos. La luz estuvo interrumpida entre
23.55y 24.00 (o las cero horas del dia siguiente). Cuando
vuelve la luz, el reloj digital empieza a funcionar desde
00.00 y a las ocho de la mafiana exhibe la hora correcta.

i) El radio reloj no produce modificaciones: sigue detenido
en las 23.30 (como ya sabiamos).

j) Por tltimo, el reloj eléctrico, que a las 23.55 mostraba las
23.45, arranca a la medianoche y funciona ininterrum-
pidamente por ocho horas. Pero como empezé desde las
23.45, ocho horas mds tardes, muestra 7.45 am.

(Cudl es la conclusién? El ejemplo que yo puse es —obvia-
mente — arbitrario. En todo caso, sirve para mostrar que el esce-
nario que estd planteado en el problema jes posible!

Ahora bien: el caso que yo planteé ses lo dnico que pudo ha-
ber pasado?

Respuesta (que espero que saque usted): jPor supuesto que
no! Pudieron haber pasado muchisimas otras cosas, muchisimas
otras variantes. La luz pudo haberse cortado muchisimas veces
en esa media hora, pero seguro tuvo que haber habido electrici-
dad exactamente quince minutos. Eso si que es no negociable,
porque el reloj eléctrico solamente funcioné quince minutos’.

9. Cuando Carlos D’Andrea ley6 el problema, me escribié lo siguiente
(que quiero compartir): “Una de las cosas que transforma en ‘interesante’ a
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El nimero de veces que se cort6 la luz, las horas exactas en lo
que eso sucedid, termina siendo irrelevante. Lo tinico que impor-
ta es que hubo electricidad durante exactamente quince minutos
en esa media hora.

Y eso termina por resolver el problema. Espero que usted
coincida conmigo en que es un problema precioso que no re-
quiere de saber nada. Sélo se traté de pensar. ;No era ésa la idea?
Y una vez mds, todo esto que hicimos antes es hacer matemadtica.

Eso si y como final, quiero cambiar el ‘asi” por ‘Juan’ en la
frase que escribi al comienzo. Ahora hay que leer: “Uy, si yo hu-
biera tenido un profesor como Juan en matemitica, todo hubiera

sido distinto”. Agrego yo: “Verdad”.

este problema, es que hay varias soluciones posibles. Eso es algo a lo que
incluso los que hacemos matemética no estamos acostumbrados. Yo veo que
pasa mucho en los exdmenes con los alumnos, que siempre buscan ‘la’ solu-
ci6én, a menos que les indique que habrd mds de una...”.
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Autitos'®

Tengo un problema interesantisimo para plantearle. En gene-
ral, este tipo de problemas parecen no estar ligados con la mate-
madtica pero, en realidad, forman una parte central de su estruc-
tura. Me apuro a escribir que es entretenido, divertido, accesible
y tiene el atractivo extra de que yo le voy a dar una parte de la
solucién. Si me permite sugerirle algo, no trate de resolverlo in-
mediatamente. Permitase pensarlo durante un tiempo. No hay
apuro. Mds atin: si usted logra describir ‘alguna’ estrategia, no
importa si es la 6ptima, verd que se va a sentir muy bien.

Por otro lado, en la vida cotidiana, uno tiene pocas oportuni-
dades de resolver este tipo de problemas y, cuando se enfrenta
con uno de ellos, pareciera que uno estd ‘jugando’ o ‘perdien-
do el tiempo’. En realidad, no sélo no es asi, sino que es una
verdadera ldstima que se interpreten de esa forma. Pensarlos (y
resolverlos) es ‘hacer matemidtica’ y, en el mundo que vivimos
hoy, las personas capaces de disefiar soluciones a este tipo de
problemas son fuertemente valoradas y muy buscadas en el mer-
cado laboral.

10. Este problema lo conoci a través de Juan Pablo Pinasco. Lo propuse en

varias escuelas publicas del pais y también el 25 de octubre en una reunién
en Tecnépolis.
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Bueno, basta de prolegémenos. Acd voy.

Suponga que usted tiene 25 autitos de carrera. Necesita selec-
cionar los tres mds rdpidos. Tiene una pista para hacerlos correr
pero no tiene cronémetro. Eso no seria un problema si usted
pudiera hacerlos correr a todos al mismo tiempo. Bastaria con
hacerlos dar vueltas a una pista (digamos diez vueltas) y quedarse
con los tres que llegaran primeros. Pero aqui aparece la primera
dificultad: la pista s6lo ‘tolera’ cinco autitos por carrera. Es decir,
no puede haber mds de cinco autos por vez.

Y acd llega el punto critico. Uno podria preguntarse: jcudntas
carreras tienen que correr para poder encontrar los tres mds rapi-
dos? Si uno tuviera tiempo y recursos ilimitados, estoy seguro de
que usted podria disefiar multiples alternativas para determinar
los tres mds rdpidos, pero jqué pasaria si yo le dijera que solamen-
te puede usar la pista siete veces? Como usted advierte, ahora el
problema adquiere otra dimensién. ;Cémo hacer? ;Cémo elegir
los autitos que tienen que correr esas siete carreras?

Resumo: uno tiene 25 autitos, una pista para hacerlos dar vuel-
tas. Solamente se permiten cinco autos por carrera. No hay un
cronémetro para determinar los tiempos. Todo lo que se puede
hacer al terminar una carrera, es ordenarlos por orden de llega-
da. Se trata entonces de elegir los tres mds rapidos usando nada
mds que siete carreras.

Como se ve, el problema consiste en disefiar una estrategia
para seleccionar los autitos para cada carrera. Esa es la parte que
le corresponde a usted. Yo ya lo ‘ayudé” cuando le dije que con
siete carreras alcanza. Ahora se queda con la chance de pensar.
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Solucion

Yo voy a proponer una estrategia posible. Estoy seguro de que
debe haber otras. En todo caso, si usted encontré alguna, fijese si
coincide con la que figura a continuacién. Si asi no fuere, nadie
dice que la suya sea ni peor ni mejor que la mfa. Serdn dos formas
diferentes de resolver el mismo problema.

Las primeras cinco carreras servirdn para determinar ‘algin’
orden entre los 25 autitos. Digamos que terminar ordenados asf:

Al, A2, A3, A4, A5
(donde Al es el més rdpido y A5 el mds lento entre estos cinco).

De la misma forma, se obtienen estos otros resultados:

B1, B2, B3, B4, BS
Cl1,C2,C3,C4, C5
D1, D2, D3, D4, D5
Fl, E2,E3, 4 E5

Antes de avanzar, fijese que estas carreras sélo determinan un
orden entre los cinco que estaban en la pista, pero no se puede
sacar ninguna conclusién si uno los mezclara. ;Qué quiero decir
con esto? Es que el auto C5 pudo haber sido el mds lento cuando
se enfrent6 con Cl, C2, C3 y C4; pero quizds hubiera sido el
mds rdpido si lo hubiera hecho correr con Al, A2, A3 y A4.

Entonces ahora, para la sexta carrera, voy a tratar de relacio-
nar a todos los competidores de alguna forma. Para eso, hago
correr a los ganadores de las cinco carreras: Al, B1, C1, D1y E1.

Supongamos, que éste fue el resultado de esa competencia:
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Al,B1,C1,D1yEL

;Oué conclusiones se pueden sacar de estas seis carreras? Este
serfa el momento en el que usted, si lleg hasta acd, deberia dete-
nerse y pensar qué hacer para poder concluir cudles son los tres
mds rdpidos —entre los 25—, pero ahora jsolamente nos queda
una carrera para realizar! Yo sigo, pero le sugeriria que no lea lo
que viene sin haberle dedicado un rato a pensar usted en sole-
dad. Créame que vale la pena.

Ahora voy a sacar —junto con usted— algunas conclusiones
de las seis carreras que hubo hasta aca.

De las cinco primeras carreras se obtienen estas dos conclu-
siones:

1) los autitos A4 y A5 quedan eliminados, porque tienen por
delante de ellos tres que son mds rdpidos: Al, AZ y A3.

2) los autitos B4, B5, C4, C5, D4, D5, E4 y E5 quedan eli-
minados por la misma razén: todos tienen tres autitos mds
rdpidos (ver Figuras 1y 2).

Luego, ya hemos eliminado diez autitos. Nos quedan quince.
(Oué se puede inferir ahora con la sexta carrera que relaciona los
ganadores de las cinco primeras?

Fijese que como el orden en esa sexta carrera fue Al, B1, Cl1,
D1y El, quedan eliminados D1 y E1 porque tienen tres autos
por delante: Al, Bl y Cl1.

Pero si D1 y E1 estan eliminados, entonces también lo estdn
todos los que corren con las letras D y E, porque si los dos mds ré-
pidos quedaron afuera, con mds razén los que vinieron por detrés.

Hasta acd entonces, quedaron afuera, por distintas razones (y

fijese si usted estd de acuerdo): A4, A5, B4, B5, C4, C5 y todos
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los que corrieron con las letras D y E. Esto significa que hemos
eliminado 16 autos. Nos quedan nueve.

Ahora acompdneme a pensar por este lado. Fijese que la sexta
carrera dice que C1 tiene dos autos por delante: Al y B1. Luego,
C2 y C3 tienen tres o mds autos que son mds rdpidos que ellos y,
por lo tanto, quedan eliminados también. Esto permite afirmar
que de los coches que llevan la letra C, el dnico que tiene po-
sibilidades de estar entre los tres mds rdpidos es C1 y se quedan
afuera C2y C3.

Por su parte, como B3 tiene por delante a Bl y B2 por la ca-
rrera entre ellos; ademds, por la sexta carrera sabemos que Al
es mds rdpido que B1, y por lo tanto que B2. Esto dice que B3
se queda afuera porque estdn por delante de él Al, Bl y B2 (ver
Figuras 3y 4).

Yo sé que todo esto se parece a una ‘sopa de letras’, pero si
usted me sigui6 hasta acd, habrd descubierto que quedaron estos
autos como candidatos:

Al,AZ,A3,B1,B2yCl (%)

Y entonces? Tenemos seis autos para seleccionar los tres més
rdpidos, pero no los podemos hacer correr a todos porque sélo
entran cinco en la pista. Nos queda una sola carrera para usar.
;Oué hacer?

Le propongo pensar con una idea diferente. Fijese que el auto
Al, al haber ganado la sexta carrera, demostré ser el mds rdpido
de los 25 autos: gan su serie (con todos los autos que llevaban la
letra A), pero ademads les gané a todos los ganadores de las otras
carreras. Luego, el auto Al seguro que estd entre los tres mds ré-
pidos. Tanto es asi, que es el mds rdpido de todos. Luego, no hace
falta que lo haga correr con los otros que quedaron entre los que
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figuran en (*). Lo que puedo hacer entonces es hacer participar a
los otros cinco (A2, A3, B1, B2y C1) y quedarme con los dos mds
rdpidos. ;Se entiende la diferencia? Ahora no necesito seleccio-
nar los tres mds rdpidos entre los cinco que quedan, sino los dos
mads rdpidos. De esta forma, estos dos autos mds Al serdn los tres
mds rdpidos que estaba buscando... y utilicé para descubrirlos
solamente siete carreras (ver Figura 5).

A [ Az | As|As | As
Bi | B2 | Bs|Bs | Bs
Ci|C|C|Ca|Cs
D1 |Dz2| D3| D4 |Ds

Ei1 | E2| Es|Es | Es

Figura 1

Ai | Az | As %% A. As

B | B2 | Bs /% B« Bs

C:|Ca| Cs % Co Cs

D1 | D2 | Ds %% D+ Ds
Z

Ei1 | E2 | Es E. Es

h 4
Eliminados

Figura 2

A1 [B1 | Cs D1 | Es

Figura 3
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A1 | A2 | As
Bi | B2
Cs

o e

RN

Moraleja

A1

A2

D1
E1

Figura 4

Corren

As B:

Figura 5

C2
D2
E2

B2

Bs
Cs
Ds
Es

Ca

h 4
Eliminados

Como escribi en el problema anterior, aunque no lo parez-

ca, esto es ‘hacer matemadtica’. Mds atin: los matematicos, o los

programadores, detectarian que hay algunas variaciones que se

pueden hacer al problema original y buscar diferentes estrategias
para resolverlo. Sigame por aca.

1) Uno podria modificar el nimero de autos. No tienen por

qué ser 25. ;Cémo cambiard la estrategia si en lugar de
haber 25 autos hubiera diez? ;Y si hubiera 30? ;O cien?
Esto ya muestra que quizd siete carreras no alcanzaran (o
sobrardn, dependiendo el caso).

2) Otra variable a considerar es el nimero de autos que entran

por carrera. Si en lugar de cinco entraran 25 por ejemplo,

entonces alcanzarfa con una sola carrera: corren todos y
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listo. Me quedo con los tres mds rdpidos. Pero si uno permi-
tiera seis autos, ;c6mo habria que modificar lo que hicimos
antes? ;Y si pudieran participar siete autos por carrera? ;O
diez? Luego, el nimero de autos por carrera también es
una variable a considerar.

3) ¢Y si en lugar de elegir los tres més rapidos hubiera que
elegir los cuatro mds rdpidos? ;O los dos mds rapidos? Es
decir, el nimero de autos a seleccionar es también una va-
riable a tener en cuenta.

Como se ve, reducir el problema a 25 autos, en donde pueden
correr cinco por carrera y debemos elegir los tres mds rdpidos,
es s6lo un caso particular entre los infinitos posibles. Elaborar
estrategias que permitan resolver todos los problemas al mismo
tiempo no es algo sencillo ni mucho menos; pero, como usted
detecta, el problema original, que parecia un juego, se puede
transformar en algo muchisimo mds complicado y dtil. Es s6lo
cuestion de aprender a disefiar estrategias que minimicen el es-
fuerzo, optimicen los recursos y maximicen los resultados. Algo
parecido a lo que sucede en la vida cotidiana, ;no es asi?
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Contrasefas para mas de dos personas

Hay algo que se ha convertido en una suerte de constante en
nuestras vidas cotidianas: la necesidad de generar contrasenas. La
cantidad de cuentas de correo electrénico, cajeros automaticos,
sitios de internet para compras o incluso operaciones bancarias
son ejemplos mds que suficientes.

No pretendo hacer acd un manual de cémo encontrar contra-
sefias o passwords que sean efectivos. No s6lo no es mi objetivo
sino que tampoco sabria cémo hacerlo. Mds atin: no creo que
exista nada que sea imposible de hackear. Esto me lo dijo hace
muchos afios uno de los grandes hackers que existen en el mun-
do, Pablos Holman (si, con una ‘ese’ al final de su primer nom-
bre): “Si me dan tiempo y dinero, no existe nada que no se pueda
hackear”. Cuando le pregunté: “Pero entonces, ;qué pasa con la
privacidad de cada persona?”, su respuesta fue: “Mird Adridn, si
te llegara a suceder que estds en un bosque junto a un grupo de
amigos y sorpresivamente se encuentran con un oso, lo que vos
necesitds hacer no es correr mds rdpido que el oso: necesitds
correr mds rdpido que tus amigos!”. Eso lo entendi perfectamen-
te: gpara qué habrian de invertir tiempo y dinero en hackearme,
cuando hay otras personas muchisimo mds interesantes y pode-
rosas?
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Conté todo esto porque mucha gente me pregunta si la mate-
matica puede proveer claves ‘impenetrables’: la respuesta es que
“si, pero...”. Es decir, existen formas de construirse claves muy
dificiles de hackear, pero no son imposibles. Me desvié.

Lo que quiero hacer acd es plantear otro tipo de problema.
Voy a poner un ejemplo para explicarme mejor.

Supongamos que uno estd trabajando para una compaiiia que
necesita guardar ciertos datos privados dentro de una caja fuerte.
Eisa caja se abre con una combinacién que involucra un ndmero
grande de digitos, digamos 100.

El director de la empresa les va a entregar a cada uno de los
empleados ‘una parte’ de la clave pero no la informacién com-
pleta. De hecho, para que la clave sea accesible, hace falta que
tres cualesquiera de ellos combinen sus datos.

O sea, la informacién que tienen una o dos personas no es su-
ficiente: hacen falta por lo menos tres de ellos para que entonces
si, cuando cada uno aporta lo que sabe, aparezca la clave.

Supongamos que la empresa les da una parte de esa clave a
30 personas. Lo notable de la solucién que voy a proponer es que
no importa cudles sean las tres que se junten: la contraseria que
generen entre ellos serd la misma, siempre.

Ahora quiero proponer una idea para resolver el problema.
Eiso si: voy a necesitar escribir algunos resultados de la geome-
tria que son muy intuitivos. Verd usted que es muy posible que
todos le resulten familiares, pero casi seguramente nunca pen-
s6 que los terminaria utilizando en un problema como éste.
Acd voy.
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¢Como determinar un punto en una ciudad?

Piense en la ciudad en la que estd leyendo este texto. No sé
si es una ciudad chica, grande... ni siquiera sé si es una ciudad:
usted podria estar en un pequefio pueblo o incluso en el campo.
Hay ciertos lugares que son muy reconocidos por todos, sin ne-
cesidad de dar muchas explicaciones. Si usted estd en la Capital
Federal de la Argentina, el Obelisco es uno de ellos, asi como la
cancha de Boca o la estacion de trenes de Retiro.

De la misma forma, si usted estuviera en Rosario, el Monu-
mento a la Bandera o el estadio de Newell’s en el Parque de la
Independencia también lo son. Y la lista es tan larga como usted
quiera. jPor qué escribo esto?

Elijamos uno cualquiera para que nos sirva de ejemplo... el
Obelisco en Buenos Aires. Pongdmonos de acuerdo en que lo
vamos a elegir como ‘centro’. Ahora, suponga que yo quiero en-
contrarme con usted en algin otro punto de la Capital. ;Cémo
hago para indicarle dénde queda este nuevo punto?

Quiero mostrarle que una forma de hacerlo serfa la siguien-
te. Yo le dirfa: “Mird, and4 hasta el Obelisco, y para identificar
el punto en el que yo voy a estar, camind 3 kilémetros hacia el
Norte y 5 hacia el Este. Yo voy a estar parado alli esperdndote”.

Como usted advierte, hacen falta dos niimeros: uno que indi-
que cudntos kilometros hay que ir hacia el Norte y otro que indique
cudntos al Este.

Es decir, yo podria darle nada més que este par de niimeros
(3, 5) v ya habriamos establecido una convencién por la cual,
el primero indica la cantidad de kilémetros que hay que ir hacia
el Norte (DESDE el Obelisco, o desde el centro), y el segun-
do, cudntos kilémetros hay que ir hacia el Este. Es indistinto
por dénde empezar: primero hacia el Norte y luego al Este,
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o primero al Este y después al Norte. El lugar de llegada es el
mismo.

Pregunta: si yo le diera ahora este par: (-3, 14), ;qué punto le
estoy indicando? Me imagino su cara... ;Qué hace un signo me-
nos delante del ndmero tres? ;Un nimero negativo? Mi idea es
que si yo quiero que usted camine hacia el Sur, podriamos usar
como convencién que los nimeros positivos indican ‘ir hacia el
Norte’, mientras que cuando aparece un nimero negativo hay
que ir hacia el otro lado, hacia el Sur.

Luego, el par (-3, 14) indica el punto al que uno llega si ca-
mina 3 kilémetros hacia el Sur y después, 14 kilémetros hacia el
Este.

De la misma forma, y como ultimo ejemplo, si yo le diera
el punto identificado por el par (-5, -8), usted deberia cami-
nar —desde el centro— 5 kilémetros hacia el Sur, y después 8
kilémetros hacia el Oeste. O lo que es lo mismo, empezar yendo
hacia el Oeste (8 kilémetros) y después, caminar 5 kilémetros
hacia el Sur.

Creo que se entiende entonces que cada punto queda iden-
tificado por un par de nimeros, siempre y cuando nos hayamos
puesto de acuerdo en algunas convenciones:

a) Haber determinado un ‘centro’.

b) Establecer que cuando uno vea un par de nimeros, el pri-
mero indica la coordenada Norte-Sur (los ndmeros positi-
vos indican hacia el Norte y los negativos hacia el Sur), y
la segunda coordenada (o segundo nimero del par) indica
Este-Oeste, en donde los positivos indican Este y los nega-
tivos Oeste.

c¢) La unidad de medida que estamos utilizando en cada caso
es el ‘kilémetro’.
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Eiscribi todo este texto para que usted y yo nos convenzamos
de que para indicar un punto en una ciudad o un punto en un
plano, una forma de hacerlo es a través de un par de niimeros.

Me apresuro a decir que la que describi antes NO es la tinica
forma de determinar un punto en un plano, pero lo que me
importa es que es una forma posible de hacerlo.

Ahora quiero avanzar un poco mds y hacerle algunas pregun-
tas de manera tal que recorramos juntos las respuestas.

La primera tiene que ver con algo muy intuitivo... creo.
(Cuidntos puntos hace falta tener para que quede determinada
una recta (o un segmento)? Claramente, un solo punto no serfa
suficiente, ya que por un solo punto pasan infinitas rectas. ;Fsta
de acuerdo con esto?

Es que si uno tiene un solo punto, sabria que la recta deberia
pasar por €l, pero... sen qué direccién deberfa apuntar la recta?
Como usted advierte, hay demasiada libertad para moverse vy,
por lo tanto, esa libertad determina que haya infinitas rectas que
pasen por ese punto.

Lo interesante es que con solamente dos puntos, uno deter-
mina una tnica recta. Es algo bien intuitivo que uno no tiene
siquiera que pensar. De hecho, si alguien le preguntara: “;Cudl
es la menor distancia para unir dos puntos?”, usted responderia
sin dudar: “La distancia que mide el segmento que los une”.

Aunque uno no lo advierta conscientemente, podemos decir
‘el segmento’ que los une porque de antemano uno acepta que
hay un solo segmento que pasa por esos dos puntos o que une esos
dos puntos, y por eso queda determinada una tinica distancia.

Por lo tanto, dos puntos determinan una tinica recta que pasa
por ellos y, por otro lado, basta conocer dos puntos cualesquiera
de una recta para conocerle todos los puntos que la componen.
¢Estd segura/seguro que entendié lo que escribi acd?
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Ahora quiero avanzar un paso mds y formularle la siguiente
pregunta: recién vimos que con dos puntos queda determinada
una unica recta... gy tres puntos? Es decir, jqué pasard cuando
uno tiene tres puntos?

La primera observacién que debemos hacer es que si los tres
puntos estdn alineados (o si ellos mismos ya estdn sobre una rec-
ta) entonces no hay nada més que agregar. O mejor dicho, si: si
los tres puntos estdn sobre una recta, entonces esos tres puntos
la determinan. Pero eso no tiene ‘gracia’. En todo caso, es una
informacién redundante. Lo interesante es preguntarse: jqué de-
terminan tres puntos que no estdn sobre una misma recta?

La respuesta no sé si es sorprendente pero, en todo caso, me
permito calificarla como curiosa: tres puntos son suficientes para
determinar una tnica circunferencia (o circulo). Notable, jno
es asi?

Otra pregunta, casi tangencial: sse pregunté alguna vez qué es
una circunferencia? Fn general, uno conoce la definicion cldsica
(¢quiere pensar usted que definicién daria si alguien le pidiera
alguna?).

Escribo una yo: “Una circunferencia es el conjunto de todos
los puntos que equidistan de uno dado”.

‘Equidistan’ quiere decir que todos los puntos estdn a igual
distancia de uno fijo, que es el que se llama centro. Esa distancia
es lo que se denomina el radio de la circunferencia.

Pero como escribi antes, hay otras formas de determinar una
circunferencia. Por ejemplo, marcando tres puntos (no alineados)
en el plano. Cuando uno tiene tres puntos entonces estd en con-
diciones de determinar una tnica circunferencia que pasa por
ellos. En consecuencia, conocida la circunferencia, uno deduce
el centro y el radio.

Dicho todo esto, creo que ahora estoy en condiciones de abor-
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dar el problema original. Quiero mostrar cémo se pueden usar
estas propiedades geométricas para determinar una contrasefia y
lograr que hagan falta por lo menos tres personas que aporten sus
datos para encontrarla. ;Cémo?

Supongamos que la contraseia que establecié la empresa es
un niimero natural, o sea, algin nimero de los que figuran en
esta lista infinita (de la cual escribo los primeros términos):

{1,2,3,4,5,6,7,...}

Podria ser —por ejemplo— un nimero de 100 digitos o de
500 digitos. Escribo esto como para dar la idea de un nimero
grande, o al menos grande de acuerdo con nuestros pardmetros.
A este nimero lo voy a llamar R.

Lo quiero llamar asi para inducirla/lo a pensar hacia dénde
voy. Quisiera poder utilizar ese nimero como el radio de alguna
circunferencia.

Bien, pero jqué circunferencia?

Ahora viene lo mejor. Es que nos fuimos preparando, usted y
yo, para llegar acd.

Suponga que la empresa le quiere dar a 30 personas algunos
datos para que puedan deducir la contraseria, pero que no le al-
cance a cada uno individualmente, ni tampoco juntidndose dos
personas de ese grupo de 30. Lo que la empresa quiere es que
hagan falta por lo menos tres para que —combinadas— puedan
acceder al nimero R.

{Se le ocurre alguna idea con lo que vinimos haciendo hasta
aca?

Pensémoslo asi: la empresa podria tener escrita en alguna par-
te una cierta circunferencia. Los datos sobre esa circunferencia
son privados y solamente los conocen los directivos de la compa-
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fifa. Justamente, como ellos saben cudl es la circunferencia, en
particular saben qué puntos estdn en esa circunferencia y, ademds,
el radio que tiene.

Acd voy a usar algo que escribi antes: cada punto del plano
viene dado por un par de niimeros, srecuerda? Luego, la empresa
podria tomar 30 puntos de la circunferencia, o sea, 30 pares de
nimeros, y ddrselos a cada una de las 30 personas que forman par-
te del grupo que estaria en condiciones de conocer la contraseiia.

Intuyo que ahora usted empieza a entender cudl es la estra-
tegia. Si cada uno de ellos tiene los datos de un solo punto de
la circunferencia, con ese dato solo es imposible ‘recuperarla’.
Mids atin: si se juntaran dos personas y trataran de ‘unir fuerzas’
o ‘combinar los datos que tienen (los dos pares)” tampoco les
alcanzaria.

Ahora, si tres de ellos se juntan, cada uno aportaria un punto
de la circunferencia. Con tres puntos... SI podrian recuperar la
circunferencia y, justamente, ni bien conozcan la circunferencia
sabrdn el radio, o sea R. Y alli se termina de develar el misterio:
con R, conocerdn la contrasefia y podrdn acceder a la caja de
seguridad que contiene los documentos privados.

Moraleja

La idea que tuve al producir esta historia es mostrar c6mo la
matemadtica puede servir para generar no s6lo una contrasefia en
el sentido clasico, sino que también puede ofrecer una variante
para que no alcancen los datos que tenga una sola persona, ni dos
(como en este caso), sino que hagan falta tres.

Estoy seguro de que usted mismo se preguntard ahora: gy si
yo quisiera que no alcancen tres tampoco sino que sean cuatro?
¢Habr4 alguna forma de hacerlo?
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La respuesta es que si, pero en ese caso ya no serd el radio de una
circunferencia, sino el radio de una esfera en tres dimensiones. Y
como usted también intuye (supongo) se puede seguir ampliando
el niimero de personas requeridas para conseguir la contrasefia,
en cuyo caso irdn aumentando las dimensiones en las que esta-
rd sumergida la esfera. Pero ésa ya es otra historia. Por ahora, me
quedo con el radio de una circunferencia y con la satisfaccién de
haberla/haberlo invitado a recorrer conmigo este camino. Ojald
que lo haya disfrutado al leerlo (y pensarlo) como yo al escribirlo!.

11. Cuando le envié este articulo a Carlos D’Andrea, el mismo dia de reci-
birlo me contestd con el siguiente aporte, que adjunto como nota al pie porque
no tengo espacio suficiente para escribir todos los prerrequisitos necesarios para
poder entenderlo. De todas formas, no quiero omitirlo porque para todos aque-
llos lectores que intenten profundizar un poco mds en este tema, el camino que
propone Carlos resulta ‘hiperinteresante’. Acd va su comentario: “Para cuatro o
mds puntos, en lugar de irte ‘al espacio’ que es un recurso vilido y simple, podés
pensarlo de otra manera y quedarte en el plano. Hay un resultado general que
dice lo siguiente: ‘Cinco puntos en el plano determinan una tinica cénica que
pasa por ellos’. Fijate que la ecuacion general de una cénica en el plano es:

A + By’ + Cxy+ Dx+ Ey+ F =0

Podemos suponer que F no es cero y dividimos la ecuacién por F. Ahora
nos quedan cinco pardmetros y la ecuacion se transforma en ésta:

ax’+ by’ +exy+dx+ey+1=0

Fl caso de la circunferencia es cuando b = 0 y a = ¢. Asf quedan (5-2) =3
pardmetros libres que son tus tres puntos. Pero uno podria pensar que sola-
mente ¢ = 0 (o0 alguno de esos valores que queden nulos) y entonces resulta
que uno tiene la ecuacién de una curva que deberia ser capaz de recuperar
univocamente. Ahora, si hubiera més de cinco puntos, entonces deberfamos
pensar en secciones cubicas, etc.”.
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Ruedas y dientes de colores

Volviamos de San Juan muy tarde, de noche. Cansados, lle-
gamos al aeropuerto. Mientras haciamos la cola para embarcar,
una joven se me acercé y me dijo si podia hacer una pregunta
sobre un juego que estaban disefiando con algunas amigas. Le
dije que si, que no me comprometia a poder pensar nada en el
avién después de una jornada de 15 horas, pero que me contara
el problema y veria si se me ocurria algo.

Joana me hizo el siguiente planteo del cual usted recibird una
version abreviada y adaptada: el juego no estd terminado, por lo
tanto no estd patentado y, ademds, es solamente un eslabén muy
menor de todo lo que ella y sus amigos fueron programando.
Pero mis alld de todo lo que rodea el disefio, hay un punto en
donde Joana necesitaba poder contestar una pregunta. En todo
caso, mi satisfaccion fue convencerla de que ella estaba en con-
diciones de encontrar la respuesta sin la necesidad de ayuda de
terceros. Y esto fue lo que paso.

Suponga que usted tiene dos ruedas dentadas, como si fue-
ran dos engranajes. Cada una de ellas tiene cien dientes. Estos
dientes estdn pintados de dos colores: blanco y negro, pero con
la restricciéon de que haya 50 de cada color (en cada rueda). La
distribucién de los colores es al azar y la tnica regla a respetar es
que haya la misma cantidad en cada rueda.
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Las ruedas son iguales, en el sentido de que son fisicamente
indistinguibles, salvo por la distribucién de los colores. De esa
forma, cuando uno apoya una arriba de la otra, los cien dientes
coinciden. Por supuesto, no hay ninguna razén que obligue a
que haya siquiera un par de dientes cuyos colores coincidan. Sin
embargo, Joana necesitaba que sucediera algo curioso y que le
parecia falso o antiintuitivo.

:Serd verdad que sea cual fuere la distribucién de los colores
haya siempre una forma de rotar una de las ruedas de manera
tal que cuando apoya una arriba de la otra haya por lo menos 50
dientes que tienen el mismo color en las dos ruedas?

Me apuro a decir que la respuesta es si: sucede siempre in-
dependientemente de cdmo usted pinte o haya pintado las dos
ruedas. ;Por qué? Ahora... ahora le toca a usted.

Idea para la solucion

No sé si hace falta que escriba que la solucién no se nos ocu-
116 en el avién (ni mucho menos), pero cuando Joana me escri-
bié que habian descubierto la respuesta, ella y sus amigas, senti
una gran alegria: todo lo que les hacia falta era el empuje para
superar un escollo mental mds que verdadero. Y ésta fue la solu-
cién que encontraron.

Si usted le dedicé tiempo, quizd la idea que encontré para
convencerse difiere de la de ellas, pero en definitiva, jqué im-
portal

Ellas disenaron este procedimiento. Acompédiieme por acd.
En principio, voy a empezar colocando una rueda encima de la
otra de manera tal que coincidan los cien dientes. La rueda de
abajo quedard fija; en cambio, voy a hacer rotar la de arriba, una
vez que vaya tomando nota de un nimero que me importa. Fije-
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se que cada vez que usted apoya las dos ruedas, hay un nimero
de dientes que tienen el mismo color (arriba y abajo). Puede que
exista alguna situacién en la cual no haya ninguna coincidencia.
En ese caso, la respuesta va a ser jcero!

Al niimero de coincidencias que se produce la primera vez
que apoyo las dos ruedas lo voy a llamar C1 (no se asuste con los
nombres: es s6lo para ponernos de acuerdo en la terminologia;
uso la letra C para que marque que son las ‘coincidencias’ y el
nimero uno porque es la primera posicién en la que apoyo una
sobre la otra).

Lo que importa entonces es que este nimero C1 mide el ni-
mero total de coincidencias entre los colores de las dos ruedas.
Lo anoto y sigo.

Ahora, hago girar la rueda de arriba hasta que vuelvan a coin-
cidir los dientes. Cuento de nuevo. A ese nimero lo voy a llamar
C2.

Y asf sigo y voy anotando: C3, C4, C5, ..., C97, C98, C99y
C100. Acd paro. ;Por qué? Si hiciera rotar la rueda de arriba una
vez mds, seria la vez ciento una, y entonces llegaria nuevamente
a la posicién ‘inicial’, o de ‘partida’. Ese particular nimero de
coincidencias ya lo conté antes y lo llamé C1.

Con este procedimiento hemos generado cien niimeros, desde
el C1 hasta el C100. Mi objetivo es probar que al menos uno de
estos niimeros es mayor o igual que 50.

Hagamos una pausa y quiero invitarla/lo a contar de otra
forma las coincidencias que se van produciendo al rotar la rueda
de arriba.

Como antes, empiezo superponiendo ambas ruedas. La de
abajo quedard fija y voy a hacer rotar la de arriba de manera tal
que los dientes se superpongan. Pero ahora voy a contar las coin-
cidencias de otro modo.
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Elijamos juntos un diente de la rueda de abajo, no importa
cudl. Al apoyar la de arriba sobre la de abajo, puede que arriba de
este diente en particular haya quedado uno (de la rueda de arriba)
que sea del mismo color (o no). Pero SI estamos seguros de que
como el diente de abajo estd fijo y yo hago rotar la rueda de arri-
ba, tendré exactamente 50 coincidencias cuando haya hecho las
100 rotaciones. Es que sabemos desde el comienzo que las dos
ruedas tienen 50 dientes blancos y 50 negros. Luego, al recorrer
todas las posibles rotaciones (que son 100) voy a encontrar que se
aparean bien en 50 de las 100 veces.

Por otro lado, lo mismo va a pasar con los otros 100 dientes de
la rueda de abajo. Si hubiera elegido otro diente, también habria
50 veces en las que coincidiria con el diente ‘que le toque arriba’.

Es decir: cuando haya recorrido las 100 rotaciones con la rue-
da de arriba, cada diente de la rueda de abajo se apareé correcta-
mente (en cuanto al color) 50 veces. Como son 100 dientes y hay
50 coincidencias por diente, entonces en total hay

50 X 100 = 5.000  (*%)

coincidencias. ;Me sigui6? Es importante que revise mis argu-
mentos porque estamos a punto de terminar y necesito que no se
pierda. Lo que hemos comprobado juntos es que en el proceso
de dejar una rueda quieta (la de abajo) y hacer rotar la de arriba
100 veces, en total hay 5.000 coincidencias.

Ahora vuelvo para atrds en el texto y la/lo invito a que usted
haga lo mismo. ;Recuerda lo que significaban los nimeros C1,
C2, C3, ..., C99, C100? Eran los que contaban el nimero de
coincidencias que habia cada vez que apoyaba las dos ruedas. Lo
que hemos hecho en (**) es comprobar que la suma de todos los
nimeros
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Cl+C2+C3+C4+...+4C97+C98 +C99 + C100

es igual a 5.000. ;Y por qué es tan importante? ;Quiere terminar
el problema usted?
Es que hemos llegado a la conclusién de que

Cl+C2+C3+C4+...+C97 +C98 + C99 + C100 =5.000

;Oué se deduce de esto? Si la suma de estos cien niimeros es
igual a 5.000, entonces jno puede ser que todos sean menores
estrictos de 50! Si asi fuere, si todos fueran menores estrictos que
50, la suma jno podria llegar a 5.000!

Moraleja

Alguno de los ‘numeritos’ tiene que ser mayor o igual que
50... 1Y eso es EXACTAMENTE lo que querfamos comprobar!

En alguna de las posiciones, o mejor dicho, en por lo menos
una de las posiciones en que hagamos coincidir las dos ruedas,
tiene que haber 50 coincidencias... o mds.

(No es bonito? ;No es notable también c6mo uno puede res-
ponder la pregunta sin tener que intentar con todas las posibles
formas de colorear las dos ruedas?

Bien, de esto se trata la matemadtica también: de encontrar
razonamientos que no requieran de la fuerza bruta, sino de una
forma ‘creativa’ de modelar un problema. De ahi mi entusias-
mo... jy ni hablar del de ellas!

92



Los teléfonos celulares y la ciencia de los datos

Para empezar, le pido que lea con atencién este parrafo:

En la década pasada, los teléfonos celulares han adquirido una
fuerte popularidad en todo el mundo, cruzando todos los grupos
demograficos. Son usados por hombres y mujeres indistintamente,
cubriendo un amplio espectro de edades e independientemente de
la riqueza del pais en donde se encuentre el usuario. Estos teléfonos
moviles se han transformado en uno de los mecanismos mas impor-
tantes para estudiar la interaccién social dentro de una poblacién,
convirtiéndose en una fuente increible de informacién para anali-
zar el comportamiento humano, la demografia humana y sus corre-
laciones. En particular, la informacién que uno recoge a través de
las comunicaciones por via de la telefonfa celular estd siendo usada
para elaborar andlisis cuantitativos en la demogratia de los usuarios,
separdndolos por edades, género, educacion y poder adquisitivo.

Este pdrrafo inicial deberfa ser lo suficientemente atractivo

como para entender el salto de calidad que hemos dado en la

tltima década. Para hacer estudios en el pasado, era necesario

mirar a ‘muestras’ muy pequefias ya que el costo las transformaba

en prohibitivas. La tentacién a extrapolar sin tener suficientes da-

tos nos hizo conjeturar cosas que terminaron siendo falsas. Pero
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adn mds: la cantidad de datos que tenemos hoy es tan abruma-
dora, que si bien uno sabe que dentro de ese océano de informa-
cién estdn escondidos mensajes, todavia resulta muy dificil poder
descifrarlos. Carlos Sarraute' lo puso en las siguientes palabras:
“Uno sabe que hay una mina de oro escondida en alguna parte.
Bien, pero jdénde buscar las pepitas?”.

Hacer las preguntas adecuadas, entender qué buscar y dénde
buscar es una tarea a la que se dedica la ‘ciencia de los datos’. La
“memoria” que se debe usar es cada vez mds grande pero, al mismo
tiempo, cada vez mds barata. Es por eso que en lugar de seleccio-
nar, uno tolera ‘llevarse todo’: “Ya veremos c6mo buscar lo que ne-
cesitamos”. Estoy seguro de que aquellas personas que tenemos el
privilegio de usar ‘desde siempre” una computadora, entendemos
bien de qué se trata, aun cuando uno las usa para tareas personales.
(Cudntos de nosotros/ustedes tienen multiples copias de un archi-
vo que no necesitamos/necesitan? Antes, uno era muy precavido
con lo que almacenaba, porque los ‘armarios” o ‘cajas’ o ‘cajones’
que teniamos disponibles eran muy pocos. Por eso los cuiddbamos
mucho. Hoy, ya no hace falta. Esa ventaja cuantitativa tiene un
costo: cada vez cuesta mds trabajo encontrar lo que uno busca.

Suponga que usted pudiera registrar todas las conversaciones
telefénicas que se han hecho usando teléfonos celulares, todos los
mensajes de texto, todas las fotos, todos los videos, toda la miisi-
ca, ete. ;Y entonces? Aunque uno lo hiciera en forma anénima,
aunque uno fuera hipercuidadoso con la discrecion que corres-
ponde, aunque uno no quisiera aprovecharse de las ‘fallas del sis-
tema’, aun asi... ;qué buscar? ;Qué es lo importante? ;Qué es lo
que queremos aprender que no sabemos e intuimos que estd es-
condido en esa montafia virtualmente ‘infinita’ de informacion?

12. Uno de los autores del trabajo del cual extraje el pérrafo inicial.
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Como escribi antes habrd que educarse para saber qué pre-
guntas hacer. Me surgen disparadores por todos lados. Mis dedos
‘vuelan’ sobre el teclado. Se mezcla la curiosidad que tenemos
los humanos para descubrir cosas que ni sabfamos que nos inte-
resaban hasta que las vimos por primera vez, pero al mismo tiem-
po me asaltan las dudas sobre lo ‘maligno’ que podria resultar si
esta montafia de datos quedara en ‘malas manos™” (si es que ya
no lo estd). ;Qué conclusiones estaremos dispuestos a tolerar?
Y si resulta que descubrimos cosas que no queremos saber? Asi
dicho, parece tonto: jc6mo no vamos a querer saber? Bueno, po-
drfa haber gente que no quisiera conocer determinadas cosas de
su vida. Lo voy a poner en términos extremos para ‘tratar de tener
razén’. Supongamos que usted pudiera averiguar que tiene una
enfermedad que no conoce, silenciosa porque no tiene sintomas,
pero que lo va a matar en un lapso muy breve. Exagero con el
ejemplo en forma adrede para invitarla/lo a pensar. ;Reacciona-
riamos todos igual? ;Todos querrfamos saber? O mejor dicho,
Jtodos querrian saber?

Las diferencias individuales que tenemos son fascinantes. So-
mos un mundo de individualidades tratando de coexistir en so-
ciedad. Nuestras particularidades —inexorablemente — nos dis-
tinguen. Pero, como queda muy claro, me desvié de mi objetivo

13. Cuando Carlos D’Andrea ley6 esta nota, agregé un comentario que
me parece muy importante compartir: “;Qué quiere decir quedar en ‘malas
manos’? ;Cudles serfan las ‘buenas manos’? Para mi, el gran problema es que
no importa quién sea, si uno tiene capacidad de acceder a ese tipo de informa-
cién por mds bueno o malo que sea, accederd a ella. ‘Informacion es poder’,
y eso es muy irresistible. Me da la impresion de que justamente no deberia
NUNCA haber una causa o motivo para acumular todos los datos de una
persona o poblacién...”.
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que era contar un trabajo cientifico que les valié a los autores',
todos argentinos, el reconocimiento internacional que los/nos
ubica en un lugar privilegiado en el mundo cuando se trata de
hacer estudios de este tipo.

El trabajo se hizo con datos provistos por una compaiiia de telé-
fonos celulares de México. La idea era detectar algunos atributos
de los usuarios; mds especificamente, ser capaces de ‘deducir las
edades de los clientes’. Me explico: la compaiiia les entregé datos
de mds de 90 millones de usuarios. Lo quiero escribir otra vez
para que no crea que me equivoqué: mds de noventa millones de
usuarios. La base de datos usada consistié en las llamadas telefoni-
cas y también SMS"” (mensajes de texto breves). En un plazo de
tres meses, se recolectaron mds de dos mil millones de llamados y
otros dos mil millones de mensajes de texto'®. Cada registro con-
tenia la informacién detallada de los nimeros de teléfono (pero
an6nimos en el sentido de que no se sabe quién es el usuario al
que le corresponde ese nimero) de quién hacia la llamada y de
quién la recibia. Se registré también la duracién de la llamada,
el momento del dia en el que se efectuaba y las antenas que fue
utilizando el cliente a medida que se desarrollaba la accién.

Esta informacion tan detallada les permitié crear una red

14. “Harnessing Mobile Phone Social Network Topology to Infer Users
Demographic Attributes”, por Jorge Brea, Javier Burroni, Martin Minnoni y
Carlos Sarraute. O sea, en una traduccion libre mia, algo asi como “Iratando
de ‘dominar’ la topologia de la red social provista por los teléfonos celulares,
para tratar de inferir los atributos demogrédficos de los usuarios”.

15. SMS son las siglas en inglés de “short message service” (mensajes de
texto breves)

16. Para ser mds precisos, los datos correspondieron a 93.797.349 usuarios,
de los cuales se analizaron 2.185.852.564 llamados y 2.033.719.579 mensajes
de texto.
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dindmica compleja con la posibilidad de estudiar la movilidad
habida cuenta del cambio de antenas que se producia en el mo-

mento de la llamada.

Los autores separaron un grupo de datos para analizar y luego

confrontar con el resto, para saber si las inferencias que habian

hecho eran correctas. En principio, dividieron a los usuarios por

edades en cuatro categorfas: menores de 25 afios, entre 25 y 34,
entre 34y 49 y la tltima, mayores de 50 afios. La motivacion que
los llevé a hacer esta subdivision que parece arbitraria se debi6 a
intereses particulares de la compaiiia telefénica.

Las conclusiones mds importantes fueron las siguientes:

a)

Sibien la poblacién mexicana tiene nimero de hombres y
mujeres distribuidos en ‘mitades’ (aproximadamente), esos
porcentajes no respetan a los usuarios de telefonia celular.
El 57% son hombres y el 43%, obviamente, mujeres. La
diferencia es ciertamente muy notable. La desigualdad de
género en cantidad también se manifiesta en el tiempo y
duracién de los llamados. El género masculino habla mas
tiempo o, por lo menos, estin ‘mds pegados al teléfono’.

b) Al distinguir las llamadas entrantes y salientes, también hay

una asimetria. Los hombres hablan mds tiempo cuando
son ellos los que inician la llamada, pero son las mujeres
las que hablan mds cuando ellas reciben la llamada.

Existe una fuerte homofilia respecto de la edad cuando
uno estudia el grafo de las comunicaciones. ;Qué quiere
decir esto? Esencialmente que los humanos (al menos los
que viven en México) tienen una tendencia desde el punto
de vista estadistico a comunicarse con personas de edades
similares. Es decir, hablan mds con la gente de su propia
edad que con cualquier otro grupo.
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d) Sin embargo, el segundo ‘pico’ de comunicaciones se da
para una diferencia de edades de 25 afios. Por ejemplo,
un joven de 30 afos habla més (en promedio) con otros
jovenes de 30 afios o de edades cercanas, pero el segundo
grupo relevante corresponde al de gente que tiene alrede-
dor de 55 afios. Si uno se permite pensar que cada 25 afios
se produce un salto generacional, es esperable que estas
comunicaciones correspondan a llamados de hijos a sus
respectivos padres (y al revés).

¢) Otro dato interesante tiene que ver con cierta homofilia
respecto al género. Es decir, los hombres hablan mds entre
ellos y lo mismo sucede con las mujeres. Me apuro a es-
cribir una vez mads (igual que los autores): todo esto es ‘en
promedio’.

Con estos resultados, andlisis posteriores les permitieron de-
sarrollar un nuevo modelo, esta vez basado en la informacién de
los vinculos de cada persona. ;Qué quiere decir? Como todos
los usuarios fueron divididos en cuatro categorias (por edades),
si uno tomara una persona al azar, tendria un 25% de posibili-
dades de pertenecer a alguno de los grupos (la probabilidad de
pertenecer a cada grupo es %). Sin embargo, usando el nuevo
modelo, el algoritmo permite decidir a qué grupo pertenece esa
persona con un 62% de posibilidades de estar en lo cierto. Como
se advierte, es un resultado muy fuerte: uno puede inferir la edad
de la persona en cuestién en funcién de las personas con las que
se comunica. Algo asi como ‘dime con quién hablas y te diré qué
edad tienes’.

Mis alld de este estudio particular y de los cientos que se estdn
realizando mientras yo escribo y usted lo lee, decia, mi idea es
mostrar cudl es la potencia de esta nueva ciencia conocida como
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‘la ciencia de los datos’. Hasta hace nada mds que diez afios, todo
esto hubiera sido imposible. La decodificaciéon del genoma hu-
mano hubiera sido imposible. La estructura en la que se basa la
‘minerfa de datos’ hubiera sido imposible. Y la lista sigue.

Mientras tanto, uno sigue dejando huellas por todos lados,
totalmente inconsciente de lo que hace, como si les estuviera pa-
sando ‘a los otros’. Bueno, lamento informar que no es asi. ksta
aqui, acd, alrededor suyo, ‘casi’ en todas partes. No es ni bueno,
ni malo. Es. Fin la medida en que cada uno sepa que existe, sabrd
qué es lo que hace, qué determinaciones toma. Y mientras tanto,
la vida sigue.
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Computadoras en las escuelas
(y nifios para compartirlas)

Mis alld de la opinién que usted tenga (o haya tenido) del
gobierno de Cristina Kirchner en la Republica Argentina, uno
de los logros mds espectaculares (y creo que indisputables) es el
de haber distribuido en forma gratuita a través del plan Conec-
tar Igualdad casi jcinco millones de computadoras en menos de
cuatro afios! (los que correspondieron al periodo 2011-2015).

Habré que revisar la definicién de lo que significa ser alfabeto.
Cuando yo era nifio (y muy posiblemente cuando usted también),
bastaba con saber leer y escribir para que uno estuviera en condi-
ciones de integrarse a la vida laboral y tener acceso a un empleo
digno. La historia argentina (y mundial) estd plagada de historias
de gente que firmaba poniendo el dedo o imprimiendo su huella
digital. No conozco las cifras de analfabetismo que habia 50 o 60
afios atrds pero no parece que en la actualidad sea un problema
acuciante en el pais. Claro: eso dependerd —una vez mas— de
lo que decidamos que sea un piso de minima como para que todo
nifio tenga las mismas posibilidades que tuve yo (y quizds usted
también). El objetivo, obviamente, es analfabetismo cero.

Pero hoy, retomando lo que decia antes, no alcanza con sa-
ber leer y escribir. Por supuesto que es necesario, pero es clara-
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mente insuficiente. Si tuviera que improvisar un conjunto de
necesidades minimas para considerar que una persona es ‘letra-
da’, dirfa que es imprescindible que sepa otro idioma (ademds
del castellano, inglés o chino, para que no quede todo reducido
a lo que nos llega del pais del norte), pero también que tenga
conocimientos sobre cémo programar. Por eso no me voy a can-
sar de proponer que, asi como es obligatorio estudiar matemd-
tica, lengua, historia y geografia, en todas las escuelas publicas
primarias y secundarias se incluya programacién en la misma
categoria.

Creo que sé lo que estd pensando: gy quiénes van a ensefiar a
programar? Entiendo el problema y desde hace tiempo también
que andamos en la bisqueda de soluciones, incluso como la que
propuse hace un tiempo sobre la ‘Educacion horizontal’"’.

Ahora me corro un poco de lo que estaba escribiendo: quiero
proponerle pensar un problema sencillo pero hiperatractivo, y
que tiene que ver con nifos, escuelas y computadoras. Es un
problema que se resuelve usando solamente su capacidad para
razonar, por €so me parece muy interesante. Acd va.

Suponga que en una clase hay 33 nifios y que en total hay 10
netbooks que van a compartir. Por razones casi obvias, lo me-
jor serfa que cada nifio tuviera una computadora y no tener que
compartirla, pero hagamos de cuenta que el docente ha decidido
poner una restriccién: como maximo, cada computadora puede
ser utilizada por cinco nifios al mismo tiempo. El maestro les
propone a los estudiantes que decidan ellos cémo se van a distri-
buir. Pero les hace una advertencia que ellos deberdn comprobar
si es cierta (y de paso, le sugiero que piense usted si el docente
tiene razén o no): “Verdn ustedes que hagan la distribucién que

17. http:/Avww.paginal 2.com.ar/diario/contratapa/13-219587-2013-05-09.html
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hagan, inexorablemente habra por lo menos cinco computadoras
que tendrdn que compartir tres nifios 0 m4s”.

Es decir, el docente dejaba que los nifios eligieran con qué com-
pafieros se juntarian para usar cada netbook; pero siendo 33 alum-
nos, 10 computadoras y permitiendo que como maximo hubiera
cinco nifios por aparato, eso obligaria a que en por lo menos cinco
computadoras haya tres nifios asignados (o mds). ;Quiere pensar
por qué? O, en todo caso, quizd sea 1til que usted se proponga ela-
borar una estrategia que demuestre que el maestro no tenia razén.
Haga la prueba y verd lo que sucede. Yo sigo a continuacion.

Idea para pensar

(Serd verdad lo que dijo el docente? ;Cémo hacer para com-
probarlo? Es decir, estd claro que no vamos a intentar todas las
combinaciones posibles de nifios y computadoras. No es que no
se pueda, pero serfa una tarea tediosa e innecesaria. ;JQué otra
idea podriamos utilizar? Acd es donde la/lo invito a pensar junto
conmigo.

Tratemos de ‘desahar’ lo que dijo el maestro. O sea, nuestro
objetivo es distribuir los nifios de manera tal que a lo sumo sean
cuatro las computadoras que tengan tres o mds nifios alrededor
de ella. ;Por qué cuatro? Porque él dijo que no hay manera de
distribuirlos sin que haya por lo menos cinco computadoras con
tres nifios o mds.

Elijamos entonces cuatro computadoras cualesquiera y asigné-
mosles cinco nifios a cada una, ya que ése es el mdximo nimero de
estudiantes que puede tener cada una. Una vez hecho esto, habre-
mos distribuido ya 20 nifios de los 33 que tenfamos originalmente.

Ahora bien: jqué hacer con las seis computadoras restantes?
Alrededor de ellas querria que hubiera —a lo sumo— dos nifos.

102



¢Por qué? Como quiero desahar lo que dijo el maestro, no puedo
permitir que haya mds de cuatro con tres nifios (o mds). Por lo
tanto, asigno dos nifios por cada una de las seis computadoras
que no utilicé hasta acd. Eso significa que resuelvo el problema
de doce estudiantes mds.

Como usted advierte, por un lado asigné 20 estudiantes a cua-
tro computadoras, y después 12 nifios a las seis que restaban. En
total, suman 32 alumnos (ver Figura 1).

XXXXX XXXXX

© 00O

XXXXX XXXXX XX

XX XX XX XX XX

Referencias @ computadoras xxxxx alumnos
Figura 1

(Entonces? Bueno, es que estamos ante un problema, porque
todavia jnos queda un nifio sin asignar! (le recuerdo que eran
33). Y no hay ningtin lugar disponible sin romper las reglas. Si
agrego un nifio mds a las primeras cuatro computadoras, habria
seis en una de ellas, lo que violaria el tope maximo de cinco. Si
agrego un nifio mds alrededor de alguna de las seis pantallas res-
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tantes, entonces esa computadora pasaria a tener tres estudiantes
asignados y, por lo tanto, sumaria una computadora mds con tres
nifios (o0 mas).

Resumen: con 33 nifios y 10 computadoras, y con una restric-
ci6n de cinco estudiantes por aparato, no es posible distribuirlos
sin que en cinco de ellas haya tres alumnos o mds. El maestro
tenia/tiene razén.

Me gustarfa sacar una conclusién mds. La matemdtica per-
mitié que uno no tuviera que escribir todas las distribuciones y
combinaciones posibles, sino que un andlisis como el que figura
anteriormente nos ahorré el sufrimiento. Por supuesto, este caso
es muy sencillo ya que el niimero de nifios y de computadoras es
manejable y, por lo tanto, se podria haber encarado manualmen-
te, pero ¢se imagina lo que serfa tener que distribuir las computa-
doras en todas las escuelas de un pafs tratando de respetar ciertas
restricciones?

Como escribi antes, lo ideal es tener una computadora por
nifo y, hasta donde sé, ese objetivo estd en camino de cumplirse.
Creo que vale la pena celebrarlo.
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Pinasco y el Sistema Dinamico Repulsor

Julio de 2014. Primera reunién para discutir los programas de
Alterados por Pi que vamos a grabar en octubre. Se van a emitir
recién en la temporada 2015, por lo cual parece increible prepa-
rar todo con tanta anticipacién. Sin embargo, es lo que venimos
haciendo desde hace ya ocho afios.

Maria Marta (Garcia Scarano), la productora general, sufre
porque no importa cudndo empecemos, para ella siempre serd
muy tarde. Juan Pablo (Pinasco)' es quien se ocupa de proveer
la primera tanda de contenidos. Me los mandaron hace un par de
dfas y ahora vamos a revisarlos y a evaluar grados de dificultad e
interés. Los plantearemos en diferentes escuelas publicas de todo
el pats, encontrar el material adecuado es siempre un desafio
para todos.

Juan Pablo trajo veinticinco problemas para empezar. De
ellos, hay uno que me parecié espectacular. Ni bien lo lef pensé:
“Este es un problema precioso para hacer no sélo en Alterados
por Pi, sino también para publicar en Pdgina 12 y por supuesto,
en alguno de los libros de divulgacién de matemadtica que vienen

18. Doctor en Matemdtica y profesor del departamento de Matemadtica de
la Facultad de Ciencias Fxactas y Naturales de la UBA, uno de los mejores
especialistas argentinos en “Teorfa de Juegos’.
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saliendo todos los afios y que publica esta editorial, Penguin Ran-
dom House”.

Silogro que se involucre con el problema, verd qué interesan-
te es no s6lo por la dificultad en si misma, sino porque requiere
utilizar herramientas que uno posee y ni siquiera lo sabe. Sigame
por aca.

Suponga que uno tiene un tablero cuadriculado, como si fue-
ra de ajedrez. Puede ser de 8§ X 8 o de 10 X 10. Mds atin: ni
siquiera hace falta que sea cuadrado. Podria ser rectangular y
no importa el nimero de casillas que tenga. Es decir, el tamario
del tablero no serd un factor que determine nada. Dicho esto,
imagine que en cada casilla hay una flecha. Esa flecha puede
apuntar hacia arriba o hacia abajo, a la derecha o a la izquierda
de manera tal que haya cuatro posiciones iniciales posibles. Lo
que si interesa es saber que todas las casillas tienen una flecha
asignada. La idea serd hacer un recorrido imaginario por el table-
ro siguiendo las direcciones de esas flechas.

Pero me falta escribir las reglas. Lo que usted tiene que hacer es:

a) Elegir una casilla cualquiera del tablero desde donde va a
empezar.

b) Obedecer la direccién hacia la que apunta la flecha y diri-
girse hacia la casilla contigua.

¢) Una vez que llegé a la casilla siguiente, deberd mover la
flecha de la casilla de la que parti6 y rotarla 90 grados en
la direccion de las agujas del reloj. Es decir, si estaba apun-
tando hacia abajo, ahora usted la rota para que apunte ha-
cia la izquierda. Si estaba apuntando hacia la izquierda,
la rota para que apunte hacia arriba. Si estaba apuntando
hacia arriba, la rota para que apunte hacia la derecha y por
tltimo, si estaba apuntando hacia la derecha, la rota para
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que apunte hacia abajo. Por lo tanto, cada vez que usted
abandond una casilla, 1a flecha cambiard de orientacion
en 90 grados, como si usted estuviera apretando un tornillo
o usando una llave para cerrar una cerradura, por ejemplo.

d) Por tltimo, si la casilla en la que usted estd ubicado es una
de las del borde y la flecha estd justamente apuntando ha-
cia afuera, entonces usted sale del tablero y se termina el
trayecto.

Ahora viene lo mejor. El problema consiste en lo siguiente:
elija usted la orientacion de las flechas como quiera. Es decir,
distribuya las flechas como se sienta cémodo. También elija la
casilla desde la que quiere empezar.

Lo extraordinario es que, independientemente de las orienta-
ciones de las flechas y del punto de partida, le aseguro que usted
va a terminar saliendo del tablero... inexorablemente.

Raro, sno? Pareceria que uno va a poder elegir orientaciones
de las flechas de manera tal de poder permanecer adentro y no
salir nunca, como si estuviera dando vueltas y vueltas. Sin embar-
go, eso no es posible. Le sugiero que lo piense porque el problema
es precioso y la solucién que yo conozco también es maravillosa.

Solucion

Esta es una idea que sirve para encontrar la solucién. Supon-
gamos que no, que lo que yo afirmé antes es falso. Es decir, su-
pongamos que usted encontré una forma de orientar las flechas
y un lugar en donde empezar de manera tal que, por més que
sigamos dando pasos y mds pasos, uno siempre se queda dentro
del tablero. Yo quiero convencerla/lo de que eso no es posible.
;Por qué?
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El tablero tiene un nimero finito de casillas. Cuando us-
ted empieza a recorrer su camino, si nunca saliera del tablero,
tendria que repetir casillas por las que ya pasé. Debe haber por
lo menos una casilla por la que usted tiene que pasar ‘infinitas
veces’.

Suponga que llamamos A a un casillero por el que usted
pasa una y otra vez reiteradamente. Como hay que cambiarle
la orientacién a la flecha de A cada vez que usted sale de ella,
usted empezard a pasar también —indefinidamente— por las
cuatro casillas que son vecinas de A. Y por supuesto, en esas
cuatro casillas también tendrd que cambiarles la orientacién a
las flechas.

Por lo tanto, en su camino, pasard ‘infinitamente’ por A, pero
también infinitamente por las cuatro casillas vecinas de Ay, por
la misma razén, atravesard infinitamente las casillas que son veci-
nas de las vecinas a A. Y asf siguiendo.

Con esta idea usted detecta que llegard un momento en el
que llegard hasta alguna casilla que estd en el borde.

Pero ahora, la diferencia estd en que si uno pasara infinita-
mente por una casilla que estd en el borde, a lo sumo en la cuarta
pasada, la flecha apuntard hacia afuera. Ni bien eso suceda, us-
ted sale del tablero y listo. Alli se terminé todo.

¢Por qué me gust6 tanto este problema? Si usted piensa bien,
advertird que seria imposible imaginar todos los posibles tableros
de todas las posibles dimensiones con todas las posibles distribu-
ciones de flechas y todas las posiciones iniciales. Fse conjunto es
infinito. ;Cémo hacer para convencerse de que no hay ningtn
camino que nos mantenga dentro del tablero? Puesto en estos
términos, el problema parece inabordable.

Sin embargo, uno termina hilvanando estas ideas:
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a) si uno pudiera elaborar un camino que no saliera nunca
del tablero, entonces tendria que haber casillas por las que
pasa infinitamente;

b) como cada vez que pasa por ellas cambia la orientacién de
las flechas, inexorablemente se va acercando al borde;

¢) una vez que uno descubre que tendria que pasar infinita-
mente por una casilla que estd en el borde, a lo sumo a la
cuarta pasada, la flecha tendrd que apuntar hacia afuera:
alli sale del tablero y se terming el problema.

Aunque no parezca, una vez mds, esto es hacer matemitica. ..
y ademds, buena matemadtica.

No se me escapa que elaborar una estrategia para salir de un
tablero es totalmente irrelevante, pero lo que es no menor, es
aprender a pensar problemas de este tipo. Muchas veces las va-
riantes y variables involucradas son infinitas o técnicamente in-
abordables, pero una adecuada demostracion por ‘el absurdo™ es
una herramienta perfecta que resuelve la cuestion.

19. Muchas veces, cuando uno tiene que demostrar la validez de una
implicacién suele apelar a demostrar la afirmacién ‘contra-reciproca’. Son las
que se conocen comtinmente con el nombre de ‘demostraciones por el ab-
surdo’. Son muy comunes en matemdtica y créame que serfa muy deseable
que formaran parte del arsenal l6gico con el que una persona enfrenta su vida
cotidiana.
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Para comparar numeros grandes

Suponga que usted tiene un millén de délares, y que deci-
de gastar mil délares por dia. ;En cudnto tiempo se queda sin
dinero?

Por otro lado, si en lugar de tener un millén tuviera mil millo-
nes y gastara, otra vez, mil délares por dia, jen cudnto tiempo se
quedaria ahora sin dinero?

Piénselo y haga una estimacién sin necesidad de hacer las
cuentas.

Solucion

Un afio tiene 365 dias, entonces en 3 afios hay 1.095 dias.
Como usted estd gastando 1.000 délares por dia,

(1.095) X (1.000) = 1.095.000

o sea, en aproximadamente 3 afios usted se queda sin dinero.
Fn cambio, pensemos ahora cudntos afios necesita para que-
darse sin dinero gastando mil délares por dia si usted tiene mil
millones de délares.
Si uno gasta mil délares por dia y divide 1.000.000.000 por
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1.000, obtiene un millén de dias. Es decir, gastando de a mil por
dia, consumiria todo el dinero en 1.000.000 de dias.

Ahora bien: jcudntos son un millén de dias? Hay que dividir
1.000.000 por 365.

La/lo invito a que haga la cuenta: 2.740. Es decir, gastando
1.000 délares por dia, tardaria 2.740 afios en consumir todo el
dinero.

Otra manera (mds fdcil) de pensar este problema: una vez que
uno descubrié que necesita un poco menos de 3 afios para gastar
el dinero si tuviera un millén de doélares, si tuviera 1.000 veces
mds (ya que mil millones es mil veces mds que un millén) en-
tonces deberia tardar mil veces mds en gastarlo. Y mil veces mds
que 3 afios, es casi 3.000 afios. El niimero mds cercano fue el que
encontramos: 2.740 afios.

En cualquier caso, creo que estas cuentas sirven para enten-
der la diferencia que hay entre un millon y mil millones.
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La paradoja de Simpson

La que sigue es una historia sobre el mal uso de la matematica.
Una aventura peligrosa que terminé en un juicio por discrimina-
cién de género que —en rigor— cualquier matemadtico podria
haber detectado y evitado, si es que hubiera formado parte del
estudio juridico que asesor6 a la joven que se sintié6 damnificada.

Con todo, creo que vale la pena contarlo porque es un ejem-
plo de algo que sucede mucho mds frecuentemente de lo que
uno advierte. Acd va.

Sucedié hace un poco mds de 40 afios, para ser mds precisos,
en 1973, en la Universidad de California, Berkeley, una de las
mds importantes del mundo vy, sobre todo, la que alberga a uno
de los departamentos de matemdtica mas importantes del planeta.

Muchisimos argentinos han estudiado alli, se han graduado y
doctorado en Berkeley. Y muchisimos también han ensefado y
han dejado (y dejan) huellas muy profundas. Pero sobre ese tema
escribiré en otro momento. Quiero volver a la historia que derivé
en el juicio.

Una joven estudiante intenté ingresar en la universidad, pero
no pudo hacerlo. Es decir, no pudo superar lo que aqui serfa
equivalente a un examen de ingreso. Ella, seguramente asesorada
por un grupo de abogados, creyé interpretar que en Berkeley,
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en ese momento, habia una practica —sutil por cierto— para
discriminar hombres y mujeres, algo asi como una segregacién
por género.

Como crefan tener pruebas suficientes, iniciaron un juicio
que conmovio no sélo a la universidad propiamente dicha, sino a
toda la comunidad local. No lo escribi atin, pero Berkeley es un
barrio que queda a unos 20 kilémetros al noreste de San Francis-
co, en California. Si hubiera sucedido en un estado en donde un
caso de estas caracteristicas podria ser mds esperable (piense en
Mississippi, Alabama o incluso Texas), quizds habria tenido un
impacto distinto, pero... jen San Francisco?

Lo que sigue entonces es una breve descripcién del error que
se cometi6 o que cometieron los abogados que representaron a la
joven. Los datos parecian mostrar que personas del sexo masculi-
no eran aceptados para ingresar en un porcentaje mayor que las
mujeres o, en todo caso, en un porcentaje mayor que el simple
azar.

Voy a modificar los datos originales para hacer los cédlculos
mds sencillos, pero nada va a cambiar en términos conceptua-
les. Le pido que me siga porque —como escribi antes— es un
problema que aparece con mucha mds frecuencia de la que uno
cree, tanto que el error de interpretacién que genera recibe un
nombre: ‘La paradoja de Simpson’.

En general, una universidad estd conformada por distintas fa-
cultades donde se estudian diferentes disciplinas. Piense usted en
el ejemplo que le resulte mds cémodo o mds familiar. Para citar
un caso, la Universidad de Buenos Aires alberga, entre otras, a las
facultades de Ciencias Exactas, Medicina, Arquitectura, Ingenie-
rfa, Farmacia y Bioquimica, etc.

Para hacer las cuentas mds fdciles, voy a suponer que en Ber-
keley habia nada mds que dos facultades: medicina y kinesiolo-
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gia, y voy a suponer que ese afio se presentaron a rendir los exd-
menes de admisiéon 2.200 personas divididas por mitades: 1.100
de cada sexo.

Luego de las pruebas pertinentes, ingresaron en total, 930
hombres y 390 mujeres.

Si uno mira estos datos, la conclusién inmediata que saca es
la siguiente:

930/1.100 = 84,54% ingresantes hombres
versus

390/1.100 = 35,45% ingresantes mujeres

Ante estos ndmeros no parece haber mucho para discutir:
salvo que haya algin argumento desconocido, demuestra ser un
caso evidente de discriminacién por sexo o favoritismo por género.
Mis atin: cuando uno revisa afios anteriores, este caso se repetia
en forma sistematica.

Es por eso que con estos datos, los letrados de la joven cre-
yeron que tenian motivos suficientes para iniciar el juicio. Y lo
hicieron. Ahora, acompdiieme a revisar con un poco mds de cui-
dado los detalles que faltan.

Investiguemos primero la distribucién por facultad. Es decir,
qué proporcién de hombres y de mujeres se inscribié tanto en
Medicina como en Kinesiologia.

Una observacién: no deje que los nidmeros la/lo confundan.
Elegi a propésito nimeros ficiles para poder seguir el ejemplo.
En definitiva, no se trata de revisar el juicio que estd saldado
hace 41 afios, sino de entender en dénde estd la paradoja. Sigo.

De las 1.100 mujeres aspirantes en total, 1.000 aplicaron en
Medicina y solamente 100 se anotaron en Kinesiologia.

La proporcién se revirtié en el caso de los hombres: de los 1.100
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aspirantes-hombres que se presentaron en la universidad, 1.000 se
inscribieron en Kinesiologia y solamente 100 en Medicina.

O sea, exactamente al revés que las mujeres.

Ahora veamos si hubo discriminacién por facultad. Es decir,
supongo que no se le escapa que —en general — los exdmenes
de ingreso a la facultad de Medicina son mds dificiles que los de
Kinesiologia, o bien las vacantes que tiene cada una son cierta-
mente distintas. De una u otra forma, como el examen fue el
mismo en cada facultad (para hombres y mujeres) es razonable
investigar como les fue a cada grupo.

Fn el caso de Medicina: de las 1.000 mujeres que se presenta-
ron ingresaron 300. O sea, el 30%.

Curiosamente, lo mismo sucedié con los hombres, sélo que se
presentaron muchos menos. Sobre 100 hombres que rindieron,
aprobaron 30. Es decir, se mantuvo el mismo porcentaje entre
hombres y mujeres: ingresé el 30%.

Ahora exploremos lo que pasé en Kinesiologia: se presentaron
100 mujeres a rendir el examen y aprobaron 90, es decir el 90%.

Por otro lado, se presentaron muchisimos mas hombres: 1.000,
y lo interesantisimo es que aprobaron 900, o sea, también el 90%.

(Oué conclusion podemos sacar hasta acd?

En cada facultad, el nimero de hombres y de mujeres que se
presentaron a rendir el examen fueron muy diferentes, pero jel
porcentaje que superé la prueba fue el mismo en cada caso: 30%
en Medicina —independientemente del sexo— y 90% en Kinesio-
logia, también independientemente del sexo!

Evidentemente el sexo no tuvo ninguna relevancia. Sin em-
bargo, cuando uno mira los totales, sobre una muestra de 1.100
hombres y el mismo nimero de mujeres, jingresaron 930 hom-
bres y 390 mujeres!

Justamente en eso consiste la paradoja. En realidad, no hubo
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ninguna discriminacién. Sélo que al agruparlos por sexo y no por
facultad, aparece una inconsistencia que no existe?.
Fijese en esta tabla que resume todo:

Porcentaje de ingreso Porcentaje de ingreso Totales
a Kinesiologia a Medicina
Hombres 900/1.000 =90%  30/100 = 30% 930/1.100 = 84,54% (*)
Mujeres 90/100 = 90% 300/1.000 = 30% 390/1.100 = 35,45%

Eistos niimeros son muy claros ahora. Al mirar la tltima co-
lumna solamente, pareciera que hay un evidente sesgo en favor
de los hombres, pero al hacer la discriminacién por facultad, se
advierte que la ‘tal” discriminacién no existe.

(Coémo se explica esta ‘aparente” paradoja? Al haber una di-
ferencia tan grande entre los postulantes hombres y mujeres por
facultad, eso termina distorsionando la muestra total.

Cuando uno estd en el colegio, ‘sufre’ al sumar fracciones. La
tentacion es sumar los numeradores entre si, y lo mismo con los
denominadores. Por ejemplo, serfa mucho mis facil si

213 +5/8="7/11

iPero eso no es cierto! No se pueden sumar los numeradores y
los denominadores asi como estdn?'.

En el caso que nos ocupa, si usted mira el cuadro que figura
en (*), podria creer que:

20. En realidad, lo que uno puede deducir de todo esto es que no hay
ninguna razén para pensar que se discrimind por sexo en estos exdmenes...

21. Dicho en términos generales, NO ES CIERTO que (a/b) + (c/d) = (a
+¢)/(b + d). Enrigor, 2/3 + 5/8 = 31/24, pero ésa es otra historia.
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(30/100) + (900/1.000) = 930/1.100 (1)
y
(300/1.000) + (90/100) = 390/1.100  (2)

iPERO NINGUNA DE LAS DOS IGUALDADES ES CIERTA!

De hecho, los nimeros que figuran en (1) (sobre el sector
izquierdo) son los mismos que en (2), s6lo que aparecen ‘disimu-
lados’. Es que (30/100) = (300/1.000) y (900/1.000) = (90/100).
Si se pudieran sumar fracciones simplemente sumando los nu-
meradores por un lado y los denominadores por el otro, quizd no
habria paradoja y si discriminacién. Pero para qué ocuparse de
algo que es falso... jno?

El tema es que el juicio cayd ni bien fue presentado y el presti-
gio de la Universidad de Berkeley queda intacto. Eso si, terminé
siendo un bochorno.

Reflexion final

Asi como propuse hace un tiempo la incorporacién de mate-
madticos en hospitales (o centros de salud) en donde se investiga
la incidencia del uso de ciertas drogas y el andlisis estadistico
requiere de especialistas en el drea, sno habrd llegado el mo-
mento de incorporar matemdticos a los estudios juridicos? ;O
ya es de practica comtn y a mi se me escapa? Ciertamente no
consultaron a ninguno en el estudio de letrados que asesoré a la
joven estudiante, en el famoso caso de segregacién por sexo que
nunca existio.
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Los dos mejores

Suponga que usted tiene una lista de 32 ndmeros enteros dis-
tintos, todos mayores que cero. Su objetivo es tratar de encontrar
los dos mds grandes. ;Cémo hacer?

En principio, lo que uno haria es ir compardndolos de a dos.
Es decir, para empezar, usted elige un par cualquiera. Los com-
paray se queda con el mayor. Por ahora, el menor queda elimina-
do. Digo ‘por ahora’, porque este que quedé ‘afuera’ podria ser el
‘segundo’ que usted podria estar buscando. Por eso cuando uno
hizo la comparacién inicial, se queda con el mds grande pero al
mismo tiempo deberia ‘guardar’ en alguna parte al otro ya que
puede necesitarlo otra vez. Sigo.

De los 32 niimeros usted ya comparé dos: se quedé con uno'y
eliming al otro. Ahora, de los 30 restantes, elige otro nimero més
y lo compara con el mds grande que habia resultado de antes. Si
el nuevo nimero es mayor que el que tenia, se queda con este
nuevo. Si no, sigue conservando el que ya tenia.

Hasta acd usted hizo dos comparaciones que le sirvieron para
seleccionar un nimero entre tres. Con la misma idea, seguiria
eligiendo entre los restantes, los compara con el mds grande que
tiene hasta que al final, luego de 31 comparaciones, habrd en-
contrado el mds grande de todos.
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En todo esto que escribi, creo que no hay nada nuevo. Todo
resulta muy sencillo y es una tarea ciertamente rutinaria y, enci-
ma, aburrida. Sin embargo, verd que se pone interesante en unas
pocas lineas mas.

Si uno quiere avanzar y encontrar el segundo mds grande,
tendrd que repetir el procedimiento anterior, pero ahora con 31
numeros en lugar de los 32 originales. Esto no seria nada nuevo,
solo que si uno hubiera sabido que después habria de buscar el
mayor de los 31 que quedaron en el camino, no hubiera descarta-
do parte de la informacién que al principio no fue relevante pero
que ahora podria ser muy qtil.

Es decir, hasta acd, para encontrar los dos niimeros més gran-
des, tendria que usar (32 + 31 = 63) comparaciones. ;Habr4 al-
guna forma de mejorar esto?

Usted me preguntaria (si pudiera hablarme) o se preguntara:
¢Para qué habria de mejorar este nimero de comparaciones?
No son tantas y la diferencia en todo caso, si se pudiera con-
seguir, seria algo tan menor que pareciera no tener sentido.
¢Para qué dedicar un esfuerzo ‘extra’ a algo que —parece— tan
irrelevante?

Acd es donde necesito invitarla/lo a hacer una reflexién. Por
supuesto, cuando uno trabaja con nimeros tan pequefios, las di-
ferencias van a ser mintsculas. Sin embargo, el problema podria
adquirir otra dimensién si yo pudiera exhibir otro tipo de ejemplos
mds significativos y de mayor importancia.

En principio, una computadora se pasa ‘ordenando’ no sélo
nimeros sino también palabras en forma creciente o decreciente
o siguiendo el orden del alfabeto. Buenos casos son, por ejemplo,
ordenar todos los DNI de un pais u ordenar alfabéticamente los
libros de una biblioteca de un millén de ejemplares o, en su pro-
pia computadora, ordenar sus archivos por fecha o por el titulo
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que usted les puso. En definitiva, se trata de ordenar. ;Cémo
hacerlo de la manera mads efectiva?

Si uno puede mejorar el algoritmo de comparaciones, para
aprovechar al médximo los datos que fue consiguiendo en el pro-
ceso, el tiempo (ya que de esto se trata) que usa la mdquina es
muchisimo menor, haciendo mds expeditivo el proceso y mis
rdpido el acceso a la informacién. O sea, aunque en principio los
casos pequefios parecieran no ser significativos, ni bien uno ‘sale
a la vida real’, cualquier ahorro que uno pueda producir, tiene
consecuencias muy valiosas.

Antes de volver al ejemplo de los 32 niimeros, le propongo que
piense en un torneo de tenis, de los miles que hay por afio en todo
el mundo. Suponga que se inscribieron 128 participantes como en
Roland-Garros o Wimbledon o el abierto de Australia o Estados
Unidos. Muchas veces uno escucha hablar o lee sobre los ‘cabezas
de serie’. jPor qué pasa esto? Es que los organizadores le asignan a
cada jugador un nimero como si de antemano se supiera cudl va
aser el orden en el que terminardn después del torneo. De esa for-
ma, se separan en dos grandes grupos (de 64 tenistas en este caso).
¢Para qué? Para evitar que se enfrenten el mejor y el segundo me-
jor en una ronda inicial, quitindole todo incentivo al torneo. En
realidad, estdn tratando de compensar un problema que podria
suceder: que los mejores jugadores queden eliminados en rondas
iniciales. Sin embargo, ;quién dice que el que salié segundo es el
segundo mejor del torneo? s;Habria alguna otra forma de determi-
narlo? En realidad, la respuesta es que si, y para eso, voy a utilizar
el ejemplo con el que empecé este articulo: elegir los dos niimeros
mds grandes entre un grupo de 32. Ya verd c6mo este ejemplo sirve
para todo lo que estuve escribiendo.

Para empezar, divida los 32 nimeros en dos grupos de 16. Al
distribuirlos de esta forma, uno se quedard con el més grande de
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cada par. Pero si bien nos quedamos con los dieciséis mds gran-
des (y acd viene la primera gran diferencia entre lo que uno hace
habitualmente y lo que le propongo que vea conmigo acd), guar-
damos en alguna parte a quién le ‘gand’ cada uno. Por ejemplo,
supongamos que uno tiene estos nimeros:

(7,15, 31, 180, 212, 5,47, 57,112, 17, 3,9, 11, 104, 214, 17, 98,
73,101, 5,33, 191, 35, 14, 18, 103, 114, 117, 170, 19, 193, 1}

y los apareamos asi:

(7,15) (31, 180) (212, 5) (47, 57), (112, 17) (3,9) (11, 104) (214,
17) (98, 73) (101, 5) (33,191) (35, 14) (18, 103) (114, 117) (170,
19) (193, 1)

Voy a escribir a los ‘ganadores’ por un lado, y a un costado voy
a ‘guardar’ los niimeros que quedaron superados en primera ins-
tancia pero recordando quién fue el que les gané. Por ejemplo,
entre el 7y el 15 (que es el primer par que figura), el 15 va a ser
el ganador, pero yo quiero guardar el siete y también almacenar
en ese ‘recuerdo’ que fue el 15 el que le gané.

En ese caso voy a poner primero al que ‘gané’ y segundo, se-
parado, al que ‘perdi6’. Estos son los resultados:

(15...7)
(180... 31)

(212...5)
(57... 47)
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9...3)
(104... 11)
(214... 17)
(98... 73)
(101... 5)
(191... 33)
(35... 14)
(103... 18)
(117... 114)
(170... 19)
(193... 1)

Ahora, voy a ‘aparear’ a los ganadores de los pares y, como siem-
pre, voy a guardar la informacién sobre los que quedaron ‘elimina-
dos’ en el camino. Por ejemplo, cuando se ‘enfrenten’ el 15 y el 180
(que son los dos primeros ganadores en la lista anterior), el 180 le
va a ganar al 15, pero voy a guardar la informacién de la trayectoria
del 180, que ya le gané al 31 y ahora también al 15. Los eliminados,
ahora sf, quedan afuera. Este es el resultado después de esta etapa:

180... (31, 15)
212... (5, 57)

112... (17,9)
214... (17, 104)
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101... (5, 98)
191... (33, 35)

117... (114, 103)
193... (1, 170)

Como se ve, ahora quedaron ocho ganadores, cada uno con
su ‘historia’, o sea, los que ‘perdieron’ en el camino con ellos. Por
ejemplo, el 214 le gané en el primer paso al 17 y después al 104,
y por eso aparecen en la ‘historia” del 214. Sigamos un paso mds.

212... (5,57, 180)
214... (17,104, 112)

191... (33, 35, 101)
193... (1,170, 117)

Ya falta poco. En el préximo paso se obtiene:

214... (17,104, 112, 212)
193... (1,170, 117, 191)

Y en la ‘final’, quedan el 214 y el 193. En este caso, el resulta-
do final va a ser:

214... (17,104, 112, 212, 193)

Fijese lo que sucedié: el 214 ‘gand’ el torneo o el ‘honor’ de
ser el nimero mds grande. Sin embargo, en la ‘final’ le gané al
193. Ahora si usted se fija bien, el 193 jno es el segundo nimero
mds grande entre los que participaron! Ese nimero es el 212. Lo
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interesante es que si usted mira la ‘historia’ de los que ‘perdieron’
con el 214, aparece el 212.Y eso es lo que yo quiero, porque si el
objetivo es encontrar al segundo mayor, lo que uno podria hacer
es ‘comparar entre ellos a los nimeros que perdieron con el 214’

Ahora si, voy a necesitar hacer cuatro comparaciones y voy a
descubrir al 212, que era el ‘verdadero’ segundo nimero y no el
193 como habia resultado antes.

Pregunta: jsiempre va a quedar el segundo entre los que per-
dieron con el ganador? jSi! ;Por qué? Es que la tinica forma en la
que pudo haber perdido el segundo niimero mds grande es si lo
hice ‘enfrentar’ con el mds grande de todos. Si el segundo fuera
apareado con cualquier otro, ganaria el segundo. Luego, inexo-
rablemente el segundo estard en la ‘historia’ o mejor dicho, entre
los que perdieron con el primero, haya sido en la primera vuelta,
en la cuarta o en cualquier otra, pero seguro que va a aparecer.
Al hacer ahora cuatro comparaciones mds, llegamos a descubrir
al segundo niimero.

(Oué ganamos con esto? Una vez descubierto al ganador, el
214, si uno no tuviera en cuenta lo que fue pasando al hacer las
comparaciones, habria que empezar todo de nuevo, ahora con
31 niimeros en lugar de 32.Y para eso, necesitaria hacer 30 com-
paraciones. Sin embargo, con el método que estoy proponiendo,
en lugar de 30, resolvemos el problema con nada mds que cuatro.

Para tener idea de cdmo empieza el ‘ahorro’ cuando los ni-
meros son mds grandes, piénselo asi: si en lugar de 32 hubiera un
mill6n de niimeros, para elegir el mayor no hay mds remedio que
hacer 999.999 comparaciones, pero para el segundo, en lugar de

999.998, bastan jdieciocho mas!*

22. En general, si uno tiene n ndmeros, el algoritmo necesita del orden de
(n + log(n)) operaciones.
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Es decir, la tremenda potencia de lo que uno gana es impo-
sible de describir en pocas lineas; aunque usted advierte que el
nimero de operaciones necesarias decrece fuertemente y, por
ende, el tiempo requerido, también.

Una observacién mids: en el ejemplo del tenis (o de cualquier
otro tipo de torneo en donde se busca al campeén pero también
cudl es el ‘segundo mejor’), el método de los cabezas de serie
‘corrige en parte’ el problema. Con todo, bien podria pasar que
el campedn hubiera derrotado en alguna ronda preliminar a un
jugador que hubiera merecido estar en la final (en el caso de los
nimeros que puse antes, el campedn termina derrotando al 193
que queda como segundo mejor, cuando en realidad, ese lugar le
debié haber correspondido —como vimos— al 212). ;Qué hacer
entonces?

Cuando termina el torneo, los jugadores que perdieron con
el campedn deberfan jugar entre ellos para saber bien quién fue
el verdadero subcampeén. Naturalmente, la pregunta serd: ;y a
quién le importa? No sé, no sé a quién podria importarle pero en
todo caso si el objetivo es elegir a los dos mejores, el método que
se utiliza actualmente no lo consigue, o mejor dicho, depende
de que los que establecen las ‘cabezas de serie’ y los ordenamien-
tos previos, logren hacerlo sin cometer errores. El método que
estd descripto en este capitulo lo garantiza.
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Dos problemas mas de sombreros...
iqué sé yo cuantos van!

PARTE 1

El que sigue es un problema mds... sobre sombreros... raro,
(no? ;0ué sé yo cudntos van ya? No importa: siempre son muy
sugerentes y muy utiles para pensar estrategias. Acd va.

Tres personas entran en una habitacién y, sin que puedan ver
el color del sombrero que les pondran en la cabeza, les tocard
‘al azar’ uno de los dos posibles colores: B o N (blanco o negro).

Una vez que los tres ya se situaron en la habitacién, cada uno
puede mirar los sombreros de los otros dos. No pueden conver-
sar entre ellos, no pueden hacerse sefias ni pasarse mensajes de
ninguan tipo.

Fin esa misma habitacién hay una cuarta persona que les va a
hacer una pregunta: ;qué color de sombrero tiene cada uno? Los
tres tienen que contestar simultdineamente o, si usted preﬁere,
los tres tienen que escribir en un papel el color de sombrero que
—creen— que tienen.

Cualquier estrategia que hubieran decidido usar para ayudar-
se deberfan haberla pactado antes. A partir del momento en el
que recibieron el sombrero, ya no podran hablar mds. Pueden
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contestar obviamente o bien B o bien N. Si sienten que prefieren
‘pasar’ porque no estdn seguros, pueden hacerlo. El ‘equipo’ (que
conforman los tres) gana si por lo menos uno de ellos responde
correctamente y ninguno lo hace en forma incorrecta. ;Qué es-
trategia usar?

De entrada, parece que una buena estrategia podria ser ésta:
dos de los tres ‘pasan’ y el tercero elige al azar. Como la probabi-
lidad de tener blanco o negro es %2, o un 50%, entonces, haber
optado por este camino les ‘garantiza’ esa probabilidad: ¥2.

Dicho esto, shabrd alguna forma de mejorar este esquema?
Por supuesto, si los tres decidieran ‘adivinar’, cada uno de ellos
tendria %2 de posibilidades de acertar. Cuando uno repite este
proceso para las tres personas involucradas, las probabilidades se
multiplican. En este caso serd:

YL XY XY=1/8

lo cual muestra que es efectivamente una estrategia peor que la
que se tiene si dos pasan y uno solo intenta acertar.

(Se podrd mejorar la estrategia que ofrecia un 50%? Lo que
puedo hacer es afirmar que aunque no lo parezca, si... existe una
forma de mejorar ese 50%, pero me gustaria dejarla/lo en soledad
para que lo piense usted. Vale la pena dedicarle un rato porque
en principio da la sensacién que no es posible... y sin embargo,
ise puede!

Estrategia

Escribamos juntos las ocho distribuciones de sombreros, en
donde —por ejemplo— BNB significa que la primera persona
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tiene sombrero blanco, la segunda negro y la tercera, blanco otra
vez. Bistas son todas las posibilidades:

BBB
BBN
BNB
BNN
NBB
NBN
NNB
NNN

Fijese en lo siguiente. De estas ocho alternativas hay solamen-
te dos en donde los tres participantes tienen el mismo color de
sombrero: BBB o NNN. En los seis restantes, hay dos de un color
y uno del otro. ;Qué se podria hacer entonces?

Una idea: entran los tres en la habitacién. Si cualquiera de
ellos ve dos sombreros del mismo color (no importa si blanco o
negro) dice el color contrario al que ve. Fn el caso en que alguno
observara dos sombreros de diferente color, pasa. ;Qué posibilida-
des tienen de ganar con esta estrategia? (Le sugiero que piense
usted por su cuenta antes de leer lo que sigue.)

Las tnicas dos formas en las que perderian, serfan si los tres
tienen el mismo color de sombrero. En ese caso, todos ellos verian
dos sombreros del mismo color y, por lo tanto, elegirian el color
contrario... jy perderian! En realidad, los tres se equivocarfan.

Pero en cualquier otra situacion de las seis que quedan, si si-
guen con esta estrategia, jganarian siempre!

¢Por qué? Por ejemplo, si la distribucién es BBN, entonces, el
primero que tiene B no dice nada porque ve dos sombreros de
diferente color. Lo mismo le sucede al segundo, que ve que el
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primero tiene B y el tercero N. Luego, el segundo tampoco dice
nada y pasa. El tinico que va a hablar es el tercero. ;Y qué dice?
El dltimo dice (o escribe): “Yo tengo Negro”.

Es que como esta persona ve que las otras dos tienen som-
breros del mismo color (en este caso B), dirfa lo contrario... jy
ganarian!

Corrobérelo usted pero verd que en seis de los ocho casos posi-
bles, la estrategia es ganadora. En consecuencia, como seis sobre
ocho es lo mismo que tres sobre cuatro, la probabilidad de acer-
tar es de %, o sea un 75% de posibilidades de que el equipo que
la implemente ‘acierte’ o ‘gane’.

Lo notable es que originalmente parecia que no era posible
mejorar el 50%. El algoritmo propuesto anteriormente (que cier-
tamente no me pertenece) demuestra que si, que era posible me-
jorar. No sélo eso: derivé en un 75% de posibilidades de éxito.
Interesante, jno?

PARTE 2

El problema que sigue es una adaptacion del anterior que
me propuso Juan Sabia. Lo iba a agregar como una nota al
pie, pero me parecié tan interesante que creo merece un lugar
aqui.

Fijese qué interesante: haciendo un pequefio cambio en las
hipétesis, la respuesta resulta ser muy diferente. Lo que Juan me
sugirié es pensar la siguiente variante: si en lugar de que contes-
ten todos simultdneamente o que cada uno tenga que escribir en
un papel el color de sombrero que cree que tiene, ;qué pasaria
si la cuarta persona hace las preguntas de a uno por vez, y los
otros dos pueden escuchar las respuestas que dan sus comparie-
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ros? Como siempre, le propongo que piense usted qué estrategia
se le ocurre.

Sigo yo.

Si el primero ve que los otros dos tienen sombreros negros, eli-
ge un color cualquiera al azar y lo dice. Los dos restantes, pasan.

En cambio, si el primero ve que sus comparieros no tienen
los dos sombreros negros, pasa él.

En este caso, el segundo sabe que si el primero pasd, es por-
que no vio dos sombreros negros. Por lo tanto, él mira el del ter-
cero. Si éste es de color negro, €l debe tener blanco y eso es lo
que dice. Por su parte, el tercero pasa. O sea, en esta situacion,
ganan porque el primero y el tercero pasan, pero el segundo dice
correctamente su color de sombrero.

En cambio, si el segundo ve que el tercero tiene color blanco,
no puede saber si él tiene negro o blanco vy, por lo tanto, pasa.

Ahora llega el turno del tercero. Sabe que sus dos compaiieros
pasaron pero, claro, esto le aporta mucha informacién. En prin-
cipio, sabe que si el primero pasd, es porque el segundo y €l (el
tercero) no tienen los dos sombreros negros. Por otro lado, como
el segundo también paso, esto significa que €l no puede tener un
sombrero negro. Si no, el segundo habria dicho blanco.

Luego, el tercero dice blanco y acierta.

Ahora bien: con esta estrategia, ;en qué situacién van a per-
der? Por el andlisis que acabo de hacer, las tnicas formas que
tienen de perder ocurren si el primero de los que habla no pasa.
Si el primero pas6, o bien el segundo o bien el tercero pueden
determinar el color de su sombrero. Luego, para perder, tendrian
que suceder una de estas dos cosas:

a) La distribucién de sombreros es BNN. En este caso, el pri-

mero ve que el segundo y el tercero tienen sombreros ne-
gros, y €l, intentando acertar, se equivoca y dice Negro.
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b) La distribucién de sombreros es NNN. En este caso, una
vez mds, el primero ve que el segundo y el tercero tienen
sombreros negros. El primero quiere acertar y arriesga un
color, pero se equivoca porque dice Blanco.

(Cudl es la probabilidad de que esto suceda?

La probabilidad de que la distribucién sea BNN es 1/8 y, por
supuesto, de que el primero elija N es %2. Por lo tanto, la proba-
bilidad de que ocurran ambos eventos es 1/8 X Ya.

Por otro lado, la probabilidad de que la distribuciéon sea NNN
es también 1/8 y, una vez mds, de que elija B es Y.

Luego, la probabilidad total es ((1/8) X (1/2)) + ((1/8) X (1/2))
= 1/8. O sea, la probabilidad de perder es 1/8.

Esto quiere decir que la probabilidad de ganar es 7/8 = 0,875,
exactamente un 87,5%, que es ciertamente mayor que el 75%
que resultaba antes.

Pero también es cierto que la respuesta es distinta, porque jel
problema ahora es distinto!
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Probar sin exhibir?*

(Oué titulo, no? Cierto, pero sigame por acd.

En el mundo digital/virtual las cuestiones que involucran
temas de seguridad se transformaron en aspectos relevantes de
nuestra vida cotidiana. Operaciones bancarias, compras por
internet, tarjetas de crédito o de débito, contrasefias, cajeros
automdticos, correos electrénicos, transacciones de compra y
venta... en todo caso, agregue lo que le parezca pertinente. No
va a ser la primera vez que usted reflexione sobre la posibilidad
de que alguien le robe la identidad y se haga pasar por usted.
El anonimato que ofrece este mundo hubiera sido impensable
muy poco tiempo atrds. ;Cémo hacer para saber que quien
nos habla o nos escribe es quien dice ser? ;Cémo hacer para
ratificar que quien estd por recibir dinero de nuestra cuenta
bancaria es el destinatario que nosotros querriamos? ;Cémo
protegerse? ;Cémo probar que somos quienes decimos ser y
cémo verificar que otra u otro es verdaderamente quien cree-
mos que es?

Acd aparece la criptografia, la ciencia dedicada a estudiar las
técnicas que permiten establecer comunicaciones seguras entre

23. El nombre del articulo es una traduccién libre mia. En inglés se cono-
ce como “Zero Knowledge Proof”.
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dos ‘entidades’/personas/instituciones. La pregunta obvia es: ;se-
guras ante quién? Es que si no hubiera terceros involucrados, no
tendria sentido modificar nada de la informacién: uno podria
leerla en voz alta o enviar una carta con un sobre abierto (o sin
sobre) directamente. En algin lugar, cerrar un sobre con el que
se hace un envio es la forma ‘antigua’ mediante la cual se envia-
ban ‘dtomos’/paquetes/mensajes en papel o mercaderia. El che-
que reemplaza en ese sentido al dinero en efectivo; aunque en
un mundo ideal, de Walt Disney, en donde no existe la ‘maldad’
o el ‘crimen’, uno hubiera podido enviar dinero en efectivo usan-
do el correo comiin y, en todo caso, el sobre se habria utilizado
s6lo para que el dinero no se desparramara. Sin embargo, ni uno
manda dinero en efectivo ni sobres abiertos. De la misma forma,
las comunicaciones virtuales requieren de otro tipo de ‘sobres’ y
‘firmas’ que garanticen que uno es quien dice ser. La criptografia
es la ciencia que ofrece las técnicas y elementos para la protec-
ci6n de los que se comunican.

En general uno supone que el problema reside en que dos
personas se quieren comunicar o intercambiar un mensaje y que
hay una tercera que pretende interceptar la informacién. Y ahi
parece terminar todo: protegerse frente al ‘atentado’ desde afuera.
Pero también podria darse el caso en el que una de las dos perso-
nas afirma conocer o tener algo valioso y necesita convencer a la
otra. Es decir, que la otra persona ‘le crea” que lo tiene pero —y
esto es importante— sin necesidad de divulgarlo. ;Cémo hace
uno para probar que sabe algo sin necesidad de exhibirlo y cdmo
hace el otro para creerle?

Me apuro a poner un ejemplo, pero quiero hacerle una obser-
vacion: es posible que todo esto parezca entre infantil y elemen-
tal. Créame que no lo es. Acd voy.

Suponga que hay dos amigos, que a los efectos pricticos voy
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a llamar Ana y José*, que se encuentran a tomar un café. José
sigue soltero y Ana tiene muchas amigas. Ana sabe que hay en
particular una amiga de ella que siente un atractivo particular
por José, pero su personalidad le impediria hacérselo saber. Ana,
respetuosa de su amiga, no quiere filtrar la informacién porque
le parece improcedente.

Curiosamente José también siente una particular atraccién
por una de las amigas de Ana, pero no quiere elaborar sobre el
tema porque siente que no necesita de intermediarios para dirigir
su atencion.

Lo que transforma la historia en interesante, es que tanto Ana
como José conocen la misma informacién: es decir, Ana sabe
que hay una amiga de ella que gusta de José y sabe que José gusta
de una amiga de ella.

Pero hasta alli llegan ambos. ;Qué hacer?

José no tendria problemas en juntarse con la amiga de Ana si
lograra saber que ella es justo la persona que a él le gusta. Y Ana
no tendria problemas en divulgar el nombre de su amiga, si ella
lograra saber que José siente atraccién justamente por esa parti-
cular amiga de Ana.

¢Hay alguna forma de intercambiar la informacién sin que
ninguno de los dos haya tenido que divulgar algo que no debia?
Puesto de otra forma, si la amiga de Ana en cuestién fuera la
misma persona en ambos casos, ninguno de los dos tendria difi-
cultades en avanzar. El problema es que si no fuera asi, ambos se

24. Fn la literatura convencional aparecen dos letras para identificar a
cada parte: Py V. La eleccién no es casual ya que P es quien quiere probar que
sabe algo sin exhibirlo explicitamente mientras que V es quien quiere verificar
que lo que dice P es cierto. De hecho, hay un interjuego entre uno que quiere
probar y otro que necesita verificar.
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sentirfan incémodos y preferirfan que la situacién se mantuviera
como estd hasta ahi.

Todo este preambulo fue para sugerirle que piense qué cami-
no tomaria usted. ;Qué hacer para saber si es posible cooperar
con ambos sin que en el camino quede expuesta informacién
que deberfa mantenerse privada?

La que sigue es una potencial forma de encarar el problema.
Vea qué le parece a usted. Claramente no hay una tnica forma
de resolverlo; ésta serd en todo caso una de ellas.

Uno podria hacer lo siguiente. Tomemos diez amigas de Ana.
Podrian ser mds, pero en cualquier caso, elijamos una buena
cantidad como para ‘diluir’ m4s la potencial informacién.

Consiga diez vasos iguales. En cada vaso ponga una etiqueta
con el nombre de cada una de las amigas de Ana que hemos
elegido.

Una vez hecho esto, José prepara diez ‘papelitos’, todos igua-
les. En nueve de ellos anota el nimero cero. En el tinico distinto,
pone un nimero uno.

Por su parte Ana hace lo mismo: prepara diez papelitos, todos
con el nimero cero, salvo uno que llevard al nimero uno.

Una vez que ambos estdn listos, José coloca todos los papelitos
con el nimero cero en los vasos que llevan los nombres de las
amigas de Ana que a €l no le interesan. Como usted conjetura
correctamente, José coloca el papel con el nimero uno en el
vaso que contiene el nombre de la amiga que le gusta.

A'su vez Ana hace lo mismo: pone los papelitos con el nimero
cero en los vasos con los nombres de sus amigas que no reflejan
ningdn interés en José (segtin lo que ella estd enterada). Sola-
mente ubicard el papelito con el nimero uno dentro del vaso con
el nombre de la amiga de ella que gusta de José.

De esta forma resulta que cuando los dos terminaron de ubi-
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car sus respectivos papeles, en algtin vaso tienen que estar los
nimeros uno. ;Estardn en el mismo?

Hasta acd, todo perfecto. ;Y después? ;Cémo seguir?

Bien, lo que uno puede hacer es lo siguiente: retira todas las
etiquetas. Ahora ya no hay mds nombres involucrados. Cada vaso
sigue teniendo dos papeles pero ahora ya no se sabe a qué ami-
ga de Ana correspondian. Los intercambiamos de posicién para
evitar que ninguno de ellos pueda ‘rastrear’ los nombres y/o los
vasos. De esa forma, se evita que quede ningin ‘residuo’ de la
informacién que habia originalmente. Y acd llega el final: tanto
José como Ana van recorriendo los distintos vasos. Si en algin
momento aparece uno de ellos que contiene dos papelitos con
el nimero uno, eso quiere decir que existe la coincidencia que
ambos buscaban: la amiga de Ana que gusta de José es la misma
que le gusta a José.

Eon cambio, si no hay ningtin vaso que contenga los dos pape-
litos con el ndmero uno, todo sigue como antes. José no tuvo que
divulgar cudl amiga de Ana le gusta y Ana no tuvo que decirle a
José qué amiga de ella gusta de él.

Fista situacién, que parece totalmente infantil, no lo es tanto
cuando uno entiende que esto puede tener suma utilidad en si-
tuaciones un poco mds interesantes.

Acompdiieme con la siguiente adaptacion. Ana y José inter-
cambiaban con este método nombres de personas que podrian
sentirse atraidas mutuamente sin divulgar informacién. Ahora,
suponga que Ana sabe que hay una accién en la bolsa argentina
que va a subir fuertemente en una semana. Es informacién con-
fidencial que ella posee y que no quiere comentar. Por su parte,
José le dice que €l tiene una informacién equivalente, pero lo
que no sabe es si el nombre de la accién que tiene él es el mismo
que el de Ana. ;Cémo hacer para compararlos sin que ninguno
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de los dos tenga que develarle al otro algo que no supiera de
antemano? Si fuera cierto que los dos tienen el mismo nombre
podrian aliarse y hacer una compra mayor y, por lo tanto, una
mayor diferencia econémica.

Una propuesta es que hagan lo mismo que planteé en el caso
anterior, s6lo que en lugar de poner nombres de mujeres en las
etiquetas, lo que pueden hacer es pegar el nombre de diez o
veinte acciones en los vasos. Después, cada uno de ellos coloca
un papel con el nimero uno solamente en el vaso que contiene
el nombre de la accién que creen que va subir y, en el resto, po-
nen todos ndmeros ‘cero’. A partir de acd alcanza con repetir el
proceso anterior.

Si luego de haber retirado los nombres y haber mezclado
convenientemente, hay algtn vaso en donde aparecen los dos
nimeros ‘uno’ (el que escribié Ana y el que escribi6 José), eso
quiere decir que ambos tienen la misma informacién. Si no, no
hay problema: nadie divulgé nada que no quisiera y los dos sa-
lieron de la reunién sin haber aprendido nada que no supieran
antes.

Obviamente, la lista de ejemplos podria ampliarse tanto como
uno quisiera. El tinico limite es la creatividad.

No quiero terminar sin proponer otro ejemplo de los consi-
derados ‘cldsicos’ y que sirve —una vez mds— para plantear el
problema de la prueba con ‘conocimiento cero’ o ‘sin exhibir o
divulgar’.

Suponga que hay dos amigos discutiendo sobre ‘daltonismo’.
Uno de ellos (A) le dice al otro (B) que sospecha que él es dal-
tonico. Ante la negativa de B a aceptarlo, A decide —por ejem-
plo— conseguir dos bolas de billar de dos colores diferentes (di-
gamos roja y verde, que suelen ser dos colores que habitualmente
presentan mayores dificultades para ser diferenciados entre las
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personas que sufren de este problema). Ambas bolas son total-
mente indistinguibles si no fuera por el color.

;Cémo hacer entonces? Lo que quiere A es ‘convencer’ a B de
que tiene un problema y, al mismo tiempo, no quiere que B sepa
cudl bola es de color roja y cudl de color verde.

Entonces le propone la siguiente estrategia: A le entrega a B
las dos bolas y le pregunta si puede distinguirlas. B dice que no.
A sostiene que son diferentes, s6lo que B no se da cuenta. Para
convencerlo de que es asi, A le pide a B que tome cada una con
una mano diferente y ponga ambas manos atrds, en su espalda.
De esa forma ahora A perdi6 de vista a las dos bolas.

Ahora A le dice a B: “Si querés, cambid las bolas de mano sin
que yo te vea. Yo te voy a decir si lo hiciste... jo no!”.

Si las dos bolas fueran del mismo color y no hubiera nada que
las distinguiera, entonces la probabilidad de que A acierte seria
5. Pero en este caso no se trata de ‘acertar’ ni de ‘probabilidad’
sino de ‘certeza’: A estd convencido de que puede determinar en
el 100% de los casos si B intercambié las bolas o no. Si solamente
se basaran en la probabilidad de que esto sucediera, seria 2 si lo
hicieran una vez, pero si repitieran el proceso (por ejemplo) diez
veces, la probabilidad de acertar seria (aproximadamente) uno en
mil. Y si lo hicieran veinte veces, esa serfa ain mucho mds peque-
fia: una en un millon.

Como A es capaz de determinar si B cambié de mano o no
jen todas las oportunidades!, eso permite suponer que B ahora se
tiene que haber convencido. Pero lo importante, ademds, es que
A no necesit6 descubrir ante B cudl es el color de ninguna de las
bolas.

Este ejemplo parece elemental, pero la criptografia esta re-
pleta de situaciones que requieren de matemdtica profunda y a
la vez preciosa, especialmente la que proviene de la “Teorfa de
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Nameros’. Estoy seguro de que los expertos en el tema tendrdn
muchas cosas para agregar/corregir/sefialar, pero los legos, los
que estamos de ‘este lado del mostrador’, nos contentamos con
entender un poco més de qué se trata.
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La pizza como prueba

Cuando uno ve un mago, cuando uno lo ve operar, tiene va-
rias alternativas: o bien trata de descifrar cémo hace lo que hace
(v en general, fracasa en el intento) o bien se deja enganar y
acepta en forma racional que algin truco tiene que haber, pero
no quiere invertir tiempo en tratar de descifrarlo. Estoy casi se-
guro de que se sienten mds cémodas las personas que optan por
la segunda alternativa, aunque mds no sea porque uno se frustra
menos. Pero es indiscutible que ‘la magia seduce’.

Lo interesante es que la matemadtica también, pero s6lo que
es un poco (o mucho) mds invisible y no tan aparente. Hay mo-
mentos en los que nuestro sentido comin apunta para un lado
y la realidad —ayudada por la matemadtica— para otro. Son los
momentos en donde la intuicién no funciona. De todas formas,
como todo musculo, cuando uno lo entrena, se hace cada vez
mds fuerte, mds potente... y también mds atil.

Quiero contar un ejemplo que siempre me fascing. Contiene
algunos elementos que no son usuales en nuestra vida cotidiana,
pero estoy convencidisimo de que va a disfrutarlo y le permitird
agregar algunas herramientas (que a lo mejor ya tiene) a su arse-
nal intelectual. Ciertamente, no es poco.

Para graficar lo que quiero hacer voy a suponer que tenemos
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una pizza en forma de un cuadrado. Si, ya sé: las pizzas no tienen
esta forma habitualmente, pero concédame esa licencia. Ya verd
que —al final — es algo de poca importancia.

Tengo entonces una pizza ‘cuadrada’ como se ve en la Figura
1. Voy a tratar de alimentar a varias personas, asi que suponga-
mos que la pizza tiene un metro de lado. Es decir, su superficie
es jun metro cuadrado! Igualmente, como escribi antes, todos
estos ndmeros terminardn siendo irrelevantes.

Eso si: para fijar las ideas, todas las longitudes que aparezcan
en este texto estardn expresadas en metros y las superficies en
metros cuadrados.

) 1

Figura 1

Sigo. Tomamos la pizza y la cortamos primero por la mitad y
después, otra vez por la mitad en forma perpendicular, de mane-
ra tal que quede dividida en cuatro cuadrados iguales. La tinica
diferencia es que ahora cada una de las porciones cuadradas tie-
ne medio metro de longitud. ;Me sigui6? Fijese en la Figura 2.
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Ya

Figura 2

Ahora calculemos el drea. Como cada pequefio cuadrado tie-
ne ¥2 metro de lado, la superficie de cada porcion es de 2 X %2
= Y4 (metros cuadrados).

Una pausa: no me abandone ahora que todavia falta lo mejor.
En definitiva, todo lo que hice hasta acd fue cortar una pizza y
calcular la superficie de cada porcion.

De los cuatro cuadraditos que se forman, separe tres y pénga-

los en una columna como en la Figura 3. Como se ve, el cuadra-
dito restante lo puse a un costado.
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Ya

Figura 3

Ahora, justamente con este cuadradito que sobrd, hago lo mis-
mo que con la pizza original, es decir, con el cuadrado grande.
Lo vuelvo a dividir en cuatro cuadraditos iguales. Claro, como
ahora la porcién tiene ¥2 metro de lado, al cortarlas por la mitad,
cada lado del nuevo cuadradito medird la mitad, o sea %, como
se ve en la Figura 4.
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Figura 4

Ya que estd mirando la Figura 4, fijese que lo que hice fue tomar
cada uno de esos cuadraditos de % de lado y lo puse al lado de uno
de los cuadrados originales (que tenfan ¥z de lado). Quedaron, como
se ve, tres filas iguales. Cada una de ellas tiene una de las porciones
originales (la de un medio de lado), otra un cuarto de lado y todavia
me queda un cuadradito sin cortar, que lo puse a un costado. Acép-
teme la sugerencia y revise las figuras que acompanan el texto para
convencerse de que estamos los dos hablando de lo mismo.

La idea ahora es replicar lo que hice antes y repetir la ope-
raciéon una y otra vez con los cuadraditos que van sobrando. Es
decir: voy dividiendo cada uno de ellos como hice con la pizza
original y, de esta forma, voy consiguiendo cuadraditos cada vez
mds chicos, pero que tienen la particularidad de que la longitud
de cada lado es siempre la mitad del anterior.
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Por otro lado, voy formando tres filas iguales. Cada una de
ellas va teniendo un representante de cada una de las porciones
que voy generando. La primera porcién es un cuadrado que tie-
ne medio metro de lado; la segunda mide la mitad, o sea %; la
tercera, la mitad de la anterior, o sea 1/8; después 1/16, 1/32...
y asi sucesivamente. Para convencerse, siga el ejemplo en las fi-
guras 5y 0.
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Figura 5
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Ahora, acépteme la audacia de imaginarnos cortando la pizza
ad infinitum... o sea, en forma indefinida, e ir construyendo las
tres filas de la forma que expliqué anteriormente.

Quiero hacer un par de observaciones:

a) Es importante que usted se convenza de que quedan for-
madas tres filas iguales. Cada fila contiene un representan-
te (o porcién) de las que consegui al ir cortando la pizza
en forma sucesiva. El primer cuadradito tiene %2 metro de
lado, el segundo %, el tercero 1/8, el cuarto 1/16, el quinto
1/32, y asi infinitamente?.

b) Ahora concentrémonos en las dreas o superficies de los cua-
draditos que aparecen en cada fila. Piense usted c6mo ha-
cer para calcularlas. El primer cuadradito tiene como drea
Y4 (ya que cada lado mide %2). El drea del segundo es 1/16,
ya que este cuadrado tiene lado %. Si sigo en forma infini-
ta, las dreas que aparecen van a ser: %, 1/16, 1/64, 1/256,
1/1024, 1/4096... O podriamos escribirlo asi: (1/4), (1/4)%,
(1/4)%, (1/4), (1/4)°, (1/4)%, (1/4)7... Como usted advierte,

aparecen las potencias sucesivas del nimero (1/4).
No me abandone ahora porque estamos a punto de terminar.

Quiero hacerle la pregunta clave: ;qué pasaria si yo sumara las
areas de todas las filas? ;Cudnto dara?

Recuerde que la pizza original tenfa una superficie de un metro
cuadrado, ;de acuerdo? Como lo tinico que hice fue cortar la pizza

25. Uno podria pensar que, como voy cortando por la mitad la longitud
de cada cuadrado, las porciones van teniendo como lados: (1/2), (1/2)%, (1/2)?,
(172)%, (172)%, (1/2)%, (1/2)7..., o sea, las potencias sucesivas del nimero (1/2).
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y distribuirla en tres filas iguales, la suma de todas las dreas tiene
que seguir dando lo mismo, o sea, jtiene que seguir dando uno!

Ahora le propongo que calculemos el drea de otra forma. Las
tres filas que construimos son iguales, por lo que las dreas tam-
bién lo son. Consecuentemente, como sabemos que la suma
total de las dreas tiene que dar uno, cada una de las filas debe
sumar la tercera parte, o sea 1/3. ;Estd de acuerdo conmigo? No
avance si no me cree.

Sigo. Es que si uno tiene dividida una superficie en tres partes
iguales, y la suma da uno, entonces cada parte tiene que medir 1/3.

Ahora, el final a toda orquesta. Por un lado, sumemos las dreas
de cada fila, teniendo en cuenta lo que sabemos que mide el drea
de cada cuadradito. Es decir:

(1/4) + (1/4)2 + (1/4) + (14" + (140 + (1/4)° + (1/4)...
Por otro lado, también sabemos que la superficie de pizza que

hay en cada fila es 1/3 de metro cuadrado.
Eista igualdad puedo escribirla ast:

Yo+ 1/16 + 1/64 + 1/256 + 1/1024... = (1/4) + (1/4)2 + (1/4)°
+ (14 + (14 + (14)5 + (14)... = 173,

Quiero escribirlo de nuevo para enfatizar: hemos descubierto
que —si uno acepta que puede sumar infinitamente—, la suma
de las dreas de todos los cuadraditos que aparecen en cada fila es
exactamente igual a un tercio. Dicho de otra forma: si uno hace
la suma de las potencias sucesivas del nimero (1/4), se obtiene...
i1/3! ;No es notable??

26. Este es un caso particular de algo mucho mds general que tiene que
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Muchas veces, las férmulas impiden entender lo que estd su-
cediendo por detrds, algo asi como que el drbol tapa al bosque.
Es por eso que el ejemplo de la pizza es muy ttil no sélo para
testear la intuicién sino para imaginar lo que uno no ve. Y de
paso, como suele suceder, cada vez que aparecen los infinitos
involucrados, uno siente que entra en una suerte de dimension
desconocida, en donde todas las ‘verdades” aparecen puestas en
duda. ;No es fascinante?

ver con lo que se llama ‘suma de una serie geométrica’. En cualquier libro
de cdlculo diferencial es posible encontrar (y demostrar) que la suma de una
serie geométrica de ‘razén ¢ es igual a (1/(1-q)). En el caso que nos ocupa,
la razén es Y4. Para que el resultado tenga validez, el niimero ¢ tiene que ser
mayor que (-1) y menor que 1. Hay que omitir al primer término de la suma
para que el resultado no sea 4/3, pero ésas son cuestiones técnicas que en este
contexto resultan irrelevantes.
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Historia para un detective

Las historias que requieren de un detective suelen ser siempre
muy intrigantes y atractivas. Esto sucede tan a menudo en nues-
tra vida cotidiana, que las peliculas o series llevan un nombre:
‘policiales’. Es decir, muchisima gente ha mirado o mira series
de television en donde la idea es tratar de descubrir ‘al asesino’
o su equivalente. Se trata en todo caso de juntar los ‘datos’ que
son esparcidos por los guionistas a lo largo de la pelicula para ver
si uno tiene la capacidad de relacionarlos, combinarlos e inferir
quién fue.

Por supuesto, hay buenas y malas peliculas, de eso no ten-
go dudas. Pero no me refiero sélo a las actuaciones de actores y
actrices, sino a las tramas subyacentes. No voy a ser yo quien le
advierta de la multiplicidad de trampas que pululan, de manera
tal que cuando uno cree que tiene todo lo que le hace falta para
deducir ‘quién fue’, sibitamente aparece algo escondido, algo
no sabido, o algo totalmente retorcido. Pero aun cuando eso no
suceda, aun contando con la buena fe de quien escribié los tex-
tos, muchas veces pasa que uno descubre que ‘a mi esto no se me
hubiera ocurrido nunca’ porque hay algo ‘que no pega’. En fin,
me estoy extendiendo demasiado, se me ocurre que a esta altura
usted comprendié de qué estoy hablando.
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Pero si quiero relacionar esto con un policial de la mateméti-
ca. Muchas veces se trata de inferir qué sucede o qué sucedi6 sin
que los datos sean directos. La idea es tratar de conectarlos, com-
binarlos, imaginar diferentes escenarios, elaborar alguna estrategia
y fijarse si el producto final es lo que uno estaba buscando. Claro,
una cosa es un ‘policial” en el cine o en televisién y otra —aparen-
temente bien distinta— es un problema de matemaitica.

Lo que quiero hacer es proponerle entonces un dilema para
dilucidar. Yo hago el planteo y usted busca descubrir quiénes son
los ‘asesinos’. En el camino, voy a tratar de mostrarle cémo se
puede introducir lo que se llama ‘grafo’ (o una suerte de dibujo)
para hacerle la vida mds facil, pero me estoy apurando. Avance-
mos con el problema y después hablamos de la solucién o de la
forma de pensarlo. Acd va.

Suponga que la policia detiene a seis personas. Sabe que dos de
ellos fueron los autores de un robo. Las voy a llamar A, B, C, D,
E y F. La presion va en aumento y comienza el interrogatorio en
forma separada. Es decir, cada uno de ellos contesta en una habi-
tacion diferente sin que los otros sepan qué estd confesando (o no).

Uno de los seis se niega a declarar. No le importa la pena
que le den: no quiere ‘delatar’ a nadie. Los otros cinco si contes-
tan. Cada uno de los cinco restantes entrega dos nombres (o dos
letras) que, se supone, incriminan a sus otros comparfieros. De
todas formas, los policias saben que:

a) Uno solo de ellos (de los cinco que contestan) da dos nom-
bres falsos. Es decir, nombra dos comparfieros que no fue-
ron los autores.

b) Los otros cuatro también dan dos nombres, pero con la
particularidad de que cada uno da un dato verdadero y otro
falso.

150



Estas fueron las respuestas, sin indicar quién las fue dando ni
tampoco quién fue el que dio dos nombres falsos:

1) AB
2) AD
3) AE
4)CD
5) CF

Sélo para ratificar que usted entiende el planteo, fijese que
cuando digo que uno de ellos contesté AE, significa que él estd
acusando a Ay a E. Lo mismo con los otros.

Dicho esto, sse anima a deducir quiénes fueron los autores del
robo? Lo que yo puedo hacer desde acd es decirle que si, que se
puede descubrir, pero hace falta hilvanar algunos razonamien-
tos. Esta parte entonces se la dejo a usted. Yo sigo a continuacién
con algunas reflexiones.

Idea para pensar cémo resolver el dilema

Figura 1
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(Oué es este dibujo? Lo tnico que hice fue escribir los ‘nom-
bres (las letras) de cada uno de los presentes. Los segmentos que
los unen son los que corresponden sus respuestas. Fis decir, como
uno de ellos contesté AB, entonces tiene que haber un segmento
que los una (y lo ‘hay’). De la misma forma, cada respuesta se
corresponde con una linea que une a esas dos personas.

Dicho esto, ahora avancemos para ver si somos capaces de
‘descubrir’ quiénes fueron los dos autores del robo basados en
las respuestas que dieron. Recuerde que uno de ellos indicé dos
nombres que no eran, y los cuatro restantes dijeron uno que esta-
ba bien y otro que estaba mal.

Quiero empezar por A, ya que A es el tnico de los seis que
estd tan conectado (con tres ‘comparieros’), para ver qué se pue-
de deducir.

Supongamos que A no fue. ;Qué se puede inferir? Como A
estd ligado con B, D y E y sabemos que los autores fueron dos,
esto significa que uno de estos tres (B, D o E) tampoco fue. Es
que no pueden haber sido los tres porque autores hubo nada més
que dos. Entonces, tiene que haber por lo menos uno de estos tres
que no fue.

Fijese en la Figura 1. Mire los tres segmentos que salen desde
A. Uno de ellos une a dos que no fueron. Por otro lado, también
en la Figura 1 se ve el segmento CF que tampoco fue. ;Por qué?
Porque los dos autores tienen que estar entre B, D y E. Esto es
una contradiccién: habrfamos encontrado dos segmentos que
contienen dos personas de manera tal que ninguno fue. ;De dén-
de provino este problema? De haber supuesto que A no habia
sido uno de los autores. En consecuencia, hemos deducido que A
fue uno de los que cometié el robo.

Ahora nos falta descubrir al segundo. Como A es uno de ellos,
se deduce que ni B, ni D ni E fueron autores. ;Por qué? Al estar

152



conectados con A (ya sabemos que a lo sumo en cada segmento
hay un solo autor), B, D y E. quedan excluidos.

Nos queda por explorar qué sucede con Cy con F.

Y acd viene algo interesante (y me permito sugerirle que pien-
se usted en soledad para ver si podemos concluir juntos lo que
sucede).

Quiero proponerle que pensemos juntos si C fuera el otro au-
tor. ;Qué pasaria? Fijese en todos los segmentos de la Figura 1.
Como ya sabemos que A es uno de ellos, si C fuera el otro, en-
tonces se deduciria que todos los segmentos tienen al menos un
autor... jy eso no puede pasar! ;Por qué? Porque de acuerdo con
lo establecido originalmente, debe haber un par que no conten-
ga a ninguno. Luego, si Ay C fueran los dos autores, no habria
manera de encontrar a tal par. Moraleja: la tinica alternativa que
queda es que ademds de A, el otro autor sea F.

Y justamente eso es lo que pasa. Le sugiero que corrobore que
todo funciona bien ahora. Si Ay F son los autores, entonces los
tres segmentos que unen a A con B, D y E lo tienen como tnico
autor. El segmento CD es el tnico que no contiene a ninguno
mientras que el dltimo que falta considerar, el CF, incluye a F
como uno de los responsables.

De esta forma, con el andlisis exhaustivo de todos los posibles
casos, llegamos al final. El dibujo que me/nos ayudé a representar
o modelar la situacién es lo que se llama grafo. La matematica tiene
una rama, nada menos, que se dedica a estudiar los distintos grafos
y se denomina (¢de qué otra forma si no?) “leoria de Grafos™ .

27. La “Teorfa de Grafos” es una herramienta posible para abordar este
tipo de problemas. No quiero dejar la impresion de que es la tnica (ni mucho
menos). Si no, se podria inferir que quien no sabe lo que es la ‘tal” teoria, no
puede resolver el problema, y eso estd muy lejos de ser cierto.

153



Policial o no, detectives o no, aquello que suele fascinar a mu-
chisimas personas (descubrir al asesino) también tiene un corre-
lato en la matematica, s6lo que por razones que van quedando
atrds, ahora aparecen y emergen mds y mds. De hecho, es algo
para celebrar.
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Futbol 5

Una de las situaciones que mds se repite en los potreros o en
‘los campitos’ es la siguiente: se juntan un nimero cualquiera
de jugadores y se trata de ver como seleccionar dos equipos de
manera tal que no haya marcadas diferencias entre los integran-
tes de cada uno. De esa forma se presume que el partido saldrd
‘parejo’. Hay varios métodos para elegir pero supongo que el
mds popular (al menos en la época en la que yo jugaba) es
determinar de antemano (supongo que por consenso) a los dos
mejores jugadores y separarlos para jueguen para en equipos
distintos.

Luego se los nombra capitanes de cada equipo. Después, se
ponen a una cierta distancia (arbitraria) y van dando pasos en
forma alternada avanzando cada uno en la direccién del otro. El
primero que llega a pisar la zapatilla/zapato/botin del otro, elige
primero. A partir de alli, se van alternando: una vez cada uno. Se
supone que de esta forma cada capitdn tratard de ir eligiendo los
mejores que van quedando entre los que no fueron seleccionados
en el momento que les toque.

Lo que puedo recordar es que llegdbamos, nos juntibamos,
elegiamos a los que iban a ‘pisar’ y el resto nos sometiamos a la
humillacién que significaba no ser seleccionados hasta el final.
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O incluso mds: aparecia cada tanto la invitacién o sugerencia:
“Vos and4 al arco!”.

iQué épocal Bueno, pero mds alld de eso quiero plantear algo
para pensar, relacionado con ‘la pisada’ de aquellos tiempos.

Suponga que hay once jugadores. Cada uno de ellos tiene
asignado (de antemano) un cierto puntaje de acuerdo con cudn
bien juega. Son todos ndmeros naturales (es decir, elegidos entre
1,2,3,4,5...). Alo sumo, podria ser que alguno de ellos tuviera
el valor cero, pero no hay ni nimeros negativos ni fracciones.

Se trata de formar dos equipos de cinco jugadores. Por lo tan-
to, habrd siempre uno que se quedard afuera y serd el drbitro.
Ahora quiero plantearle una situacion hipotética. Suponga que
sucede lo siguiente:

Se juntan los once jugadores en la cancha. Cuando se disponen
a elegir, descubren una curiosidad que los sorprende: cada vez que
uno excluye a un jugador cualquiera, los diez que quedan se pue-
den dividir siempre en dos equipos que sumen el mismo puntaje.
Piense lo que acaba de leer: los chicos descubren que no importa
a quién determinen como drbitro, los diez jugadores que vayan a
participar se pueden dividir en dos grupos de cinco de tal manera
que las sumas de los puntajes es la misma. El hecho de que suceda
esto es muy bueno, porque permite siempre elegir dos equipos muy
parejos.

Lo extraordinario de esta situacién es que la tnica manera
de que eso suceda es que jtodos los jugadores tengan el mismo
puntaje!

Piense si puede encontrar alguna forma de comprobar esto.
Le toca a usted. Nos encontramos a continuacion.
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Una forma de pensar el problema

Le propongo un plan para tratar de demostrar que la tnica
forma de que si cada vez que excluyo un jugador los diez res-
tantes se pueden dividir en dos grupos de cinco que suman lo
mismo, es si todos los jugadores tienen el mismo puntaje.

Sigame por acd. En primer lugar quiero que nos convenza-
mos de que si uno de los jugadores tiene un puntaje par, enton-
ces los otros diez también. Y lo mismo con los impares: es decir,
si algtin jugador tiene puntaje impar, los diez restantes también.
(Por qué?

Elija un jugador cualquiera, digamos A. Si yo excluyo a A, estoy
eliminando los puntos que tiene asignados. Pero si sumo los pun-
tajes de los diez que quedan, tiene que dar un nimero par, porque
yo tengo que poder dividirlos en dos grupos de cinco que sumen
lo mismo (y no puede haber decimales). Ahora si en lugar de sacar
a A, yo excluyera a cualquier otro jugador, digamos B, entonces
también tengo que poder dividir a los que quedan en dos grupos
de cinco, lo que implica que también debe quedar un niimero par.

Es decir, saque a A o B, los restantes tienen que sumar un
nimero par. ;Qué quiere decir esto? Que si A es par, entonces
B también, y si A es impar, B también. Por lo tanto, como Ay
B son cualesquiera, todos los jugadores tienen puntajes pares o
todos impares.

Por otro lado, fijese que si otra persona hubiera hecho las eva-
luaciones de los jugadores de otra forma y les hubiera quitado o
entregado a todos una cantidad fija, la condicién se sigue cum-
pliendo. ;Qué condicién?, preguntard usted. Bueno, la condi-
cién respecto a que si retiro a cualquiera de ellos, puedo seguir
dividiendo a los diez que quedan en dos grupos de cinco que
sumen la misma cantidad. ;Y por qué sucede esto?
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Fijese en lo siguiente. Supongamos que excluyo a A. Quedan
diez jugadores que puedo dividir en dos grupos de cinco que su-
men lo mismo. Digamos que los divido en estos dos grupos de
cinco:

Primer equipo: {B, C, D, E, F}
Segundo equipo: {G, H, I, ], K}

Por otro lado, sabemos que las sumas de los puntajes de cada
equipo tienen que dar lo mismo. Es decir:

B+C+D+E+F=G+H+1+]+K
Luego, si le quito a cada uno X puntos, se verifica:

B-X)+(C=-X)+(D=-X)+ (E-X) + (F-X) = (G =X)
+H-X)+(I-X)+ (J-X) + (K=X)
B+C+D+E+F)-5X=(G+H+I1+]+K)-5X

Y lo mismo sucederia si les hubiera aumentado el puntaje a
todos en la misma cantidad. En lugar de terminar restando 5X,
les sumaria 5X.

O sea, si alguien hiciera una evaluacién diferente de los juga-
dores, pero sumdndoles a todos o restindoles a todos el mismo
nimero, la restriccién se seguirfa cumpliendo. Ademds, exclu-
yendo a cualquiera de los jugadores y poniéndolo como drbitro,
los diez que quedan se podrian dividir en dos grupos de cinco de
manera tal que la suma de los puntajes de cada equipo resulte
ser el mismo niimero.

Por ultimo, una observaciéon mads. Si yo dividiera por dos a
los puntajes que tienen todos los jugadores, la restriccion segui-

158



ria siendo cierta. Es decir, si los puntajes de todos los jugadores
se redujera a la mitad, si yo excluyera a cualquiera y lo pusiera
como drbitro, podria seguir dividiendo a los otros diez en dos gru-
pos de cinco de manera tal que los puntajes de los dos equipos
sumen lo mismo (ya que antes de dividir por dos daban igualesy
la divisién por dos no afecta la igualdad).

Dicho todo esto, ahora el paso final.

Tome a los once jugadores: entre los once tiene que haber uno
(0 mds) que tenga el minimo puntaje. Se los resto a todos. Como
es el puntaje minimo, todos los jugadores seguirdn teniendo un
puntaje que serd cero en algtin (o algunos) caso(s) pero ninguno
dard negativo, en el peor de los casos dard cero. De todas formas,
habrd por lo menos uno que pasard a tener puntaje cero.

Pero ademds, ahora todos los jugadores quedardn con puntaje
PAR. ;Por qué? Recuerde que comprobé anteriormente que si
uno de ellos tiene puntaje par entonces los diez restantes también
(y lo mismo con los impares). Bueno, ahora debe haber al menos
uno con puntaje CERO, y cero es un niimero par (revise este he-
cho para convencerse: 0 = 2 X 0, por lo que resulta par). Dicho
esto, como hay uno de los jugadores que tiene puntaje cero —que
es par—, entonces todos tienen puntaje par también.

Por dltimo, si algunos jugadores tienen puntajes no nulos (o
sea, diferentes de cero), empiezo a dividir por dos los puntajes de
todos. Llegard un momento en que si habia alguno que no era
nulo al empezar este proceso, al dividirlos por dos una y otra vez,
llegaremos a un punto en donde deberia dar un niimero impar.
Es que al dividir por dos les voy quitando todas las potencias de
dos que tengan. Por ejemplo, si uno de los jugadores tenfa pun-
taje 48, al dividirlo por dos sucesivamente voy a obtener: 48, 24,
12, 6, 3. Al llegar ac4, le quité todos los factores dos que tenia.
Es que 48 =2 X 2 X 2 X 2 X 3. Al dividirlo cuatro veces por
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dos, aparece el niimero 3. Y esto es una contradiccion! jPor qué?
Como uno de los jugadores tenfa puntaje cero, al ir dividiéndo-
los a todos por dos, el que tenia cero seguird teniendo cero. En el
momento en que uno de ellos tenga puntaje impar, el que tenfa
cero seguird teniendo cero, y habiamos dicho que si uno era par
todos son pares.

Moraleja: no puede haber ninguno que termine en impar, y
eso sucede porque no puede haber ninguno que sea diferente de
cero. Y esto ocurrié porque, cuando resté el minimo de uno de
los jugadores, no qued6 ninguno que no fuera cero (si no, al ir
dividiéndolo por dos llegaria a un impar).

Si al haber restado el minimo, todos quedaron con cero, todos
tenian el mismo puntaje... jy eso es lo que queria demostrar!
:No es bonito??

28. Sobre este problema, Carlos D’Andrea me escribié: “;'Te diste cuenta
de quesi en lugar de 11 jugadores fueran 21 o cualquier niimero de la ‘forma’
(2n+1) se obtiene el mismo resultado? Méds atin, se podrian admitir nimeros
negativos y nada cambiarifa...”.
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Curiosidades con la aritmética

Haga la siguiente cuenta: 259 * su edad * 39... ;qué le da? (el
‘asterisco’ indica ‘producto’).
Por ejemplo, si usted tuviera 64 afios, se obtendria

259 7 64 * 39 = 646464...

(Por qué? Estoy seguro de que a usted le dio SU edad... Eso
pasé porque... jquiere pensar un instante?

Porque 259 * 39 = 10101

Por lo tanto, al multiplicar 259 * 39 * (su edad), lo que estd pa-
sando es que usted multiplica su edad por 10101, lo que permite
que se ‘separen’ tres veces los dos digitos que componen su edad.

Lo mismo que 13 * 11 *7 = 1001.

Tome cualquier numero de tres digitos, digamos 123. Repitalo
y pongalo al lado: 123123.

Ahora, dividalo por 7 (se obtiene 17.589). Al resultado, divida-
lo por 11. Se obtiene 1.599. Al resultado, dividalo por 13... y se
obtiene 123. ;Por qué? Justamente, porque 13 * 11 * 7=1001,y
cuando usted agrega al final el numero de tres digitos y luego lo
va dividiendo, obtiene los resultados parciales hasta llegar nueva-
mente al ndmero original con el que empezé.
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Las dificultades con el azar

Hace unos dias me hicieron una pregunta (que le voy a plan-
tear a usted en un instante), pero me pidieron que contestara ra-
pido, que no me tomara tiempo para pensar sino que respondiera
en menos de un segundo, lo primero que se me ocurriera.

Yo le voy a pedir a usted lo mismo. Si puede, trate de contestar
en voz alta. Sélo tendrd que decir un ndmero. Eso si, trate de
contestar con honestidad para que la respuesta no pierda validez.

Ya verd que la idea es poder compararse uno (usted, yo) con el
resto de los humanos y qué es lo que nos pasa cuando nos propo-
nen este tipo de problemas.

Una cosa mds: la pregunta serd breve y la respuesta, muy ficil.

(Estd en condiciones de contestar ya? Acd voy:

Elija al azar un nimero cualquiera entre 1y 20.
Al azar... cualquiera. El primero
que se le ocurra... {Digalo ya!

(Oué nimero dijo? Recuérdelo porque voy a volver sobre ¢l
en un instante.

Ahora quiero contarle por qué hice la pregunta, su respuesta
le permitird compararse con otros. La idea es exhibir la dificultad
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que tenemos los humanos con el azar. Es decir, dar una respues-
ta al azar parece una trivialidad. En realidad, lo parece porque
lo es. Sin embargo, las personas no nos llevamos bien con el azar.
Nuestra percepcion del azar no es buena.

Sigame por acd. Si yo le hubiera pedido que eligiera al azar
entre dos nimeros (digamos uno y dos), su respuesta deberia ser
equivalente a tirar una moneda y fijarse si sali6 ‘cara’ o ‘ceca’.
Cualquiera de los dos niimeros (o cualquiera de los dos lados de
la moneda) deberfa tener un 50% de posibilidades de ‘salir’. En
términos un poco mds académicos®, la probabilidad es Y2.

De la misma forma, si yo le pidiera que eligiera al azar una
letra cualquiera entre A, B o C, la probabilidad de que usted di-
jera cualquiera de las tres seria (1/3). Esto sucede porque hay tres
casos posibles y uno solo para seleccionar.

Otro ejemplo: si yo le pidiera que eligiera en forma aleatoria
un nimero cualquiera entre uno vy seis, su respuesta deberia seria
equivalente al resultado de tirar un dado y fijarse cudl de las seis
caras quedo arriba. Esa probabilidad es (1/6) ya que hay seis posi-
bilidades y uno solo que va a salir. ;Hacia dénde voy?

Quiero que nos convenzamos juntos de que cuando le pedi
que usted eligiera —al azar— y después dijera en voz alta un nu-
mero cualquiera entre 1y 20, la probabilidad de que usted haya
elegido uno de los veinte nimeros debié ser (1/20). En términos
de porcentaje, cada nimero deberia tener un 5% de ser elegido.

29. Digo términos mds académicos, porque la probabilidad de que un
evento suceda se mide con nimeros reales que van desde cero hasta uno. Si el
evento es imposible que suceda, tiene probabilidad cero. Si es seguro que pase,
entonces tiene probabilidad uno. En términos de porcentaje, es equivalente
a que tenga cero posibilidades de que ocurra (si la probabilidad es cero) o un
100% de posibilidades que suceda (si tiene probabilidad uno).
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Sin embargo, y aqui es donde todo se vuelve mucho mds inte-
resante, las respuestas de los humanos (nosotros) no refleja eso.
La expectativa que deberfamos tener de que todos los nimeros
aparecieran con (1/20) de probabilidad, jno se cumple! Hay un
nimero que aparece muchisimas veces mds... sorprendentemen-
te mds.

El niimero que solemos decir con mayor frecuencia es... el
diecisiete. Si, el ntimero 17. ;Por qué serd? ;Usted qué dijo?

En febrero del afio 2007, Dave Munger realizé en su blog
sobre ciencia® algunos experimentos para ver si podia confirmar
lo que sospechaba: que el 17 aparecia muchisimo mds frecuente-
mente que cualquiera de los otros 19 ndmeros. Hizo la pregunta
que yo le hice a usted al principio a 347 personas. Después repi-
ti6 la experiencia con una computadora y alli los resultados que
obtuvo estuvieron un poco mds de acuerdo con lo esperable.

Fijese en la Figura 1. Allf se puede ver la comparacién entre
lo que dijimos los humanos y lo que eligié la computadora. La
‘gente’ eligi6 el nimero 17 en casi jel 18% de los casos! Es decir,
en lugar del 5%, aparecié mds del triple de lo que uno supondria.

Es interesante notar que tampoco la computadora eligié los
niimeros con igual probabilidad, pero no hubo una disparidad
tan grande. El nimero 19 —que fue el que aparecié mds veces—
llegé hasta el 8% que, si bien difiere del 5%, no es tan disparata-
do como saltar hasta el 18%.

30. http://scienceblogs.com/cognitivedaily/2007/02/05/is-17-the-most-ran-

dom-number/
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Figura 1

;Oué otra cosa descubrié? Al hablar de azar, los humanos
tenemos la tendencia de inclinarnos por los nimeros impares
antes que los pares. Los resultados aparecen en la Figura 2 (es la
comparacién entre las respuestas que €l obtuvo y los de la com-
putadora).
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Figura 2

Por tltimo, nosotros solemos elegir los nimeros primos’ més
frecuentemente, como si ser primo diera una mayor garantia de

azar. Entre los nimeros 1 y 20 estdn estos niimeros primos: 2, 3,
5,7, 11,13, 17y 19. O sea, ocho de los 20 son primos. En la Fi-

31. Numeros que son solamente divisibles por si mismos y el uno. Para
ser mds precisos, hay que hablar de primos positivos y excluir al uno, pero
en este contexto creo que no es necesario ser tan exigentes con los aspectos
técnicos.
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gura 3 aparecen los resultados comparativos entre los humanos
y la mdquina.

80% —

éptimo no 6ptimo

m humano ®m computadora

Figura 3

Las conclusiones de Munger son muy valiosas y creo que me-
recen mds atencién que la que yo le estoy dando en estas lineas
(pero ya volveré sobre el tema). En todo caso, pongdmoslo asi:
Los humanos tenemos muchos problemas con el azar. No somos
muy buenos para generar niimeros al azar. Es posible predecir que
elegimos algunos nimeros mds que otros. De hecho, la moraleja
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que uno podria sacar de este experimento es que el niimero 17 es el
que mds veces aparece al azar, lo cual, como usted se imagina,
carece de sentido. El azar es el azar, y no deberia haber ninguna
predileccién por ningtin nimero. En este caso, las experiencias
demuestran lo contrario y nos exhiben como muy falibles cuan-
do se trata de replicar lo que no deberia tener ni seguir ningiin
patron.

Continuari....
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Los hijos del especialista en logica

Este es un problema breve pero no por eso menos atractivo.
Fijese qué le parece a usted. Dos amigos se encuentran por la
calle luego de no verse durante mucho tiempo. Ambos son espe-
cialistas en légica. Se graduaron juntos dos décadas atrds. En el
medio, ambos se casaron y tuvieron hijos. Uno de ellos le dice
al otro:

—Me casé ni bien me recibi y con Ana tuvimos cinco hijos. ;Y
vos?

—Yo también me casé y tengo tres hijos. Mird, mis tres chicos
tienen edades distintas y si hoy sumdramos las edades darfa el nd-
mero 13.

—Mmmm... —sigue el ex compaiiero—. Con esos datos no
puedo deducir cudntos afios tiene cada uno.

—Mird hacia esa esquina. ;Ves que hay algunas personas cru-
zando la calle? Bueno, mi hijo menor tiene justamente la edad del
nimero de personas que vos estds viendo. ..

—Ahora si... ahora ya sé.

Usted también, si se detiene a pensar un poco, tiene que ser

capaz de poder descubrir las edades. Sélo se trata de analizar las
posibilidades. La/lo dejo a usted solo. Yo sigo acd.

169



Solucion

Como decia antes, sélo se trata de analizar todas las posibi-
lidades. Si los tres hijos tienen edades distintas y la suma tiene
que ser 13, eso reduce mucho las edades posibles. Fijese si estd
de acuerdo conmigo. ;Cudntos afios pudieron tener cada uno?

No hay mds. Le sugeriria que con estos datos que acabo de es-
cribir piense si ahora estd en condiciones de deducir cudles eran
las edades de los tres hijos de este sefior.

Si no, sigamos pensando juntos. Fijese que si el nimero de
personas que estuviera cruzando la calle fuera o bien uno o
bien dos, no se podria deducir cudl es la edad del hijo menor.
;Por qué? Porque hay varias posibilidades para cada uno de los
otros dos.

En cambio, si el nimero de personas que cruzaban la calle
fuera tres, entonces si se podria deducir, porque hay una sola
manera de sumar 13 con tres nimeros distintos cuando uno de
cllos es tres. A saber: esos tres niimeros tienen que ser: 6, 4y 3.

En consecuencia, ésas son las edades de los tres chicos.
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(Qué sistema de puntuacion elegir?

El problema que quiero plantearle tiene resultado abierto.
;Qué quiero decir con abierto? Me explico. La idea es proponer
un problema para el cual no existe una solucién correcta y otra
(u otras) incorrecta(s). Hay que tomar una decisién basada en el
sentido comuin. Naturalmente, con tanta libertad de eleccion,
las respuestas serdn ciertamente muy variadas y dependerdn de la
valoracion de cada persona. Pero si la idea es tratar de ser justos,
verd usted que no es tan facil optar. La version que elija como SU
solucién puede que lo deje satisfecho, pero encontrard (muchos)
otros que no estardn de acuerdo. Suficiente introduccién. Acd
voy.

Suponga que hay que elegir un colegio de todos los que hay
en el pafs, para que represente a la Argentina en una competen-
cia internacional. Se hicieron ya torneos por barrio, por ciudad,
por provincia, regionales y un gran torneo nacional. Llegaron a
la final tnicamente dos que voy a llamar Ay B.

Se los separa por edades, que corresponden a los tres tltimos
grados de la escuela primaria y los cinco afios del secundario.
En total entonces se efectdan ocho pruebas, una por cada nivel.
Ademis, cada colegio presenta dos alumnos por prueba.

Para resumir: dos colegios (Ay B), ocho pruebas, dos alumnos
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por colegio para cada prueba, lo que significa que en total cada
escuela presenta 16 alumnos.

Como en cada test participan cuatro estudiantes, se los ordena
de acuerdo con el puntaje que obtienen. Por lo tanto, siempre
tiene que haber uno que salié primero, otro segundo, tercero y
cuarto.

Una vez terminadas todas las evaluaciones, estos son los resul-
tados:

1° puesto 2° puesto 3° puesto 4° puesto
A6 0 6
B |2 8 4 2
Figura 1

Para verificar que se entiende esta ‘tabla’, el colegio A obtu-
vo seis primeros puestos, ningin segundo puesto, cuatro terceras
posiciones y sus estudiantes terminaron cuartos en seis oportuni-
dades. De la misma forma hay que interpretar lo que sucedié con
el colegio B.

Hay que elegir uno de los dos colegios. No se puede mez-
clar alumnos de uno con alumnos del otro, ya que los que par-
ticipan en la competencia son las escuelas y no los alumnos
individualmente. Lo que el pais necesita es elegir su mejor
representante.

Ahora aparece usted. Si, usted. Mirando los datos que apare-
cen en la Figura 1, ;qué colegio elegiria usted?

Eso si: cualquiera sea su respuesta, deberia poder ‘explicar’ y/o
‘justificar’ su decision.

La/lo quiero dejar en soledad sin abrumarlo con mis ideas,
pero me permito incluir algo mds: sno serfa mejor determinar
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de antemano qué puntaje otorgarle a cada puesto independien-
temente de los resultados que se obtuvieron en las pruebas?
Digo... porque, como usted se imagina, no seria aceptable que
uno eligiera el método de puntuacién después de conocer los
resultados de las pruebas. Cualquiera de los dos colegios que sea
declarado ‘segundo’ (detesto poner ‘perdedor’ porque acd nadie
pierde) sentird que la eleccion del sistema de puntuacién lo per-
judicé. ;Quiere pensarlo?

Algunas reflexiones

Si usted le dedicé un rato a pensar el problema, se habrd dado
cuenta de que la dificultad aparece cuando uno quiere adjudi-
carle un puntaje a cada puesto. Es decir, scudntos puntos darle a
quien salié primero? ;Qué diferencia de puntaje tiene que haber
entre quien salié primero y segundo? Y lo mismo en relacién con
las siguientes posiciones.

Usted, sa qué conclusion llegé?

Antes que se realizaran las pruebas, el comité organizador de-
bati6 sobre el sistema que habria de adoptar. Las distintas postu-
ras que llevo cada integrante del comité se redujeron a estos tres

sistemas:
PROPUESTAS | 1° puesto | 2° puesto | 3° puesto | 4° puesto
Sistema 1 5 3 2 1
Sistema 2 3 2 | 0
Sistema 3 6 3 2 1
Figura 2
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(Elsistema que penso usted difiere mucho de los tres que apa-
recen en la Figura 2? Le propongo que se fije si més alld de los
puntos que usted decidié que corresponderian a cada posicion, la
diferencia relativa entre cada puesto se puede equiparar a alguno
de los sistemas propuestos.

Segin su opinién, jcudl de los tres seria el mds justo? ;Cual
serviria mejor para decidir el colegio que merece ir en represen-
tacion del pais?

La discusion se hizo cada vez mds acalorada, porque si bien
parece algo totalmente irrelevante, al tratar de aplicar el sistema
con los resultados que se obtuvieron en las ocho pruebas, apare-
cié un hecho decisivo.

Fijese lo que pasé con cada sistema cuando uno los utiliza para
evaluar los resultados que se obtuvieron en cada competencia.

Usando Sistema 1  |A =44 B =44 EMPATE
Usando Sistema 2 |A =22 B=26 Gana B
Usando Sistema 3 | A =50 B =46 Gana A

Es decir, sucedié algo notable: jel colegio que habria de re-
presentar a la Argentina pasaria a depender fuertemente de qué
sistema se decidiera utilizar!

Espero haber sido suficientemente claro, pero para quedarme
mds tranquilo, no estoy abogando ni por uno ni por otro. No. No
estoy tratando de involucrarla/lo a usted para decidir cudl sistema
es mejor y cudl es peor. Ninguno lo es. Lo que se trata es de ser
justo o, en todo caso, de que no se produzcan injusticias y un co-
legio que deberia ganar no termine ‘afuera’. O, si usted prefiere,
que no gane quien no deberia.
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Moraleja

En general, es siempre muy dificil evitar anomalias en un
problema de este tipo. Cuando uno ya conoce cudntos prime-
ros puestos (o segundos o los siguientes) obtuvo cada colegio,
es siempre mds tentador decidir qué sistema utilizar. Y ni qué
hablar si hay algtin tipo de interés (manifiesto o encubierto) para
que la ganadora sea una de las dos escuelas.

Repito: no espere acd que yo ofrezca una respuesta que se
suponga correcta, mds que nada porque... ‘no existe una que esté
bien y otra que esté mal’. Todas son aceptables si uno se pone de
acuerdo en las reglas antes que se inicie la competencia. Cono-
cer los resultados y elegir el sistema posteriormente sugiere que
hay algtin favoritismo, cosa que es obviamente inaceptable.

En definitiva, formar parte de un jurado es siempre un pro-
blema complicado, no sélo porque hay que evaluar ‘pruebas’ (lo
que detesto abiertamente), sino porque aun la generacién de un
criterio que trate de evitar injusticias al momento de elegir, es
muy dificil. A uno le gustaria que todo fuera claro, blanco o ne-
gro, correcto o incorrecto, uno o cero... pero no es asi. La vida
funciona de otra forma.

Es por eso que las apreciaciones personales y los gustos indivi-
duales se visibilizan. ;Quién es uno (cualquiera) para creer que
es ‘el duefio de la verdad’?

175



(Cuantas rutas hay?

El siguiente problema es interesantisimo. Parece ingenuo
porque es sencillo, pero al mismo tiempo, se puede generar un
modelo que permite resolver situaciones mucho mds complejas
basadas en la solucién que usted encuentre.

Acd voy. Suponga que en una ciudad hay dos edificios, que voy
anombrar E1 y E2. Cada uno de ellos estd ubicado en uno de los
dos extremos de la ‘grilla’ de calles como se ve en la Figura 1.

E2

E1

Figura 1

Cada lado del rectdngulo representa (imaginariamente) una
calle por la cual uno puede circular. Supongamos también que
todas las calles tienen la misma longitud, lo que es lo mismo
que decir que el rectdngulo que contiene a E1 y a E2 en cada
extremo estd dividido en pequeftios ‘cuadraditos’. En total, hay 28
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intersecciones. El nimero 28 lo conseguf advirtiendo que los dos
extremos verticales del rectdngulo estin formados por calles y
las dos ‘caras horizontales’ también son calles. Luego, como hay
siete calles verticales y cuatro horizontales, en total hay (4 X 7 =
28) intersecciones.

Preguntas:

1) ;Cudntas formas hay de ir desde E1 hasta E2 usando el
minimo nimero de calles en el recorrido?

2) Si en lugar de ser un rectangulo de 3 filas por 6 columnas
fuera de n filas por m columnas, ;cémo adaptar el resulta-
do? ;Cémo contar todas las posibilidades en este caso?

Acd es donde yo le propongo que se quede en soledad y yo
‘vuelvo’ luego para ‘contar’ junto con usted.

Idea para la solucion

Quiero proponerle una forma de modelar el problema. Paré-
monos en las Figuras 2 y 3 ahora, en donde yo elegi dos caminos
cualesquiera. Quiero ponerme de acuerdo con usted: fijese que
‘marqué’ el camino en cada uno de los dos casos. En la Figura 2,
el camino empieza yendo hacia ‘arriba’” un paso, luego tres hacia
la derecha, después dos hacia arriba y finalmente, tres hacia la
derecha hasta llegar a E2. O sea, podria haber escrito as:

(A,D,D,D,A A, D, D, D)
en donde la letra ‘A’ representa ‘ir hacia arriba’ y la letra ‘D’ sig-

nifica ‘ir hacia la derecha’.
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E2

E1
Figura 2

De la misma forma, en la Figura 3, el camino se puede repre-
sentar asi:

(D,A,D,D,D,D,A, D, A)

E2

E1

Figura 3

(Oué se desprende de esta forma de presentar el problema?
Como usted habrd advertido, cada camino que uno puede dibujar
para ir desde E1 hasta E2, corresponde a distribuir tres letras A
y seis letras D.

Por otro lado, la ubicacién de cada una de estas letras dentro
del paréntesis establece el orden en el que uno va generando el
camino. Es decir, si la primera letra que aparece es una D, esto
significa que el camino empieza yendo desde E1 hacia la dere-
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cha. En cambio, si la primera letra es una A, eso significa que
uno empieza en E1 yendo hacia arriba.

;Cémo hacer para contar cudntos caminos hay? Voy a escribir
una potencial respuesta, pero me gustaria darle la alternativa de
que usted pueda pensarlo sin mis ideas ‘dando vuelta’.

Sigo. El objetivo es determinar ‘en qué lugares ubicar las tres
letras A’. Fs decir, el camino queda univocamente determinado
una vez que yo elijo en qué lugar van las ‘A’. Por ejemplo, si us-
ted decide que van a ocupar el primero, segundo y tercer lugar,
entonces el camino quedard como se ve en la Figura 4.

E2

E1

Figura 4

Por lo tanto, como hay nueve lugares para llenar y tres para
elegir, el problema se reduce a contar cudntas formas hay de
elegir tres lugares entre nueve posibles.

(Cémo hacer entonces para contar la cantidad de rutas sin
tener que hacer una lista de todas?

Se trata de determinar cudntas formas hay de ubicar las tres le-
tras ‘A’ en los nueve espacios. Voy a numerar estos espacios usan-
do digitos del 1 al 9.

Si escribo 147 o 289, eso significa que las tres letras A estdn
ubicadas en las posiciones 1, 4 y 7 en el primero caso, o en los
lugares 2, 8 y 9 en el segundo. Creo que se entiende bien.

Ahora, contemos de cudntas formas pueden aparecer las tres A.
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Fijese que ‘empezando’ con 12 (o sea, donde hay dos A en los
dos primeros lugares), tenemos siete maneras de ubicar la A que
falta:

123,124, 125,126, 127, 128 y 129

Siahora muevo la segunda A 'y la ubico en el tercer lugar, quie-
ro contar cudntas distribuciones posibles hay empezando con:
13. En este caso, hay seis formas:

134, 135, 136, 137, 138 y 139

Un paso mds antes de invitarla/invitarlo a sacar una conclu-
si6n. Si ahora queremos contar cudntas maneras hay de ubicar
las tres A pero moviendo la segunda A al cuarto lugar, encontra-
mos estas cinco formas:

145, 146, 147, 148 y 149

Eis decir, si usted relee lo que escribi antes, verd que a medida
que voy moviendo la segunda letra A (dejando fija una de ellas
en el primer lugar) se obtienen: 7, 6, 5,4, 3, 2y | maneras distin-
tas. Si las sumamos, obtenemos el niimero 28, justamente estas
28 posibilidades agotan todas las formas de ubicar las tres letras A
pero dejando una de ellas en el primer lugar.

Ahora, dejamos fija una A en el segundo lugar. Hay que con-

tar todas las variantes que empiezan con un 2. Usando la misma
estrategia que escribf antes, uno establece que puede empezar asi:

234, 235, 236, 237, 238 y 239
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O sea, seis casos. Y al hacer recorrer la segunda A a las posi-
ciones 4, 5, 6, 7y 8, se obtienen cinco, cuatro, tres, dos y una
variantes posibles. La suma ahora es 21.

Me imagino que usted ya advierte lo que estd pasando: los
nimeros que aparecen son los que se van obteniendo al sumar
los primeros nimeros naturales:

1,

3=(1+2),

6= (1+2+3),

10 = (1+2+3+4),

15 = (142+34+4+5),

21 = (1+2434+4+5+6) y
28 = (1+243+4+5+6+7)

Cuando uno suma todos estos ntimeros ahora, se tiene:
l1+3+6+10+15+21+28=84

Y justamente 84 es el niimero total de rutas posibles.

Ahora bien, ;no habrd un modo mas econdmico de determinar
cudntas formas hay? Y la respuesta es que si, efectivamente hay
una manera muchisimo mds facil, pero requiere de usar el ni-
mero combinatorio (9,3) que se calcula asi:

(2) — 9/(31x61) = 84

Fiste nimero (9,3) indica la cantidad de formas de pueden se-
leccionar tres objetos entre nueve posibles. En este caso, se trata
de decidir de cudntas maneras elegir tres ‘lugares’ entre los nueve
disponibles para ubicar las letras ‘A’.
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Ahora bien: esto contesta la primera pregunta. Supongo que
si me sigui6 hasta acd, la segunda parte deberia ser més directa.
Si uno tiene ahora n filas y m columnas, entonces lo que hay que
hacer es elegir en donde ubicar las n letras A. Esto se logra con el
nimero combinatorio (m + n,n) que cuenta de cudntas formas
se pueden seleccionar n lugares entre (m + n) posibles.

Reflexion final

¢No es interesante que uno pueda modelar un problema de
este tipo de manera tal de reducir la dificultad a contar de cudn-
tas formas se puede ubicar una determinada letra en una tira que
contiene nada mds que dos tipos diferentes (de letras)? Justamen-
te, la matemadtica también provee de soluciones de este tipo y eso
es lo que la hace fascinante, sno cree?
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Mezclando cartas

Estdbamos grabando un capitulo de Alterados por Pi en San-
tiago del Estero. El auditorio se llama Forum, un lugar fascinan-
te, posiblemente de los mejores que hay en el pais. En una vieja
estacion de tren, los santiaguefios disefiaron y construyeron un
lugar espectacular. Es posible adaptar el sal6n para albergar casi
tres mil personas pero, al mismo tiempo, el lugar es tan ductil,
que se lo puede dividir en varias salas con capacidades mucho
menores y sin por eso perder calidad actstica.

El interés que habia en la ciudad capital fue tan grande que
la propia ministra de Educacion se acercd para tratar de resolver
los problemas previstos para los programas que habriamos de
grabar alli.

Fn ese marco, antes que yo subiera al escenario que estaba
especialmente preparado, discutiamos con Cristian y Maria
Marta* cémo empezar. No recuerdo quién de los dos me dijo:

32. Marfa Marta Garcia Scarano es (y ha sido) la productora general de
todos los programas que hemos grabado de Alterados por Pi. Llevamos nueve
temporadas y su participacién y presencia han sido esenciales para lo que ha-
cemos. Por su parte Cristian ha sido alumno mio en el afio 1996 y hoy es uno
de los ‘contenidistas’ del programa junto con el invalorable aporte de Juan
Pablo Pinasco. A los tres les guardo un afecto muy especial. Es posible que
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“¢Pensaste alguna vez cudnto tiempo llevaria mezclar un mazo
de cartas si uno quisiera pasar por todas las distintas posibilidades
en las que los naipes pueden ordenarse?”.

Mi respuesta fue inmediata: “Si, muchas veces. El factorial de
un nimero crece muy rdpido y, por lo tanto, ni siquiera vale la
pena hacer las cuentas”.

Allf fue donde Cristian salté y me dijo: “Mird, tomd las 12 car-
tas de un solo palo, digamos las doce cartas de oro. Suponé que
las vamos a ordenar de todas las formas posibles y suponé ademads
que vamos a tardar nada mds que un segundo en cambiar de una
forma a la otra. ;Sabés cudnto tiempo nos llevaria?”.

Fisa breve charla disparé mi curiosidad. Puesto en los térmi-
nos que me planteé Cristian, creo que si vale la pena detenerse
un instante y hacer las cuentas pertinentes. Sigame por acd y
acompdneme al final para que podamos sacar una conclusién
que —creo— la/lo va a sorprender.

En principio, no voy a definir acd el ‘factorial’ de un nimero
porque ya lo hice reiteradas veces. En todo caso, s6lo para refres-
car la idea, el ‘factorial’ de un niimero entero positivo cualquiera
n se obtiene multiplicando todos los niimeros que van ‘desde n
hasta 1’ en forma decreciente. Es decir, el factorial de los prime-
ros nimeros resulta ser:

20=2X1=2
31=3X2X1=6
41=4Xx3X2x1=24
51=5X4X3X2X1=120
6l=6X5X4X3X2X1=720

sin ellos se hubieran podido hacer estos programas, pero sin ninguna duda la
calidad no habrifa sido la misma. En sus funciones, son tinicos.

184



En general,
nl=n X (n-l) X (n-2) X ... X4 X3X2X1

;Por qué hablo del factorial de un nimero? En todo caso,
iqué es lo que mide? El factorial cuenta todas las formas en las
que se pueden permutar los elementos de un conjunto. Es decir,
si uno tiene tres cartas, el factorial de 3, que es igual a 6, dice
que hay seis formas de poder ordenarlas, y se escribe: 3! = 6. Por
ejemplo, si uno tiene el 4, 5y 6 de oro, los puede ordenar de estas
seis formas:

456
465
546
564
645
654

Justamente, el factorial de tres (se escribe 3!) sirve para contar
todas las posibilidades sin tener que escribirlas.

Siuno tiene 10 cartas, entonces hay 10! = 3.628.800 permuta-
ciones distintas. Es decir, este nimero, 3.628.800, indica que hay
mds de 3 millones y medio de maneras diferentes en las que uno
puede mezclar un mazo de 10 cartas nada mas.

Esto ya da una idea de lo rdpido que crece el factorial a medi-
da que uno va incrementando el nimero n.

Fn el caso que nos ocupa, si uno tiene 12 cartas, el factorial de
12 servird para determinar cudntas formas posibles hay de mez-
clar esas doce cartas:
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121=12 X 11 X IO X9 X EXTXH6X5X4X3IX2X 1=
479.001.600

Es decir, hay casi 480 millones de formas de ordenar 12 car-
tas... juna barbaridad!

Y acd llega un punto muy interesante: si uno tardara un se-
gundo en ir cambiando de un orden a otro y no hiciera ninguna
otra cosa mds en su vida hasta recorrerlos a todos, le llevaria...
imds de 15 afios!

Me quiero permitir hacer un par de observaciones mds, siem-
pre alrededor del ‘factorial’. Si uno tuviera las 24 cartas de dos de
los palos, el factorial del nimero 24 (y le sugiero que verifique
usted las cuentas) es:

241 =172.346.778.259.233.000.000

Luego, si usted quisiera ordenarlas de todas las formas posibles

y tardara nada mds que un segundo para cambiar de un orden a
otro, le llevaria mds de 196 billones (si, billones) de SIGLOS en

hacerlo. El nimero exacto de afios es:
19.674.289.755.620.200.

Luego, si uno lo divide por cien para descubrir el niimero de
siglos, ahora el ndimero se reduce (¢?) a:

196.742.897.556.202

Ahora si, lo prometido. Como usted advierte, en general uno
juega a las cartas con mds de 24 naipes. Los mazos suelen tener
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40 cartas (si uno juega al truco o a la escoba de 15, por ejemplo)
0 54 si uno juega al ‘chinchén’ (contando los comodines).

Supongo que si llegé hasta acd en el texto, se da cuenta de lo
que habria de pasar si uno tiene, digamos, las 40 cartas con las
que jugamos al tute o al truco.

Cuando uno le pide a una persona que participa del juego
“Mezcld”, no tiene idea de que esas 40 cartas pueden quedar
ordenadas de

815.915.238.247.898.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000

formas, lo que significa que si uno tardara —igual que antes—
nada mds que un segundo en pasar de una configuracién a otra,
tardaria:

11125.872.503.908.165.200.000.000.000.000.000.000.000.000 ANOS!!!!

Dicho esto, ¢no le parece que habiendo tantas posibilidades,
es muy poco probable que ni usted ni yo hayamos jugado dos ve-
ces a cualquier juego con el mismo mazo de cartas? (me refiero
a los 6rdenes posibles).

(Cudl es la probabilidad de que, al mezclar un mazo de car-
tas, hayamos jugados dos veces con la misma distribucién? Baji-
sima. Y me apuro a escribir también que es muy poco probable
que atn juntando todos los partidos que jugé usted, yo y todas
las personas que conocemos ambos, haya habido dos mazos que
estuvieran ordenados de la misma forma. Mds atn: en toda la
historia de todos los posibles juegos de cartas, jse habrd repetido
alguna vez alguno de los posibles 6rdenes?

Cuando uno juega a las cartas, no tiene nocién (y creo que al
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final no tiene importancia) de la cantidad de permutaciones po-
sibles en las que los naipes pueden terminar de ubicarse después
que uno los mezcla. ;O usted si sabia?
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Juego

Quiero plantear acd un juego. Lo juegan dos personas, diga-
mos Ay B. Eligen cudl de los dos empieza y van alterndndose a
partir de alli.

Hay un papel en donde cada uno de ellos va a escribir un nt-
mero entero cualquiera entre 1y 99, es decir, nimeros menores
que 100, sin repetir.

En el momento en que uno de los dos ‘descubre” que puede
separar algunos de los ndimeros escritos y dividirlos en dos grupos
que sumen lo mismo, ese participante gana el juego.

Por ejemplo, supongamos que los niimeros escritos en forma
alternada fueron:

120,2,29,40,7, 11}

Al llegar acd, como el que empez6 fue A, ahora le volveria a
tocar a ella (o a él), pero ‘A" advierte que:

20+29=49

y por otro lado

189



2+40+7=49

Por lo tanto, antes de volver a jugar A encontré dos subgrupos
de los nimeros que habian sido escritos que tenfan la misma
suma... y gano la partida.

Lo notable es que aunque uno sospeche que podria embar-
carse en una larga sucesion de ‘idas y vueltas’, a lo sumo en diez
tiros en total, el juego tiene que terminar. Es decir, puede que
antes, pero a lo sumo, luego de que cada uno de los dos parti-
cipantes hubiera jugado cinco veces, el juego debe terminar.
Raro, ;no? Sin embargo, es posible comprobar que cuando uno
tiene diez nimeros distintos elegidos entre los primeros 99, se-
guro que tiene que haber dos subgrupos disjuntos® que tengan
la misma suma.

De eso se trata el problema: determinar por qué debe pasar
esto. Ahora, como suelo escribir, le toca a usted.

Ideas previas a proponer una solucién

Quiero que hagamos juntos algunas observaciones para llegar
a la solucién.

En principio, veamos si podemos aprender como se puede
contar el nimero de subconjuntos (no vacios) que se pueden
crear dependiendo del nimero de elementos (o niimeros) que
uno tenga para elegir.

Siuno tiene nada mds que un nimero, digamos el 1, ;cudntos
subconjuntos puede armar? Esta respuesta es ficil: jsolamente
uno! El subconjunto formado por el mismo nimero uno.

33. Disjuntos quiere decir que los dos subgrupos no tengan ningtin na-
mero en comun.
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Supongamos ahora que uno tuviera los dos primeros nime-
ros, el 1 yel 2.

;Cudntos subconjuntos distintos puede armar?

Le propongo que piense usted antes de leer cada respuesta
para poder luego comparar si estamos de acuerdo.

Sigo: los subconjuntos que se pueden formar son:

a) El subconjunto formado por el nimero 1.
b) El subconjunto formado por el nimero 2.
¢) El subconjunto formado por los dos niimeros, el 1 y el 2.

Es decir, en total hay tres subconjuntos posibles.
Si ahora tuviéramos tres nimeros en lugar de dos, digamos el
1, 2'y 3. ;Cudntos subconjuntos podemos formar?

a) El subconjunto formado por el nidmero 1.

b) El subconjunto formado por el ndmero 2.

¢) El subconjunto formado por el niimero 3.

d) El subconjunto formado por los nimeros 1 y 2.
e) El subconjunto formado por los nimeros 1 y 3.

f) El subconjunto formado por los ndmeros 2 y 3.
g) El subconjunto formado por los nimeros 1, 2y 3.

Fn total entonces, se pueden armar siete subconjuntos.

Le sugiero que siga con esta idea para poder descubrir que si
uno tiene los primeros cuatro nimeros (1, 2, 3, 4), entonces se
pueden armar quince subconjuntos; y si tiene los primeros cinco
nimeros (1, 2, 3,4, 5) se pueden armar treinta y un subconjuntos.

Antes de avanzar, ;quiere que juntemos toda esta informacién?

Fijese lo que aprendimos juntos.
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Con un ndmero, se puede armar un subconjunto.

Con dos nimeros, se pueden armar tres subconjuntos.

Con tres nimeros, se pueden armar siete subconjuntos.

Con cuatro nimeros, se pueden armar guince subconjuntos.
Con cinco nimeros, se pueden armar treinta y un subconjuntos.

(Advierte que hay algo que estd pasando? La cantidad de sub-
conjuntos que uno puede armar son: 1, 3,7, 15, 31... ysisiguiera
un paso mds daria 63, y luego 127... o sea, son todos impares. Y si
sumdramos uno a cada uno de ellos, tendriamos: 2, 4, 8, 16, 32,
64, 128... jque son las potencias del nimero dos!

Es decir, si uno quiere contar cudntos subconjuntos se pueden
armar con los primeros diez nimeros, en total tiene 2'°—1 = 1.023.

(Por qué aparecen las potencias de dos? Imagine lo siguiente:
suponga que yo quiero armar un subconjunto con los primeros
diez ndmeros. En el subconjunto que yo elija, puede que esté
el nimero uno o no. Puede que esté el nimero dos o no. Puede
que esté el nimero tres o no. Y asi siguiendo. Es decir, si yo me
fabricara una ‘lista ordenada’, tendria esta forma:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 0 0 1 1 0 0 1 0

(Coémo interpretarla? Esta ‘tira’ indica que MI subconjunto
contiene a los nimeros {1, 4, 5 y 8}. Por eso puse un uno debajo
de los nimeros 1, 4, 5y 8, y un cero debajo del 2, 3, 6,7, 9y 10.
De esta manera, cuando pongo el ndmero uno en la casilla que
estd debajo de uno de ellos, indica que ese niimero en particular
estd en mi subconjunto; y cuando pongo un cero en la casilla que
estd debajo de ese niimero en particular, sirve para indicar que
ese nimero no estd en mi subconjunto.
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Eisto que escribi es una forma de modelar el problema que te-
nemos: poder contar cudntos subconjuntos se pueden armar con
los primeros diez nimeros. Todo lo que tengo que hacer ahora
es contar de cudntas formas puedo combinar unos y ceros en las
listas como la que escribi antes.

(Cudntas posibles listas habrd? ;Quiere contar usted por su
cuenta primero antes de leer la respuesta?

Sigo yo. Fijese que para el primer lugar hay dos posibilidades:
0y 1. Para el segundo, también hay dos posibilidades, otra vez
0y 1. En total en los primeros dos lugares entonces hay cuatro
posibilidades: 00, 01, 10y 11.

Si agrego un lugar mds, como todos tienen dos alternativas
(0y 1), cuando hay tres nimeros se tienen (2 X 2 X 2) = 8§ = 2°
posibilidades. Estas son: 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110 y 111

Cuando uno tiene cuatro nimeros, hay 2 X 2 X 2 X 2=16= 2"

De esta forma, con los primeros diez nimeros, existen 2! =
1.024 posibilidades.

Hay algo que falta contestar (por ahora): jpor qué la cantidad
de subconjuntos iban dando uno menos que cada potencia de
dos? Fijese que la tira que falta es la que tiene jtodos nimeros
cero!

(Oué querria decir esta ‘tira’? Si uno tuviera ceros debajo de
todos los nimeros, querria decir que jno elegi ningtin nimero
para formar mi subconjunto! Es decir, es el subconjunto vacio.
Como dejé explicitamente afuera el subconjunto vacio, eso trajo
como consecuencia que siempre tuve que restar uno a la canti-
dad de subconjuntos que podia armar. Pero ahora, ya estd todo
resuelto.

Hemos comprobado que si uno tiene los diez primeros niime-
ros y quiere contar cudntos subconjuntos puede armar con ellos,
el ndimero es 2!~ 1 =1.023.
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Ahora tengo una pregunta para usted. Cuando contamos el
nimero de subconjuntos que se podian formar eligiendo nume-
ros entre los primeros diez, ;import6 que fueran esos diez niime-
ros en particular? Es decir, qué nimeros fueran no tiene ninguna
incidencia en la cantidad de subconjuntos que puedo formar.
iLo UNICO que import6 es que fueran diez nimeros distintos y
NO CUALES fueran

Ya estamos muy cerca de llegar a resolver el problema del
‘juego’ que planteé al principio.

Con el desarrollo que hice recién, estamos seguros de que
cuando uno tiene diez nimeros cualesquiera, la cantidad de
subconjuntos que uno puede formar con ellos es 1.024 (si uno
acepta el vacio) o si no, 1.023 (si uno EXCLUYE al subconjunto
vacio).

Ahora bien. Supongamos que empez6 el juego y llegamos
hasta que el segundo participante hizo su quinta movida. Lue-
go, como los dos hicieron cinco movimientos, en total hay diez
nimeros (entre los primeros cien) que estdn escritos en el papel.

Ya sabemos que entre esos diez nimeros yo puedo formar
1.023 subconjuntos. Pero por otro lado, scudl serd el nimero
mdximo que pueden sumar los diez niimeros que eligieron entre
Ay B? No se asuste con la pregunta ya que es algo fdcil de contes-
tar si uno, claro estd, entiende lo que pregunté. Acd voy.

Como los ndmeros que ambos estdn anotando en el papel
son todos menores que cien, jcudl serfa la mdxima suma que se
podria obtener al haber jugado los dos cinco veces?

En el mejor (o peor) de los casos, la suma méxima se obtiene
si los nimeros escritos en el papel son:

90, 91,92, 93,94, 95,96, 97, 98 y 99
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Estos son los diez ndmeros mds grandes que uno podria elegir.
Por lo tanto, su suma es la mds grande que se puede obtener.
Sumemos estos diez nimeros:

90 +91+92+93+94+95+96+97 +98 +99

Fijese que como son todos menores que 100, la suma jjjjtiene
que ser menor que 1.000!!!!

Luego, si uno sumara los niimeros que aparecen en todos los
posibles subconjuntos que uno puede formar con esos diez niime-
ros, como en total son 1.023 y a lo sumo tienen que sumar un
nimero menor que mil, jtiene que haber sumas repetidas!

Una observacién importante. Si en los dos subconjuntos que
tienen la misma suma hay niimeros en comun (es decir, que figu-
ren en los dos), los ‘excluyo’ de ambos sin alterar la suma, porque
‘saco’” los mismos niimeros de cada lado. ;Qué es lo que consigo
con esto? Que los dos subconjuntos tengan la misma suma pero,
ademds, jque no tengan ningiin niimero en comun!

Y eso es justamente lo que querfamos comprobar: que entre
los diez nimeros que escribieron A 'y B, tiene que haber por lo
menos dos subconjuntos disjuntos que sumen lo mismo. Luego, el
juego tiene que terminar alli mismo.

Reflexion final

Yo no podria decir si el juego es interesante o no. Creo que a
esta altura no tiene importancia.

Pero lo que si me parece relevante es mostrar que el juego no
puede avanzar y avanzar en forma alocada. Podria suceder que ni
A ni B ‘encontraran’ los dos subconjuntos que sumen lo mismo,
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pero ése es otro problema. De lo que si estamos seguros, usted y
yo, es que al haber jugado cinco veces cada uno (si no antes),
iesos dos subconjuntos existen!

Y una vez mads, la matemitica fue la proveedora de la solucién.
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Circulos

El que sigue es un problema precioso. Y digo precioso porque
cuando lo vi por primera vez pensé que era una excelente opor-
tunidad para mostrar la ‘belleza’ de la matemadtica aun en un
lugar totalmente impensado. Sigame por aci.

Todo lo que hace falta saber es la férmula para calcular el drea
de un circulo. La voy a escribir a manera de recordatorio, pero
es el inico dato que uno necesita usar. El resto estd librado a su
imaginacion y creatividad. Por eso me gust6 tanto.

Si uno tiene un circulo de radio R, entonces el drea del circu-
lo se calcula con la férmula:

Pi X RZ=1T X R?

Permitame sugerirle algo: me pongo en su lugar y quizds usted
estd pensando ‘hace afios que yo no tengo contacto con circulos,
radios, superficies, dreas, formulas, etc.’. Créame que no importa.
No permita que los tecnicismos entorpezcan su camino. Todo lo
que ‘necesita’ para resolver el problema es usar esa férmula... Y
NADA MAS. Créame que la satisfaccién que va a obtener al pen-
sar el problema y detectar usted qué es lo que estd sucediendo,
merece ese minimo sacrificio: jusar una férmula!
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Ahora si, el problema propiamente dicho. Suponga que uno
tiene cinco circulos, como se ven en la Figura 1.

Figura 1

Estos son los radios de cada circulo: el mds grande tiene un
radio que mide 50 centimetros. Es el que estd ubicado en el cen-
tro. El que estd ubicado arriba, a la izquierda, es el segundo més
grande, con un radio de 40 centimetros. Después, hay dos circu-
los iguales, que tienen 20 centimetros de radio cada uno. El mds
pequefio tiene un radio de 10 centimetros.

Como se ve también en la Figura 1, hay algunas dreas que
estdn ‘sombreadas’. La ‘rayada’ estd dentro del circulo grande.
Las otras cuatro estdn en los circulos mds chicos.

Ahora, fijese en lo siguiente: el drea ‘rayada’ dentro del circulo
grande consiste en TODO LO QUE NO ESTA SIENDO ‘“TOCA-
DO’ por los circulos mds chicos. Es decir, es el drea que no ha
sido invadida por los cuatro circulos.

De la misma forma, las dreas ‘punteadas’ que aparecen en
cada uno de los cuatro circulos mds chicos, son las partes que
NO ESTAN DENTRO DEL CIRCULO GRANDE.

Le sugiero que se detenga un instante para tratar de visualizar
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lo que acabo de escribir. Es muy sencillo, pero requiere de un
minuto de paciencia para entenderlo.

Una vez que usted comprendié qué significan las dreas ‘ra-
yadas’ y ‘punteadas’, quiero invitarla/lo a pensar conmigo la si-
guiente idea. Suponga que el circulo ‘grande’, el de 50 centime-
tros de radio, estd fijo.

En cambio, imaginemos que puede mover los otros cuatro,
desde una posicién en donde estdn totalmente desconectados
del circulo grande hasta una en donde podria incluirlos total-
mente en el mismo.

Dicho esto, quiero hacerle un par de preguntas:

¢Habrd alguna forma de ubicar los cuatro circulos mds peque-
fios de manera tal que la suma de las dreas ‘punteadas’ coincida
con el drea rayada del circulo grande? Y si fuera posible encontrar
alguna, jserd vnica?

Fijese que como uno puede mover los circulos més pequetos
hacia adentro o hacia afuera, las dreas punteadas y rayadas van
cambiando. Justamente por eso es que cabe preguntarse si serd
posible movilizar los circulos chicos de tal forma que esas dreas
coincidan.

Acid es donde quiero darle la oportunidad de pensar. No hay
apuro, no hay ninguna presién y, nuevamente, le sugiero que no
se prive del placer de pensar. En el momento que usted descubra
qué sucede, sentird que algo interno hizo ‘click’ y le producird
una cierta satisfaccién.

Es por eso que no importa la respuesta que yo pueda escribir
acd. Piense usted y verd que habrd valido la pena. Mientras tanto,
yo sigo a continuacién con una idea para la solucién.
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Ideas para encontrar las respuestas

Quiero empezar proponiéndole que calculemos las dreas de
los cinco circulos en forma separada, como si no estuvieran in-
cluidos en la Figura 1. Para eso, voy a usar reiteradamente la
férmula que escribi al comienzo y que sirve para evaluar la super-
ficie de un circulo de radio R: P X R%.

El circulo de 50 centimetros tiene drea igual a:

T X RP=17 X 50° =17 X 2.500
Advierta que estoy excluyendo adrede escribir las unidades
(los centimetros al cuadrado) porque no tiene relevancia a los
efectos del razonamiento que quiero hacer con usted.
El circulo de 40 centimetros de radio tiene drea de:

T X 402 =17 X 1.600

Cada uno de los dos circulos de radio 20 centimetros posce
un drea de:

T X 202 =17 X 400

Por tltimo, el circulo mds chico, de 10 centimetros de radio,
tiene drea igual a:

T X 102 =17 X 100

Ahora bien. ;Qué pasa si sumamos las dreas de los cuatro circu-
los mds chicos? La suma resulta:
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T X 1.600 + 17 X 400 + 1T X 400 + 17 X 100 =17 X 2.500

(Qué quiere decir esto? Fijese que el drea del circulo mds
grande también es T X 2.500. Por lo tanto, el drea del circulo
mds grande coincide con la suma de las dreas de los otros cuatro.

Este es un dato muy interesante. jPor qué? ;Quiere pensar
ahora en soledad si el problema planteado tiene solucién?

Fijese en lo siguiente: supongamos que los cuatro circulos
mds pequetios estuvieran FUERA del circulo grande y sin tocar-
lo. En ese momento, el drea rayada seria toda la superficie del
circulo grande (no habrfa ninguno tocdandolo) y, por lo tanto, no
habria ningin circulo restindole ninguna porcién.

Resumiendo, si no hubiera ningtn circulo intersecdndolo™,
el drea rayada seria de T X 2.500.

Por otro lado, el drea ‘punteada’ seria también de la misma
medida.

Ahora viene la parte sustancial y preciosa a la vez.

Suponga que usted tiene los cuatro circulos afuera, elige uno
cualquiera y empieza a empujarlo hacia adentro del més gran-
de. En algin momento, empezard a tocarlo y, por lo tanto, el
circulo grande ‘entregard alguna porcion de su drea’. Es decir, el
drea rayada comenzard a hacerse cada vez mds pequeiia. Pero. ..
pero. .. simultaneamente, el drea ‘punteada’ TAMBIEN se haria
mds pequefia: al penetrar en el circulo grande, esa porcion de su
drea se cancela con la del circulo mayor.

(Oué quiere decir esto? Que la parte rayada del circulo gran-

34. Si, asf se escribe. El verbo ‘intersecar’ indica la accién en donde dos (o
mds) objetos se cruzan. Uno tiene la sospecha que deberia ser ‘intersectar’, de
hecho, este verbo también se usa y es correcto. Pero ‘intersecar’” es el que se
utiliza en matemadtica para designar esa accion.
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de que se pierde es exactamente igual a la parte ‘punteada’ del
circulo chico que también se pierde.

Moraleja: las dos dreas se compensan. ;Y entonces? Fijese que
ponga donde usted ponga los circulos mds pequetios, las dreas
rayadas y ‘punteadas’ se irdn cancelando. Por lo tanto, puede
ubicarlos donde quiera, las dreas rayadas y ‘punteadas’ jseguirdn
siendo iguales!

Eisto es un hecho notable: no importa cémo decida usted dis-
tribuir los circulos chicos dentro del mds grande, las dreas serdn
siempre iguales.

Fis una respuesta totalmente inesperada (creo) y preciosa al
mismo tiempo. De hecho, cuando uno ve el problema por pri-
mera vez, siente que habrd que hacer muchos cdlculos, muchos
dibujos y ni siquiera sabe si podra lograr el objetivo.

Sin embargo, al analizar la ‘continuidad’ de lo que se ‘gana’y
se ‘pierde’ entre las dreas ‘rayadas’ y ‘punteadas’ en cada caso, se
descubre que la ubicacién de los circulos mds pequefios no tiene
importancia.

Las respuestas a las preguntas que planteaba el problema son
éstas: si, se pueden distribuir los circulos mds pequetios de ma-
nera tal de que las dreas ‘rayadas’ y ‘punteadas’ sean iguales.
Mads atin: jcualquier distribucion que uno haga de esos circulos
servird como solucion porque las dreas son SIEMPRE iguales!

Por supuesto, mi visién del problema es ciertamente tenden-
ciosa, pero estoy seguro de que se nota que este tipo de deduc-
ciones me fascinan. No sélo por la calidad de la respuesta, sino
por la plasticidad de los objetos en movimiento, que otorgan una
nocion de continuidad que permite inferir que no importard la ubi-
cacion final sino que, a lo largo del camino, cualquier distribucion
sirve para probar que las dreas coinciden y, por lo tanto, el niimero
de ubicaciones posibles es jinfinito!
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Un crucigrama distinto

Cuando llegan las vacaciones, las opciones de entretenimien-
to son multiples. Una vez lef que lo mejor que se le puede regalar
a un adulto es un dia libre. Eso. Libre. Sin ningtin compromiso,
obligacién. Libertad para elegir lo que uno quiera. No es ficil
lograrlo y ni siquiera es ficil permitirselo, aun cuando uno tenga
la oportunidad de ejercitar ese derecho.

Ahora quiero volver al tema del ‘entretenimiento’. ;Qué ele-
gir? Histéricamente, los medios escritos traen diversas alternati-
vas que permanecen constantes a pesar del paso del tiempo. Por
ejemplo, los crucigramas. Hay muiltiples variantes, pero algo no
se modifica: aparece la definicién breve de una palabra y habrd
que ubicarla en forma horizontal, vertical o lo que fuere; sin em-
bargo, uno no siempre detecta que hace falta ‘saber’ algo, hay
que tener un ‘conocimiento’ previo para poder jugar. En defini-
tiva: hay que conocer las palabras.

Otros juegos que aparecieron hace no mucho tiempo no ne-
cesitan de ese prerrequisito. Por ejemplo, el Sudoku. Muchas
veces me comentan que hay gente que se siente intimidada al ver
‘tantos niimeros’: les preocupa no entender qué es lo que hay que
hacer, sienten que es demasiado para ellos. Es preferible buscar
el entretenimiento en otro lugar. ;Para qué hacer un esfuerzo
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extra en tratar de entender algo cuando lo que uno busca es nada
mds que ‘quemar’ algunas horas o conseguir un ‘chicle para el
cerebro’?

Tengo buenas noticias: jpara jugar al Sudoku no hace falta sa-
ber nada! No se requiere que una persona conozca ‘ni siquiera’ el
significado de algunas palabras (jy muchisimo menos saber que
el ‘sol egipcio es (o fue) RA'). Sélo se trata de colocar los nueve
digitos no nulos (1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8 y 9) de cierta forma, siguien-
do ciertos pardmetros: hay que ubicarlos a todos sin repetir, una
vez por fila, una vez por columna y también en cuadraditos de
3 X 3 que estdn marcados a tal efecto. Ah, eso si: el entretenimien-
to consiste en ‘pensar’ y descubrir la satisfaccion que eso genera.
Fs una satisfaccion distinta de la que uno se procura cuando ve
un amanecer o un glaciar o cuando escucha la quinta sinfonia de
Beethoven o alguna sonata de Chopin; sin embargo, uno necesita
estar expuesto a ese tipo de belleza para poder disfrutarla también.

Pero estas lineas no estdn dedicadas a describir y/o promocio-
nar el Sudoku o buscar definiciones de belleza. Tengo en mente
algo mucho mds pedestre: proponer otro tipo de crucigrama que
tampoco necesita de un conocimiento previo. Bueno, me corrijo:
si, hace falta saber multiplicar. Ayuda si uno sabe las tablas de
multiplicar, aunque tampoco es imprescindible. Es una variante
de los crucigramas tradicionales. Me explico.

Fijese en esta grilla de tres filas por tres columnas.

54

120

56
45 56 144
Figura 1
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El objetivo es ubicar los nueve digitos no nulos, es decir: 1, 2,
3,4,5,6,7,8,y9, sin repetir, de manera tal que si uno multiplica
los niimeros que aparecen en cada fila, se obtengan los nimeros
que fguran a la ‘derecha’, y si uno multiplica los que aparecen
en cada columna, se obtengan los nimeros que figuran ‘abajo’.
JTiene ganas de pensar usted? Verd que es sencillo y entretenido.

Ah, un dato mis: la solucién es tnica. Es decir, ‘hay una tinica
manera de distribuir estos digitos tal que los resultados sean los que
se indican a la derecha y abajo’. Ahora le toca a usted. Yo sigo.

Idea para pensar la solucion

Hay muchas maneras de abordar el problema... muchas. Yo
voy a proponer solamente una de ellas, la que me resulté mds
cémoda a mi, pero esto no significa que sea ni mejor, ni la mds
efectiva. Es solo una de las posibles.

Empiezo invitindola/lo a pensar en el nimero 5. De los seis
nimeros que figuran escritos antes de empezar a llenar los es-
pacios vacios, hay solamente dos que son muiltiplos de 5: el 45 y
el 120. ;Qué indica esto? Como hay que ubicar al ndimero 5 en
alguna parte, cuando multiplique los ndmeros que lo acompa-
fien en la fila y columna en las que yo lo coloque, tendremos que
obtener un multiplo de 5. Luego, esto determina que el nimero
5 tiene que ir en la segunda fila (ya que 120 es el producto de
todos los que figuran alli) y en la primera columna (ya que 45 es
también multiplo de 5). Y no hay otros multiplos de cinco salvo
el 120 y el 45.

No hemos avanzado mucho, pero ya sabemos que el 5 tiene
que ir en donde se cortan la primera columna y la segunda fila,
como aparece en la Figura 2.
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54
5 120
56
45 56 144

Figura 2

Ahora ponga su atencién en la primera columna de la Figura
2. Como el producto de los tres nimeros que aparecen alli (uno
de ellos ya sabemos que es el 5) tiene que resultar 45, el producto
de los otros dos debe ser 9. ;Cudntas formas hay de conseguir
nueve al multiplicar dos nimeros enteros positivos? En principio,
dos: (3 X 3)o (1 X9).

Seguro que no puede ser (3 X 3), porque los niimeros no se
pueden repetir, entonces forzosamente serd el par (1 X 9). Bien,
pero jdénde va el 1 y donde va el 9?

Si ubicara al 9 en la tercera fila, el nimero 56 tendria que ser
multiplo de 9... jy no lo es! Por lo tanto, el nimero 9 tiene que ir
en la primera fila (y eso es bueno, porque 54 si es multiplo de 9)
y ubico el 1 en la tercera. En consecuencia, tenemos ya los ni-
meros en la primera columna, tal como aparecen en la Figura 3.

9 54
5 120
1 56
45 56 144

Figura 3

Con el mismo tipo de idea, en la dltima fila necesito ubicar
al 7y al 8, ya que ésa es la tnica forma de obtener 56 cuando
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multiplico dos niimeros enteros positivos. Otra vez, ;dénde va el
7y donde va el 8? (;Quiere pensar usted en soledad?)

Si ubicdramos el 7 en la tercera columna, el nimero 144 ten-
dria que ser multiplo de 7, pero no lo es. Luego, esto determina
que el 7 va en la segunda columna y el 8 en la tercera. Los resul-
tados aparecen en la Figura 4.

9 54
5 120
1 7 8 56
45 56 144

Figura 4

Ahora el camino es mucho mis sencillo. En la segunda co-
lumna, sabemos que tienen que ir el 2 y el 4, ya que al mul-
tiplicar 2 X 4 X 7 = 56. No sabemos todavia cémo ubicarlos,
pero seguro que van alli. Sin embargo, si colocdaramos el 2 en la
segunda fila de la segunda columna, el producto de los nimeros
que higurarian en la segunda fila tendria tendrian que ser 5 X 2,
lo que da 10. Pero el resultado final debe ser 120. Eso obligaria a
que el digito de la tercera columna fuera el nimero 12, y eso no
puede ser. Luego, en la segunda fila tiene que ir el nimero 4y en
la primera, el 2 (ver Figura 5).

9 2 54
5 4 120
1 7 ) 56
45 56 144

Figura 5
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Ahora falta ubicar el 3 en la primera fila (tercera columna) y
el 6 en la segunda fila (también tercera columna) y el problema
queda resuelto.

9 2 3 54
5 4 6 120
1 7 8 56
45 56 144
Figura 6

Final

El problema resulta sencillo. Por supuesto que este tipo de
‘crucigramas’ ofrece muiltiples variantes y otro tipo de alterna-
tivas, pero queda claro que no hace falta tener ningiin tipo de
conocimiento previo. S6lo hace falta pensar, proponerse distintos
tipos de escenarios, prueba y error, conjeturar... de hecho, es
una réplica numérica de lo que uno hace al vivir... ;No es asi?
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Entrando por un angulo diferente

Si un problema sirve para enseriar algo, para pensar algo que
uno no pensé antes, ya valié la pena invertir algin tiempo en
estudiarlo. Sacando la salud, supongo que el valor més preciado
que tenemos es nuestro tiempo. Por eso que cada vez que escribo
o hablo sobre algin problema en particular, me pregunto: “;Serd
merecedor de dedicarle un rato de nuestra vida?”.

No crea que la respuesta es siempre que si. De hecho, cada
vez mds seguido decido descartar muchos de los que se me ocu-
rren, o que veo y/o leo. No quiere decir que mi criterio sea vélido,
pero es el tnico que tengo.

Ahora quiero pasar al problema propiamente dicho. Verd us-
ted (si es que le dedica justamente su tiempo) que, si bien uno
tiene varias maneras de abordarlo, la que termine resolviéndolo
habrd requerido ‘entrarle por un costado distinto’, algo asi como
‘entrar por la puerta de atrds’. Y si logro que eso le suceda, voy a
sentir que la ‘mision estd cumplida’.

No sé si hace falta que agregue que es muy poco probable
que uno se enfrente con un problema de este tipo en la vida
cotidiana. Mds atn: creo que es casi imposible. Sin embargo, el
atractivo no reside en resolver este problema en particular. Lo
que exhibe es la capacidad que tenemos los humanos de pensar
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distinto, usando herramientas que no sabfamos que tenfamos.
Fse s que es un mensaje que vale la pena aprovechar. Bueno,
suficiente introduccién. Acé voy.

Suponga que usted se encuentra con una caja cuyas caras son
rectangulares, como si fuera una caja de zapatos. Imagine ade-
mds que le digo que las caras de la caja tienen estas dimensiones:
una cara mide 165 milimetros cuadrados, otra mide 176 milime-
tros cuadrados y la dltima, 540 milimetros cuadrados. Atencién:
fijese que escribi las dreas de cada cara y no las longitudes de lar-
go, ancho y alto. Es muy importante que se detenga un instante
a revisar lo que acaba de leer. Habitualmente, cuando a uno le
dan las medidas de una caja (o de un objeto en tres dimensiones),
suelen ser largo, ancho y alto, pero no estamos acostumbrados a
que nos den las dreas. Dicho esto, fijese en la Figura 1 y no se
preocupe al leer ‘milimetros cuadrados’. De hecho, no se deje
mortificar por las cuestiones técnicas o logisticas. Lo tinico que
importa es que uno conozca las dreas de cada cara de la caja.

Figura 1

Ahora si, repito la pregunta: con estos datos, jse puede dedu-
cir el volumen de la caja?

Dicho esto me voy a retirar. Yo sigo con el texto a continua-
cién. Eso si: si estuviera al lado suyo en este momento, le sugeri-
ria que no abandone antes de dedicarle un rato. Es un problema
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interesante porque lo que uno estd —creo— tentado de hacer
inmediatamente agrega muchos inconvenientes al cdlculo. En
cambio, si uno se permite pensar ‘de otra forma’, la solucién cier-
tamente no es complicada.

Una idea de solucion

Como anunciaba antes, la tentacién natural es tratar de en-
contrar cudles son los valores de ‘a’, ‘b’ y ‘¢’ que generan estos
datos:

l)aXb=165
2)aXc=176
3)b X ¢ =540

Dicho esto, no sé qué le pasé a usted, pero yo me tropecé
de inmediato con este problema: para poder ‘calcular’ esos ni-
meros necesitaba escribir un sistema de tres ecuaciones con tres
incognitas y después tratar de despejar los valores que serian las
soluciones.

Luego de pensar un rato se me ocurrié una pregunta que
quiero compartir con usted: jserd necesario calcular los valores
de a, b y ¢ para determinar el volumen? Por supuesto, estd claro
que si uno ya los tiene, el volumen se obtiene inmediatamente
multiplicando los tres nimeros.

Pero jno habrd alguna otra forma de calcular el volumen de la
caja sin que necesite conocer los valores de largo, ancho y alto?
Aqui yo le propondria —otra vez— que piense en soledad por
un rato.

Sigo yo. ;Cémo hacer?
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Le sugiero lo siguiente: multipliquemos los tres ndmeros que
figuran en las igualdades (1), (2) y (3).
Se obtiene:

(a X b) X (ax ¢) X (bXc)=165X 176 X 540 = 15.681.600

Si uno cambia el orden de los factores que aparecen en el
lado izquierdo de la igualdad, ahora resulta:

(a X a) X (bXDb)X(cXc)=15681.600
Por lo tanto,

a’? X b* X ¢*=15.681.600

Y esto es un resultado ‘muy bueno’. ;Por qué? Si bien no es el
volumen que buscamos calcular, estamos muy ‘cerca’.
Fijese que

a? X b? X ¢*=(a X b X ¢)*=15.681.600

resulta ser jel cuadrado del volumen! Por lo tanto, bastard con
extraer la raiz cuadrada de este nimero vy listo.

Acd, o bien uno emplea una calculadora que permita obte-
ner raices cuadradas, o bien puede ‘descomponer’ el nimero
15.681.600 en sus factores primos hasta obtener:

(aXbxXc)P=20x3"X5x112 (%)

%

Curiosamente, en la descomposiciéon que figura en (*), todos
los factores aparecen un niimero par de veces. Por lo tanto, la
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raiz cuadrada se calcula muy ficil. ;Cémo? Dividiendo por dos
todos los exponentes que figuran en (*).

Como final entonces, descubrimos que el volumen que esta-
bamos buscando es:

(aXbXc)=2>X32X5X11=3.960

Lo interesante es que no fue necesario calcular cada uno de los
lados de la caja, que hubiera sido la forma natural de intentar
resolver el problema.

Pensdndolo desde un lugar diferente pudimos encontrar la
solucién. Justamente por todo lo que escribi antes es que este
problema merecia —creo— un ‘lugarcito” en este rincén. Ojald
que usted lo haya disfrutado tanto como yo.
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Curiosidad en cualquier torneo de basquet

Hace unos dias, mientras prepardbamos una nueva temporada
de Alterados por Pi, la versién que se va a conocer recién en el
afio 2016, Juan Pablo Pinasco volvié a sorprenderme con una
observacién. Esta vez tiene que ver con los torneos de basquet.
No hace falta saber nada de bisquet, no se asuste. En todo caso,
lo tnico que diferencia un torneo de basquet con uno de fitbol
es que en el fitbol puede haber empates mientras que en bds-
quet, no. Es decir, los equipos juegan todos contra todos pero los
partidos siempre ofrecen un ganador. Si no alcanzé el tiempo re-
glamentario para decidirlo, se van agregando tiempos suplemen-
tarios de cinco minutos cada uno hasta que se defina un ganador.
En todo caso, esa si que es una diferencia con el fitbol. Pero de
todas maneras, no es lo que me importa aci.

La observacién de Juan Pablo vino por otro lado. Este fue el
didlogo:

—Adridn, jadvertiste que en cualquier torneo de basquet se pue-
de establecer una ‘cadena’?

—¢Cadena? —pregunté yo—. No entiendo a qué te referfs.

—Si. Mird. Suponé que hubieran jugado nada mds que cuatro
equipos, que voy a llamar A, B, C y D. Si jugaron todos contra to-
dos, tiene que haberse formado una cadena asi: A le tuvo que haber
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ganado a B, Ba Cy C a D. O alguna otra. Es decir, pudo haber
sido Cle gané a A, Ale gané a By B le gané a D. O sea, tiene que
ser posible detectar una manera de ordenar los equipos de forma
tal que cada uno le fue ganando al siguiente. Y esto sucede no sélo
para cuatro equipos sino para cualquier niimero de participantes.

Por supuesto que me parecié sorprendente y ademds, desa-
fiante. ;Como puede ser que esto sea posible y que uno nunca lo
hubiera advertido? ;Cémo se podrd demostrar que este planteo
es cierto?

Y acd es donde quisiera dejarla/dejarlo pensando a usted. Me
gustaria ofrecerle tiempo como para que haga lo mismo que me
dediqué a hacer yo: pensar por qué eso habria de ser cierto, pero
me apuro a escribir: jes cierto!

Eiso si: me pareci6 inesperado, mds que nada porque uno cree
que podria ‘manipular’ los resultados para que eso no sea cierto. ..
y sin embargo, por mds que intenté al principio, después empecé
a sospechar que Juan Pablo tenfa razén. A partir de alli, puse
todo mi esfuerzo en tratar de probar que era cierto... hasta que
lo logré. ;Quiere intentar usted? Si no, yo sigo a continuacién.

Una manera de pensar el problema

La idea que quiero proponerle seguramente serd novedosa si
usted nunca atendié a ningtin curso de matemadtica con un poco
de ‘estructura’. ;Qué quiero decir con esto? En general, en los
colegios secundarios no se ensefia a utilizar una herramienta
poderosisima que la matematica ofrece. Pero en lugar de poner
nombres que sélo van a venir a complicar y confundir, voy a
presentar una forma de pensar el problema y luego resolverlo.
Aci voy.
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Voy a empezar con casos pequeiios. Si en el torneo partici-
paran nada mds que dos equipos, digamos 1 y 2, el resultado es
cierto obviamente, ya que o bien 1 le gan6a2o02leganéaly
entonces la ‘cadena’ se forma asi: 1-2 o 2-1. Este caso entonces
es bien fdcil.

Supongamos ahora que uno tiene tres equipos. Los voy a lla-
mar 1, 2 y 3 para simplificar los nombres. ;Cémo hacemos para
comprobar que seguro hay una cadena al terminar al torneo?

Fijese en lo siguiente. Voy a separar los casos:

1) Hay un equipo que le gané a los otros dos.
2) Hay un equipo que perdié con los otros dos.
3) No se da ninguna de las dos situaciones anteriores.

Verd que estos tres casos abarcan todos los posibles. ;Por qué?

Sino hay ningiin equipo que gand sus dos partidos ni ninguno
que perdié sus dos partidos, eso significa que todo equipo tuvo
que haber ganado uno y perdido otro. No quedan otras alterna-
tivas.

Voy a mostrar cémo se encuentra la cadena si hay un equipo
que gan6 sus dos partidos. Supongamos que fue el equipo 1. El
equipo I le gan6a 2ya 3.

En este caso, como 2y 3 tuvieron que jugar entre si, entonces
o bien 2 le gané a 3 o bien 3 le gand a 2. Si 2 le gané a 3, enton-
ces la cadena queda armada ast: 1-2-3.

Si 3 le gané a 2, entonces la cadena queda: 1-3-2. En cual-
quiera de los dos casos el problema estd resuelto.

Supongamos ahora que hay un equipo (digamos el 1) que perdis
sus dos partidos. O sea, 1 perdi6 con 2y con 3. Pero entre 2y 3
tuvo que haber un ganador. Digamos que fue 2 (pero lo mismo
serfa en el otro caso). Entonces como 3 perdié sus dos partidos
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terminé dltimo y tuvo que haber perdido con 3, pero como 2 le
gand a 3, entonces la cadena es: 2-3-1. Y listo. O sea, este caso
estd resuelto también.

La dltima alternativa que hace falta considerar es cuando no
hay ninguno que haya ganado dos partidos ni perdido dos parti-
dos. O sea, cada equipo tuvo que haber ganado uno y perdido
otro. Supongamos entonces que 1 le gané a 2 y perdié con 3.
Pero como 3 no pudo haber ganado sus dos partidos, debi6 haber
perdido con 2. Entonces, la cadena se forma asi: 1-2-3.Y listo.

Luego, cuando hay tres equipos, siempre se puede encontrar
una cadena.

Ahora bien. Hemos llegado a un punto en donde me gustaria
hacer una observacién junto a usted, y ésta es una de las claves
de este tipo de demostracién. Sigame vy si se llegara a perderse
en el razonamiento, deténgase y vuelva hacia atrds. Créame que
vale la pena porque una vez que entienda lo que estoy haciendo,
sentird que usted mismo habrd agregado una herramienta a su
arsenal para pensar situaciones que se le pueden plantear y, por
supuesto, resolverlas.

En el ejemplo del torneo de badsquet, nos convencimos de
que si hay un torneo de tres equipos seguro que podemos encon-
trar una cadena. Ahora quiero mostrarle como, sabiendo que uno
puede resolver el problema para un torneo de tres equipos, puede
usar esa informacion para encontrar una cadena en el caso de
cuatro equipos.

Una vez que nos hayamos convencido de eso, el mismo tipo
de argumento servird para encontrar una cadena en el caso de
5 equipos. Y luego de 6. Y asi siguiendo. O sea, sabiendo que
es posible encontrar una cadena en el caso de 20 equipos, usted
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estard en condiciones de encontrar una cadena en el caso de que
haya 21 equipos (y usé 20y 21 s6lo como ejemplos). En realidad,
sabiendo que uno puede encontrar una cadena en el caso de n
equipos, uno estd en condiciones de encontrar una cadena en el
caso de (n+1) equipos.

Por eso es que es clave entender como encontrar la cadena en
el caso de cuatro equipos sabiendo que uno la puede encontrar
en uno de tres.

Estos ltimos pdrrafos son esenciales para lo que estoy tratan-
do de hacer con usted. Entenderlos le servird para lo que escribi
anteriormente.

Ahora acompdfieme por acd y le voy a mostrar cémo se hace
para ‘encontrar’ la cadena en el caso de cuatro equipos sabiendo
que hay una para el caso de tres equipos.

Supongamos que los equipos se llaman 1, 2, 3 y 4. Separe
uno de ellos, digamos el 1. Entonces quedan 2, 3 y 4. En el
torneo que jugaron los cuatro, uno puede separar los partidos
que jugaron entre estos tres (2, 3 y 4) excluyendo al 1. Eso seria
como una suerte de minitorneo entre ellos tres. En este mini-
torneo de tres equipos, tiene que haber una cadena (seguro,
porque son nada mds que tres y ya sabemos que tiene que haber
alguna). Digamos que fue asi: 2-3-4 (cualquier otro orden en el
que se hubiera dado resulta irrelevante para el argumento que
estoy haciendo). Aceptemos entonces que la cadena entre estos
tres equipos es 2-3-4.

Ahora analicemos juntos las posibilidades sobre cémo se pue-
de insertar al 1 en esta cadena que ya existi6. ;Qué pudo haber
pasado con el 17 Varios casos.

1. El'l le pudo haber ganado al 2. Si eso es asi, entonces cons-
truyo la cadena usando los cuatro equipos asi: 1-2-34. O
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sea, resuelvo el problema agregando el ntimero 1 al princi-
pio de la cadena que ya existia entre 2, 3y 4.

2. El'1 pudo haber perdido con el 4. En ese caso, lo agrego al
final, y la cadena queda ahora 2-34-1.

3. Pero puede que no haya sucedido ninguna de las dos cosas:
ni que el 1 le hubiera ganado al 2 ni que hubiera perdido
con el 4. ;Entonces? Tenemos la cadena 2-3-4. No puedo
agregar el 1 al principio, pero puede que el 1 hubiera per-
dido con el 2. Yo estaria tentado de agregar el 1 después del
2, pero para poder hacerlo necesitaria saber también que el
1 le gand al 3. Si el 1 le gané al 3, listo. La cadena queda
asi: 2-1-3-4. Pero si el 1 perdié con el 3, entonces no lo pue-
do poner alli. ;Dénde lo podria ubicar? Siel 1 le gan al
4, entonces lo podria poner asi: 2-3-1-4 y se termina el pro-
blema. Y esto es lo que tuvo que pasar! ;Por qué? Porque
si el 1 hubiera perdido con el 4, entonces estarfamos en el
caso (2) anterior. O sea, el 1 tuvo que haberle ganado al 4.
Entonces, la cadena queda ast: 2-3-1-4.

Moraleja: cuando uno tiene cuatro equipos también puede
encontrar la cadena.

Y si tuviéramos 5 equipos? ;Qué se hace entonces? Se usa la
misma idea que recién para pasar de tres a cuatro. ;Cémo?

Supongamos que los equipos se llaman 1, 2, 3,4y 5. Tomemos
cuatro equipos cualesquiera y separémoslos. Digamos 2, 3, 4, 5.
Estos forman un minigrupo que estarian jugando un minitorneo
de cuatro equipos. Ya sabemos que entre estos cuatro equipos
tiene que haber una cadena. Digamos que fue asi: 2-3-4-5.

Como antes, la idea es ver cdmo incorporar al niimero 1 en esta
cadena. Es muy fdcil si el 1 le gané al 2 (porque lo pongo adelan-
te), o si el 1 perdié con el 5 (porque lo pongo al final de todo).
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Pero si no fuera asi, entonces empiezo desde adelante y me fijo
cudles son las posibilidades. Si el 1 no le gané al 2, entonces
—obviamente — perdi6 con el 2. Pero para poder intercalarlo en
la cadena después del 2, necesito que el I le haya ganado al 3. Si
le gané al 3, listo. Seria asi: 2-1-3-4-5.

En cambio, si perdié con el 3, querria ponerlo después del 3,
pero para eso necesito que le haya ganado al 4. Si le gané al 4, la
cadena queda asi: 2-3-1-4-5. Pero si el 1 perdid con el 4, entonces
para poder intercalarlo después del 4, necesito que le haya gana-
do al 5. Sile gané al 5, lo pongo asi: 2-3-4-1-5.

Y el dltimo caso serfa que el 1 haya perdido también con el 5.
La cadena queda asi: 2-3-4-5-1.

Como se ve, la idea es ir analizando qué fue lo que pasé con
el equipo que no consideré en un principio e ir viendo dénde
lo puedo intercalar. Es seguro que en algtin lugar voy a poder
hacerlo y voy a aprovechar la cadena que yo sé que existe entre
los cuatro restantes para poder encontrar un lugar en donde in-
tercalarlo.

Fn definitiva, ésa es la demostracion que estaba buscando. La
idea entonces se basa en dos cosas:

1. uno aprende a encontrar una cadena en el caso de tres
equipos. Eso hicimos al principio;

2. uno aprende cémo pasar de una cadena que involucra a
n equipos a encontrar una cadena cuando el torneo tiene
ahora (n+1) equipos. Eso fue lo que hice al pasar de tres
equipos a cuatro, luego de cuatro a cinco... y asi siguiendo.

Esta herramienta tan poderosa es lo que se conoce con el

nombre de induccion completa. Por supuesto que la/lo invito a
que busque en la literatura que abunda sobre el tema, si es que
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estd interesado en avanzar un poco mds, pero a los efectos de
este problema en particular —creo— es suficiente con la idea
que presenté.

Como final, cuando escuché a Juan Pablo hablar del proble-
ma no s6lo me interesé desde el punto de vista matematico, sino
que me sorprendié que nunca se me hubiera presentado siquiera
la duda sobre si eso era posible. Nunca escuché siquiera hablar
sobre la posibilidad. Ahora, no sélo si escuché, sino que ademads
sorprendentemente jes cierto!

Apéndice

Quiero agregar un ejemplo mds que puede servir para aclarar
las ideas. Supongamos que uno sabe encontrar ‘cadenas’ cuando
el ndmero de participantes es menor o igual que 30. ;Cémo hace
para encontrar una cadena cuando el torneo tiene 31?7

Proceda asi. Primero, separe uno cualquiera de los 31 equi-
pos y lldmelo ‘equipo 31". Entre los 30 restantes, estardn los que
‘le ganaron a 31"y los que ‘perdieron con 31". Es decir, quedan
conformados dos grupos, de manera tal que cada uno tiene a lo
sumo 30 equipos.

1. Si los que ‘perdieron con 31" son los treinta restantes, en-
tonces ponga al 31 primero y use la cadena que seguro tiene
que existir entre los otros 30. Esa es la cadena de 31 equipos
que estamos buscando.

2. Silos que ‘le ganaron a 31" son los otros 30 equipos, enton-
ces encuentre la cadena que tiene que existir entre esos 30
y agregue al 31 al final de todo. De esa forma encuentra la
cadena con los 31 que buscdbamos.
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3. Ahora, suponga que hay algunos que ‘le ganaron a 31’y
otros que ‘perdieron con 31". Para fijar las ideas, suponga-
mos que son 10 los que le ganaron y 20 los que perdie-
ron. Recuerde que ya sabemos c6mo construir cadenas si
tenemos estrictamente menos que 31 equipos. Usemos esa
herramienta. Por un lado, construimos la cadena de los 10
que le ganaron a 31 y por otro, encontramos una segunda
cadena de los que perdieron con 31. ;Cémo armar la cade-
na con los 31 equipos ahora? Escriba primero la cadena de
los 10 que le ganaron al 31. Agregue ahora al 31 al final de
esa cadena. Después del 31, siga con la cadena completa
de los 20 que perdieron con 31, y de esa forma acaba de
construir la cadena que buscdbamos.

Como se advierte, es importante usar que uno ya sabe cons-
truir cadenas cuando el torneo tiene cualquier niimero de equipos
estrictamente menor que 31, pero ahora, usando este proceso, en-
cuentra c6mo armarlas cuando en total son exactamente 31%.

35. Para aquellos que tengan algtin conocimiento sobre Teoria de Grafos,
quiero agregar acd un aporte de Juan Sabia: “Puesto en términos de Teorfa
de Grafos, lo que vos demostraste con el problema del basquet es que en todo
grafo completo orientado se puede encontrar un camino que pasa por todos los
vértices una sola vez. Is lo que se llama un ‘camino hamiltoniano’. En el caso
que vos describis, el torneo es el grafo, los equipos son los vértices y la flecha que
los une (a los vértices) sale del que gana hacia el que pierde. Ll grafo se llama
completo porque todo par de equipos juega entre si'y es por eso que siempre hay
una flecha que los une”.

222



Bolas de billar?*¢

El que sigue es un problema que parece ingenuo pero que,
en su version mds general, presenta algunas dificultades técnicas
que lo hacen muy interesante. Voy a empezar por el lugar mas
sencillo.

Suponga que usted tiene seis bolas de billar pero de las que se
usan para jugar al pool. Por lo tanto, cada bola tiene un nimero.
En este caso digamos que estdn numeradas del 1 al 6. Deténgase
un instante en la Figura 1.

36. Aqui quiero agregar un breve texto que me escribié Carlitos Sarraute
después de leer el articulo. Lo transcribo tal como me lo envié. Vale la pena:
“Me gusté mucho el articulo ‘Bolas de billar’. Te confieso que me lo tomé
como un ejercicio de programacién (como la mayoria de los problemas que
implican probar muchas combinaciones). Hice un programa que prueba to-
das las combinaciones de ntimeros para la primera fila, y luego valida las filas
siguientes (valida que los nimeros que surgen de las diferencias no hayan sido
usados). Tal vez podés hacer una pequena incitacién, para los lectores que
sepan programar, que agarren la compu y hagan un programita”. Espero que
si a usted le interesa la programacién, aproveche el problema entonces para
escribir un programa como el que propone Carlos.
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Figura 1

Fijese que sacando las que aparecen en la primera fila (que
no siguen ningdn patrén en particular), las restantes bolas estdn
numeradas de tal forma que las dos que tienen arriba difieren en
el nimero de esta bola. Por ejemplo, la niimero 5 estd por debajo
(y tocando) a las que llevan los nimeros 1 y 6 (y (6—1) = 5). De
la misma forma, la ndmero 2 estd ubicada debajo (y tocando) a
las bolas 6 y 4, ya que justamente (6 —4) = 2.

Por supuesto, con esta configuracién uno podria conseguir
inmediatamente otra como si la mirdramos en un espejo. Se ob-
tendria lo que aparece en la Figura 2.

N

Figura 2
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En este caso, me gustarfa decir que las dos configuraciones
que aparecen en las figuras 1 y 2 estdn ‘relacionadas’ o que son
‘dependientes’. Cualquiera de ellas podria ser considerada ‘pri-
mitiva’ u ‘original’. La otra es simplemente una imagen especu-
lar, o bien, la que se obtiene al enfrentarla a un espejo.

Ahora, uno puede hacerse la siguiente pregunta: shabra otras
configuraciones primitivas ademds de ésta? (o sea, que no se pue-
dan obtener por imdgenes especulares de las que aparecen en las
figuras 1y 2).

Ahora voy a hacer lo mismo en el caso que tuviera bolas nu-
meradas del 1 al 10. En este caso, el esquema que uno puede
producir es el que aparece en la Figura 3.

Figura 3

Por supuesto, igual que en el caso de seis bolas, uno podria
reflejarla en un espejo y en ese caso obtendria su ‘gemela’:
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Figura 4

Igual que en el caso anterior cuando, las figuras 3 y 4 son
‘especulares’. Otra vez la misma pregunta: shabra algunas otras
configuraciones?

Ahora bien: luego de haber fijado las ideas, le propongo lo

siguiente:

1. Trate de encontrar otras tres configuraciones ‘primitivas’ o
‘independientes’ para el caso de seis bolas.

2. Lo mismo para el caso de diez bolas: intente encontrar
otras tres configuraciones primitivas.

3. Ahora, piense lo mismo en el caso de 15 bolas numeradas
del 1 al 15. En esta situacion, se tienen cinco en la prime-
ra fila, cuatro en la segunda, tres en la tercera, dos en la
cuarta y una en la quinta. Se sigue el mismo proceso que
cuando uno tenia seis y diez bolas respectivamente. ;Se
podrd encontrar al menos una configuracién posible? La
respuesta es que si, que hay una. Técnicamente es un poco
mds complicado de ubicarla, porque hay muchas mds va-
riantes a considerar, pero los razonamientos son similares.
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Eso si, y esto es muy importante y le pido que lo lea: se sabe
(y es muy dificil de probar) que hay solamente una forma de
ubicar las 15 bolas cumpliendo con las restricciones que pedi
antes.

Mis atin: también hay una demostracién de que jno se pue-
de conseguir con tridngulos que contengan mds bolas que 15!*
Eistas demostraciones son muy interesantes y le sugiero al lector
interesado que no deje de revisar la bibliografia sugerida. Lamen-
tablemente me gustarfa poder aportar algo mds, pero en todo
caso, lo tnico que puedo hacer es ayudarla/ayudarlo a apuntar

en la direccién correcta.

Soluciones

No creo que pueda aportar mucho mds que lo que uno logra
cuando intenta con ‘prueba y error’. No sabria c6mo ofrecerle
algo que pueda cooperar con su bisqueda mds que escribir las
soluciones propiamente dichas. Pero en ese caso, ;qué gracia ten-
dria para usted si las leyera directamente? ;Qué se habria agrega-
do a usted mismo? Me parece que lo mejor que puedo hacer es
mostrarle las soluciones que le dije que existian. El resto de los
argumentos se los dejo a usted.

37. La bibliografia se puede encontrar en el articulo de Charles W. Trigg
(“Absolute Difference Triangles”) que apareci6 en The Journal of Recreational
Mathematics, vol. 9 (4), 1976-1977; y también en un libro que publicé Martin
Gardner: From Penrose Tiles to Trapdoor Ciphers. En este libro, Gardner dice
(la traduccién corre por mi cuenta): “La tinica demostracién que conozco de
que esta conjetura es cierta aparece en un articulo llamado ‘Exact Difference
Triangles’ [“Iridngulos con diferencias exactas’], que aparecié en el Bulletin
of the Institute of Mathematics, Academia Sinica, Taipéi, Taiwdn (vol. 5, junio

de 1977, pp.191-197)".
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Acd van las soluciones.
Fn el caso de seis bolas:
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Fijese que estas tres configuraciones son primitivas en el sen-
tido que escribi anteriormente: no se pueden obtener unas de
otras mirdndolas en un espejo.

A continuacion escribo ahora otras tres configuraciones primi-
tivas en el caso de diez bolas. Fijese si puede extraer algiin patrén
que le permita ir deduciendo lo que tiene que pasar en cada caso.
De hecho, tanto en el caso de seis bolas como en el de diez, el
nimero mayor tiene que ir en la primera fila (porque no se po-
dria obtener como diferencia de ninguna otra manera). Por otro
lado, también en la primera fila tiene que ir o bien el segundo
mayor (el cinco y el nueve respectivamente) o si no, tiene que ir el
uno al lado del mayor. No me parece que sea de gran ayuda que
yo aporte estos datos. Lo tnico que puedo sugeritle es intentar e
intentar, probar y probar. Solamente el error sirve para descubrir
por dénde encarar cada posibilidad.

Estas son las otras tres configuraciones en el caso de diez
bolas.
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Por tltimo, acd va la dnica forma posible para el caso de 15
bolas:
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Huevos de Pascua

Eiste problema pretende invitarla (o invitarlo) a pensar en algo
que podria estar haciendo un mago.

Suponga que tiene dos sombreros iguales. En cada uno de los
sombreros hay 12 huevos de Pascua. Los huevos de cada sombrero
estan pintados de tres colores distintos en igual nimero: cuatro ama-
rillos, cuatro rojos y cuatro verdes. Es decir, en total hay 24 huevos.

Lo invito a que se acerque a los dos sombreros y le tapo los
ojos con un paifiuelo de manera tal que no pueda ver nada de lo
que va a hacer.

Ahora le pido que elija cinco huevos cualesquiera del sombre-
ro 1 y los pase al sombrero 2.

Una vez que lo terminé de hacer, yo cambio de lugar los hue-
vos dentro del sombrero 2 para que usted no pueda seguir el
rastro de lo que hizo anteriormente.

Le pido después que vuelva a poner su mano en el sombrero
2 (en donde ahora hay 17 huevos) y que extraiga de él la menor
cantidad de huevos que necesita pasar del sombrero 2 al som-
brero 1 de manera tal de tener la garantia que en el sombrero 1
ahora hay por lo menos tres huevos de cada color.

(Cudntos le parece que habria que pasar?

Si no hubiera ninguna restriccién, usted pasaria todos y se
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terming el problema, pero la pregunta es jcudl es el nimero mi-

nimo que uno tiene que pasar para garantizar que por lo menos

en el sombrero 1 habrdn quedado tres huevos de cada color?
(Quiere pensar la solucién?

Solucién

Por supuesto hay muchos posibles escenarios en donde el ni-
mero de huevos que usted tendria que elegir del sombrero 2 serfa
bastante chico, pero como usted no puede ver lo que transhirio,
necesita imaginar qué seria lo peor que le podria haber pasado y
en ese caso, como resolverlo.

Pensemos juntos. ;Cudl sera?

El peor® caso seria si usted hubiera sacado todos los amarillos
(por elegir un color) y uno rojo. Ahora scudntos necesitaria pasar
del sombrero 2 al sombrero 1? Antes de contestar, fijese que en
este caso quedaron distribuidos as:

En el sombrero 1:
Cero huevos amarillos
Tres huevos rojos
Cuatro huevos verdes

Del otro lado, en el sombrero 2, quedarian:
Ocho huevos amarillos

Cinco huevos rojos

Cuatro verdes

38. Escribo ‘peor’ para indicar la situacién de mayor dificultad para resol-
ver. O sea: ‘si somos capaces de resolver este caso, todos los demds que pudie-
ran presentarse deberfan ser més sencillos’.
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Si usted metiera la mano en el sombrero 2 y sacara nada mds
que nueve huevos y los pasa al sombrero 1, usted podria tener
tanta mala suerte de sacar los cinco rojos y los cuatro verdes.
Cuando los ponga en el sombrero 1, jno tendria ningtin huevo
amarillo!

Por lo tanto, necesita llevarse exactamente tres huevos mas.
Con doce huevos usted se garantiza que aunque haya elegido
todos los rojos y todos los verdes que hay en el sombrero 2 (y que
suman nueve), los restantes tres tienen que ser amarillos y, por lo
tanto, resuelve el problema.

Es decir, haya elegido lo que haya elegido en el primer pase
(del sombrero 1 al 2), el ndmero minimo que tiene que pasar del
sombrero 2 al sombrero 1 para garantizarse tener por lo menos
tres huevos de cada color es doce™.

39. Fijese que si usted retira dos amarillos, cinco rojos y cuatro verdes
(que suman 11 huevos) y los pasa del sombrero 2 al sombrero 1, en ese caso,
no quedan tres del mismo color como pedia el problema. Este caso sirve para
convencerse que doce es el minimo.
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Arana

Suponga que uno tiene una caja que es un cubo perfecto que
mide 1 metro de lado. Usted sabe que una araiia recorri6 ‘la base’
de esta caja (los cuatro lados) y tardé 4 minutos.

Pregunta: si la arana recorriera la caja eligiendo el camino
mds corto posible y a la misma velocidad que habia recorrido la
base, ;cudnto tardaria en ir desde A hasta B?

B

Figura 1

Respuesta

Fijese en la Figura 2.
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Figura 2

La arafia tiene dos rutas alternativas dependiendo de cudl de
las caras verticales va a utilizar.

Para ‘visualizar’ mejor la situaciéon, le propongo que ‘aplane-
mos’ las caras que resultan relevantes, digamos la cara superior y
las dos posibles verticales.

La ruta mds corta es elegir el segmento que une A con B (que
corta la arista en el punto medio pero eso no tiene importancia
para la solucién del problema) recorriendo una de las dos verti-
cales y la cara superior.

Por el teorema de Pitdgoras uno deduce que desde A hasta B
la longitud es:

V(12 +22) =V (5) (aprox.) = 2,236... (*)
De acuerdo con lo que sabfamos al comienzo del problema,

la arana tarda cuatro minutos en dar una vuelta alrededor de la
caja si va recorriendo las aristas de la base. Por lo tanto, tarda
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un minuto por lado. Si la arafia tratara de llegar desde A hasta B
yendo nada mds que por las aristas, tardaria tres minutos.

Fijese en la Figura 2: parte desde A, recorre la arista que sale ha-
cia su derecha hasta llegar a la primera esquina (y tardé un minuto
para hacerlo). Después, sube por esa arista hasta ubicarse justo
enfrente de B. Lleva dos minutos. Por tltimo, camina hasta B por
la tapa de arriba usando esa arista. En total tarda tres minutos.

En cambio, usando el camino que aparece en la Figura 2 y el
cdlculo que aparece en (*), el tiempo ahora se reduce a ‘un poco
menos’ de 2 minutos y 15 segundos™.

Apéndice

Si prefiere generalizar el problema y pensar que en lugar de
que el cubo mida un metro de lado, cada arista mide d metros,
entonces todo lo que hay que hacer es cambiar la igualdad que
aparece en (*). Quedaria asf:

(raiz cuadrada) (d? + 4d?) = d X (raiz cuadrada) (5)

Como sabriamos que a la arafia le lleva un minuto recorrer la
distancia d, eso significa que ir desde A hasta B le llevaria (raiz
cuadrada) (5) minutos, o sea, una vez mdas, menos de 2 minutos

y 15 segundos.

40. ;Por qué 15 segundos? Porque la raiz cuadrada de cinco es (aproxima-
damente) igual a 2,236... o sea, no llega a ser 2,25, que seria exactamente
2 minutos y 15 segundos. Piense que 2,50 es equivalente a 2 minutos y medio
mientras que 2,75 es 2 minutos y 45 segundos.
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No hay empates en este juego

Le voy a proponer un juego en el que participan dos personas.

VAVINAN

Fijese en la Figura 1.

Figura 1

Usted juega con un color y yo con otro. Decidimos quién
empieza y nos vamos turnando. Al jugador que le toque el
turno tiene que colorear alguno de los 15 segmentos que alli
figuran*’.

Seguimos avanzando hasta que en algiin momento, sea cuando
le toca a usted o a mi pintar alguno de los segmentos, inexorable-
mente quedard formado un tridngulo (dentro de la Figura 1) cuyos

41. Los segmentos tienen que tener sus dos extremos en los vértices del
hexdgono.
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lados serdn del mismo color. Cuando esto sucede, el jugador que
tenfa ese color... jpierde!

Por ejemplo, supongamos que usted juega con el color rojo
y yo con el verde. No importa quién de los dos empieza, pero
vamos coloreando un segmento cada uno. Si en algin momento
yo descubro que cuando me toque mi turno y tenga que pintar
alguno de los segmentos de color verde, todos los que quedan atin
sin pintar me obligardn a dejar un tridngulo con los tres lados de
color yerde, entonces. .. jyo pierdo!

Al revés, si en alguno de sus turnos, cuando le toca pintar un
segmento que queda libre, usted detecta que haga lo que haga va
a quedar pintado un tridngulo con las tres aristas de color rojo,
entonces el que pierde es usted.

La idea del juego entonces es que cada participante ‘trate” de
evitar que quede un tridgngulo con su color.

Ahora tengo algo para proponerle que me parece interesanti-
simo: no importa cémo hayamos jugado usted y yo (o cualquier
otro par de participantes), siempre tiene que haber un ganador.
iNo puede haber empates! No importa como hayamos jugado,
inexorablemente uno de los dos gané o bien antes que termindra-
mos de colorear todos los segmentos o cuando lleguemos al final
y ya no quede ninguno sin pintar.

¢No es notable este desafio? ;Quiere dedicarle un rato a pen-
sar por qué? Créame que vale la pena.

Idea para resolver el problema

Quiero proponerle una forma de abordar el problema que usa
alguna de las herramientas de la matematica que no son visiblemen-
te exploradas durante los primeros afios de nuestras vidas. Se trata
de una herramienta tan poderosa que es una ldstima que no esté al
alcance de todos desde que somos bien pequetios. Sigame por acd.
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Lo que voy a hacer es mostrar que si el juego terming, es decir,
si llegamos hasta el final es porque en algtin momento tiene que
haber habido un tridngulo con los tres lados rojos o los tres lados
verdes. Verd por qué.

Tome un vértice cualquiera de la Figura 1. Lo voy a llamar A
pero el argumento que voy a hacer sirve para cualquiera.

El tablero en el que vamos a desarrollar el juego es un hexé-
gono. Por lo tanto, cualquiera sea el vértice que elijamos de alli
tienen que salir (o llegar) cinco segmentos.

Ahora bien: como son cinco segmentos y tenemos dos colores
(rojo y verde) para pintar, tienen que haber por lo menos tres de
un color. Podrian ser mds, pero seguro que tiene que haber tres
verdes o tres rojos*.

Supongamos que hay tres verdes. Les voy a poner nombres a
los vértices a los cuales llegan los segmentos que se originan en
A. Los voy a llamar B, C y D. Sabemos entonces que los segmen-
tos AB, AC y AD estdn pintados de verde. Fijese en la Figura 2

para quc pueda seguirme cn 61 argumento.

Figura 2

42. Es que si hubiera dos pintados de rojo y dos pintados de verde, el seg-
mento que falta tiene que ser o bien verde o bien rojo. Luego, seguro que hay
tres de un mismo color (por lo menos).
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Le propongo ahora que pensemos algo juntos. Fijese en la
Figura 3. He marcado con una linea punteada tres segmentos

mds: BC, CD y BD.

Figura 3

Si alguno de estos tres segmentos fuera de color verde, jlisto!
;Por qué? Porque si BC fuera verde, entonces junto con AB y
AC tendriamos un tridngulo con todos los lados ‘verdes’. Si el
segmento CD fuera verde, entonces el tridngulo con lados AC,
AD y CD serfa ‘verde” también. Y por tltimo, si el segmento BD
fuera verde, entonces el tridngulo con lados AB, AD y BD seria
‘verde” y habrfamos encontrado un tridngulo de lados del mismo
color.

Pero... si ninguno de los tres segmentos fuera verde, entonces
habriamos descubierto que BC, CD y BD son los tres segmen-
tos rojos. Como ademds forman un tridngulo, entonces, mientras
estdbamos en la bisqueda de un tridngulo verde y fracasamos
en este intento, descubrimos en el camino un tridngulo rojo. |Y
eso también sirve! jPor qué? Porque el objetivo no era encontrar
un tridngulo de color verde, sino jun tridngulo con los tres lados
del mismo color! No importa que fuera de color rojo o de color
verde, todo lo que necesitdbamos era corroborar que si no hay
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uno verde, entonces tiene que haber uno rojo. Esto termina por
demostrar que el juego no pudo haber terminado en un empa-
te, ya que el juego debié tener un tridngulo de alguno de los dos
colores.

Y eso es todo. Luego, seguro que no hubo empate.

Moraleja final

La solucién que acabamos de recorrer juntos me resulta fasci-
nante porque es una aplicacién de la matemdtica muy sutil. Lo
que hicimos fue ‘modelar’ el problema de manera tal de conven-
cernos de que tenia que haber un tridngulo de algtan color si o
si. Haber separado un vértice, advertir que como hay dos colores
y salen cinco segmentos tiene que haber tres del mismo color
y avanzar desde alli parece un camino sencillo. No es que no
sea simple: lo es una vez que uno conoce qué es lo que se podia
hacer. Con todos los datos arriba de la mesa, todo siempre parece
mds fdcil.

Este es el tipo de entrenamiento que —me parece — sirve para
educarse. No creo que nunca nadie tenga que pensar este proble-
ma en la vida cotidiana o, en todo caso, es muy poco probable
que suceda. Pero haber recorrido este tipo de caminos permite
que, en algin momento, cuando uno menos lo espera pueda
apelar a una caja de ‘herramientas intelectuales’ y extraer justo lo
que le hacia falta.

Por eso la importancia que quiero darle. Y por eso también le
sugiero que no pierda de vista lo que usted fue capaz de hacer...
si, usted. Le aseguro que tiene mucho mas valor del que somos
capaces de detectar ahora.
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Un aporte a la matemagia

Ahora uno de ‘magia’. Es decir, de matemagia. Le sugiero que
lea lo que hay que hacer con una lapicera y un papel de manera
de ir practicando lo que voy a proponerle. Como no estoy junto
a usted, no la/lo voy a poder sorprender, pero estoy seguro de que
podrd ponerse el ‘traje de mago’ por unos minutos y convencer a
sus amigos de que ahora tiene poderes que antes no tenia.

Primero, fijese en esta lista de nimeros. Estin ordenados en
tres filas:

3651 5208 2832 6081 9114
8416 5932 7084 5176 2908
2965 9832 7618 8095 3649

Usted elegird cuatro amigos para que participen. Por supues-
to, pueden ser menos, pero la idea es que cuantos mds se involu-
cren, mds se sorprenderdn con el resultado. Llamemos A, B, C'y
D a las personas.

Les va a pedir que A, By C vayan eligiendo nimeros de la
manera que usted les ird indicando. D serd quien escriba en un
papel las elecciones que hagan los otros tres.

Mientras tanto usted anotard en un papel el nimero (que no
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develard pero yo le digo cudl serd) y se lo dard a una quinta perso-
na. El nimero que usted anot6 es 1.712. Como decia antes, ese
nimero no lo podrd ver nadie hasta que termine el juego’.

Ahora, A, By C eligen cada uno un niimero de cada fila. Es
decir, A elegird uno de la primera fila (cualquiera de los cinco
nimeros), B elegird uno de la segunda fila (también, uno cual-
quiera de los cinco) y C elegird uno de la tercera fila.

A los efectos de poder seguir el juego, yo voy a hacer una se-
leccién como si estuviera con ustedes, pero es nada mds que un
ejemplo. El ‘truco’ funciona con cualquier decisién sobre los ni-
meros que tomen, siempre y cuando cada uno elija un niimero
de cada fila.

Supongamos entonces que los tres niimeros elegidos por A, B
y C son éstos:

A eligi6 3651
B eligio 8416
C eligi6 2965

Usted le pide a D que ubique los tres en una misma linea. Se
verd lo siguiente:

3651 8416 2965

Ahora se pone un poco mds interesante.

Usted le pide a A que elija un digito cualquiera de cada uno
de los tres nimeros y se los diga a D, quien los va a anotar a un
costado. Por ejemplo, supongamos que A elige el seis del primer
nimero, el cuatro del segundo nimero y el cinco del tercer ni-
mero. Es decir, estos tres niimeros conforman el niimero 645. D
los anota a un costado y ‘tacha’ esos digitos de cada uno de los
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nimeros. Es decir, ahora, en el papel que tiene D se puede leer
lo siguiente:

351  8.16  296_ 645

El ndmero 645 es el que queda formado con los tres digitos
que eligié A.

Ahora, usted le pide a B que haga lo mismo que A con los di-
gitos que quedaron. O sea, tiene que elegir un digito cualquiera
de cada uno de los niimeros. Supongamos (a los efectos de seguir
el ejemplo) que B elige el cinco del primer ndmero, el ocho del
segundo y el nueve del tercero. Mientras tanto D, anota los tres
nimeros (en orden) que fue seleccionando B. Luego, en el papel
de D queda esta situacion:

3.1 16 2.6_ 645
589

Ahora le toca el turno a C, que hace lo mismo: selecciona
un digito de cada uno de los tres primeros nimeros. Quedard
conformado un nuevo nimero de tres digitos que D va a anotar
debajo de 645 y 589. Supongamos que C elige el tres del primer
numero, el uno del segundo y el seis del tercero. Queda formado
el nimero 316 que D va a anotar donde indiqué antes. El papel
de D queda ast:

1 6 2 645
589
316
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Entonces D, junta los tres digitos que quedaron de cada uno
de los nimeros (el uno, el seis y el dos), forma el nimero 162 y lo

ubica debajo de 645, 589 y 316. Queda as:

645
589
316
162

Ahora, le pide a alguien que sume los cuatro niimeros (hdgalo
usted también ahora). Al mismo tiempo, le sugiere a la persona
que tenia el sobre con el papel en el que usted habia anotado el
nimero 1.712 que lo haga visible para todos.

No hace falta (o si) que diga que la suma de los cuatro ndame-
ros efectivamente es 1.712.

Ahora, lo que hace falta es determinar por qué funciona. Fs
decir, lo sorprendente es que con tanta libertad para elegir los
digitos, ordenarlos, con tanta gente que en principio no tiene
ninguna conexién haciendo elecciones tan independientes, ;por
qué usted pudo determinar el resultado (1.712) mucho antes que
ellos mismos supieran qué nimeros iban a elegir?

Yo voy a escribir la respuesta a continuacion pero querria ha-
cer un acuerdo con usted: ;no le interesa recorrer el procedi-
miento y fijarse por qué funcion6?

Plan de accion

Para ayudarla/lo, le propondria que haga una suerte de plan
de accién.
Primero, trate de seguir los pasos que fuimos dando juntos.
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Después, fijese qué hubiera pasado si habia algunos cambios
en la eleccion de los digitos.

Trate de determinar cudles son los invariantes en el proceso.
Es decir, de los digitos y/o nimeros que fueron eligiendo cada
uno, jcudles estaban determinados y cudles no? Por ejemplo,
cuando A eligié un nimero para empezar, ese nimero tenia que
ser seleccionado de la primera fila. Aunque parezca un detalle
menor, no lo es. Le sugeriria que busque si hay alguna constan-
te entre los cinco niimeros que aparecen alli. ;Y qué serd cons-
tante entre los nimeros que hay en la segunda y/o la tercera?

Creo que este plan le puede dar una idea de las razones por
las que todo va a converger en el nimero 1.712.

Con la misma idea, fijese si es posible establecer algunas de-
terminaciones que A, B y C fueron tomando, y que si bien ellos
pudieron pensar que elegian libremente, en realidad estaban in-
ducidos por la forma en la que usted les presenté el problema
para que hicieran lo que usted queria que hicieran.

Ahora voy a ahondar un poco mds. Usted decide dénde se de-
tiene en la lectura para luego reanudar, o si prefiere no detenerse
y leer directamente la solucion.

Solucién

Primera observacion:

Tome los nimeros que figuran en la primera fila: 3651, 5208,
2832, 6081 y 9114. Sume los digitos de cada uno de ellos. El
resultado en todos los casos es el mismo: 15

Ahora, haga lo mismo con los nimeros que figuran en la se-
gunda fila. La suma en todos los casos también es la misma: 19.

En el caso de la tercera fila, los digitos de cada nimero suman
lo mismo, sélo que ahora el resultado es 22.
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Fijese que no es un dato menor, porque finalmente, una vez
que lleguemos al final, se tratard de hacer una suma (que es la
que terminard dando 1.712).

Segunda observacién:
Los niimeros que eligieron A, B y C para empezar el juego
fueron:

A eligi6 el 3651
B eligié el 8416
C eligi6 el 2965

Ahora concentre su atencién en los niimeros que quedaron
luego de que cada uno de ellos (A, B y C) hizo sus selecciones:

645
589
316
162

Fijese en los nimeros que forman cada una de las tres columnas.
La primera columna la forma el ndmero 6531, la segunda,

4816y la tercera, 5962.

Dos observaciones:

1. Cada una de las columnas es una permutacion de los ni-
meros que eligieron A, By C. La primera columna (6531)
es una permutacién de los digitos del ndimero que habia
elegido A: 3651. La segunda columna (4816) es una per-
mutacién de los digitos del nimero que habia elegido B:
8416. Y la tercera columna (5962) es una permutacién de
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los digitos del ndmero que habia elegido C: 2965. Es decir,
japarecen los tres nimeros que habia elegido cada uno, sélo
que los digitos estdn en distinto orden!

2. /Recuerda lo que sucedia con las sumas de los digitos de
todos los nimeros que aparecian en la primera fila? Si,
todos sumaban 15. Los de la segunda, sumaban 19 y los de
la tercera, 22.

Luego de leer estas dos observaciones, fijese entonces que us-
ted los fue conduciendo para que eligieran un nimero de cada
fila (que suman 15), luego de la segunda (que suman 19) y los de
la tercera (que suman 22).

Después, usted les dijo que fueran eligiendo digitos de ma-
nera tal que formaran nimeros de tres digitos, pero como usted
sabia que al final los pondrian uno debajo de otro, terminarian
formando los mismos niimeros originales pero con los digitos per-
mutados. Aunque lo mds importante es que las sumas permane-
cieron constantes.

Luego, cuando uno tiene que hacer la suma termina eligien-
do los digitos del primer nimero (y a los efectos de sumarlo, no
importa el orden). Por eso, cuando usted suma 5,9, 6y 2, el
resultado da 22. Alli tendrd que ubicar el niimero dos y se ‘lleva’
dos para seguir sumando. Como los nidmeros de la siguiente co-
lumna suman 19, cuando usted les agregue dos totalizardn 21.
Usted ubicard el uno y se ‘llevard” dos otra vez. Este ‘dos’ tendrd
que agregarlo a la suma que efectuard con los digitos de la prime-
ra columna... que como ya sumaban 15, con los dos que usted
agrega, resultard en el 17.

Juntando todo esto, inexorablemente la suma de los cuatro ni-
meros termina dando lo que usted sabia de entrada: 1.712.

Esto termina la explicacion. Aspiro a que me haya seguido

249



y, mucho mds alld de poder replicarlo con sus amigos, lo inte-
resante serfa que usted pueda proveerse sus propios ejemplos. Es
decir, siguiendo la idea anterior, estoy seguro de que usted podré
fabricar otras listas, con otras sumas, con otros digitos... pero en
esencia, la idea serd la misma. ;/No le dan ganas de probar? Aun-
que lo haga sin amigos, inténtelo en soledad. Verd que si puede
idear alguna nueva propuesta, no sélo tendrd un nuevo ‘truco’,
sino que habrd incorporado algunas herramientas intelectuales
mds a las que ya tenfa. Aunque sea solo por eso, jno valié la pena
prestar atencién y fabricarse uno mismo su propio ejemplo?
Respuesta: Si, yo creo que vale la pena. Usted tiene la palabra.

250



Test para uno mismo

Muchas veces uno lee que para ser aceptado en un trabajo es
necesario superar con éxito cierto nimero de preguntas.

Para correrme de lo que serfa el mundo ‘latino’, busqué en
una compaiiia que tiene su base en Nueva Delhi (capital de la
India). Los candidatos reciben un papel con las preguntas que
figuran a continuacién. Se les permite usar calculadoras, pero
no pueden tener acceso ni a internet ni ayuda externa. Son 30
minutos.

Siyo estuviera a cargo de la seleccion para cualquier empresa,
no testearia a nadie usando este método, pero lo que yo piense
es irrelevante, porque las reglas del ‘mercado’ no las pongo yo
sino otras personas que evidentemente no estarian de acuerdo
conmigo.

Igualmente, no deja de ser interesante reflexionar sobre las
respuestas que uno daria y, sobre todo, cudl es la forma que le
permitié llegar a ellas. Eso si: en cada uno de los tests que en-
contré en el camino, inexorablemente aparece una pregunta (o
mas) relacionada(s) con el uso de ‘fracciones’. ;Cudl serd la fasci-
nacién que eso provoca en todas partes del mundo? ;Quién entra
en una pizzeria y dice: “Quiero llevarme tres séptimos de pizza”?
O va a una estacion de servicio y le pide al asistente: “Péngame
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13 cincuentavos de tanque”. En fin... como decia antes, no soy

yo quien pone las reglas.

Son pocas preguntas y los resultados figuran luego, en forma

separada.
Decida usted si le interesa atravesar por este callejon de cues-

tionamientos. De hecho, nadie mira, nadie controla, nadie juz-

ga. Estd usted con usted misma/mismo. En ese sentido, no le

puedo ofrecer mejores condiciones. Acd van.
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Un nifio multiplica cierto nimero por 10 y obtiene 100
como respuesta. Si lo hubiera dividido por 10, jcudl ha-
bria sido el resultado?

En una zapaterfa hay un estante de 6 metros en donde se
exhiben 12 tipos de zapatos. ;Qué longitud deberia tener
el estante si quisieran exhibir 30?

El salario promedio de tres empleados es de $9.500 por
mes. Si uno de los empleados gana $11.500 y el otro
$6.500, scudnto gana el tercero?

Un edificio de 16 pisos tiene 1.200 metros cuadrados por
planta. La comparniia A alquila siete pisos y la compaiiia
B solamente cuatro. ;Cudntos metros cuadrados quedan
libres?

(Prepdrese: acd llegan las ‘fracciones’.) Un profesor de co-
legio secundario le dedica 48 horas por semana a su acti-
vidad. Una cuarta parte del tiempo la invierte en preparar
el contenido de sus clases. Por otro lado, se pasa 3/8 del
tiempo corrigiendo exdmenes. El resto lo dedica a dar las
clases propiamente dichas. ;Cudnto tiempo se pasa frente
a los alumnos?

Una impresora imprime 176.400 renglones por dia. Si
funciona exactamente siete horas por dia (en donde



10.

imprime sin pausas), jcudntos renglones imprime por
minuto?

La empresa A estd por decidir qué hacer con las ganancias
del afio. Por un lado, decide invertir $200.000 en publi-
cidad. La mitad de lo que le quede, lo distribuird entre
sus empleados. Aun asf, le sobrardn $60.000. ;Cudl fue la
ganancia anual?

En una empresa se hace un picnic anual en el dia de la
primavera al que son invitados todos los empleados. Este
ultimo ano el 20% de los hombres y el 40% de las mujeres
se hicieron presentes. Si se sabe que el 35% de los em-
pleados son hombres, ;qué porcentaje del personal parti-
cipé6 del picnic?

Un empleado bancario procesa 80 tarjetas cada media
hora. ;Cudntas tarjetas procesa en 7 horas y 30 minutos?
(;Uno mds con fracciones!) En una compaiiia los emplea-
dos necesitan utilizar herramientas que estdn distribuidas
en dos bandejas. En cada una de ellas hay 40 herramien-
tas iguales. El gerente, atento al uso que se les da, descu-
bre que se usan —en promedio— 30 por dia. ;Qué frac-
cién del total queda sin usar por dia?

Respuestas

—

N

1.

15. Si para exhibir 12 zapatos se usa un estante de 6 me-
tros, para 30 hacen falta (6 X 30)/12 = 15.

10.500.

6.000. En total quedan libres 5 plantas. Como cada una
tiene 1.200 metros cuadrados, de ahi los 6.000 metros
cuadrados libres.
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5.

18 horas. Una cuarta parte del tiempo es (1/4) de 4§, o
sea, 12 horas. Como se pasa 3/8 corrigiendo exdmenes,
(3/8) de 48 = 18. Entre estas dos actividades suma 30 ho-
ras. Le quedan entonces 18 horas para dar clase.

420.

El presupuesto total es 320.000. (Para convencerse, llame-
mos G a la ganancia que hay que averiguar.) Por un lado
(G - 200.000) es lo que queda después de pagar la pu-
blicidad. La mitad de lo que queda entonces es ((1/2)G
—100.000). Este dinero se distribuye entre los empleados.
Juntando todo lo que se gasté/invirtid, la cuenta que hay
que hacer es: G - 200.000 - ((1/2)G - 100.000) = (pres-
te atencion que hay dos signos ‘menos’ involucrados) (1/2)
G —100.000 = 60.000. De aqui se deduce que (1/2)G =
160.000 y por lo tanto G = 320.000.

Fue el 33% de los empleados. Para hacer las cuentas
mds fdciles y respetando los porcentajes, suponga que la
empresa tiene 100 empleados en total. De ellos 35 son
hombres y 65 son mujeres. Si fueron 20% de hombres, es
porque fueron siete. Si el 40% fueron mujeres, es porque

fueron 26. Luego, en total fueron 33 empleados.
1.200.

. 5/8. Es que como se usan 30 de las 80 diariamente, 1o se

utilizan 50 de esas 80. Luego, ese nimero estd represen-
tado por 5/8 del total.



Teorema de la galeria de arte de Chvatal

El que sigue es un problema precioso. Es uno de los cldsicos
pero tiene una belleza intrinseca que lo convierte en hiperatrac-
tivo. Es ademds una invitacion a la reflexion y a la capacidad para
utilizar y entrenar la percepcién espacial.

Suponga que usted entra en un museo o en una galeria de
arte. Como es obvio esperar, hay muchisimos objetos valiosos y
la idea es tratar de protegerlos, no sélo de los potenciales ‘robos’
sino también de evitar que la gente se acerque mucho a ellos.
Entonces surge un primer problema: jcudnta gente hace falta
distribuir para vigilar o controlar lo que sucede en cada sala de
exhibicién?

Segundo problema: ;dénde ubicar a estas personas?

Naturalmente, hay una respuesta muy sencilla: “Ponga un
custodio por obra y tiene resuelto el problema”. Muy cierto, pero
claramente ineficiente e imprictico. ;Cudnto saldria contratar
tantas personas como objetos de exhibicién? Por supuesto, en
los casos extremos donde el valor propiamente dicho lo amerite
(pienso en “La Mona Lisa” de Leonardo da Vinci o el “Guer-
nica” de Pablo Picasso, por poner dos ejemplos), alli si tendria
sentido. Pero creo que estd claro a esta altura que mi intencién
es buscar minimizar el nimero de personas necesarias para con-
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trolar y también optimizar la distribucion para que cada uno de
ellos tenga en su campo de visién la mayor cantidad posible de
objetos.

Es inmediato detectar que el nimero de personas necesarias
dependerd fuertemente del disefio del lugar de exhibicién. No es
lo mismo una habitacién cldsica (como si fuera un estudio en un
departamento o en un cuarto de hotel, como aparece en la Figu-
ra 1) que en un sitio que tiene una distribucién de sus paredes y
lugares de acceso como la planta que se ve en la Figura 2.

Figura 1

Figura 2

Ahora bien. A esta altura creo que se entiende cudl es el pro-
blema a resolver, pero quiero contar una breve historia.

En el afio 1973, Victor Klee, un matemdtico norteamericano
especialista en el estudio de “Conjuntos Convexos” v profesor en la
P ]
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Universidad de Washington, en Seattle, estaba en un congreso en
la Universidad de Stanford, California. En la audiencia habia mu-
chos colegas interesados en encontrar problemas para pensar y re-
solver. Uno de ellos, Vasek Chvital, nacido en Praga cuando era la
capital de Checoslovaquia, pero ya asentado en los Estados Unidos,
le pregunt6 a Klee si tenia “algin problema interesante para pensar”.
Klee le dijo que si y propuso contestar la siguiente pregunta: “;Cual
es el minimo nimero de guardianes necesarios para garantizar que
puedan monitorear lo que suceda dentro de una galeria de arte? Ms
adn: jse puede determinar dénde deberian estar ubicados?”.
Chvatal se interes6 tanto en el problema que paso casi tres afios
en resolverlo®. Su respuesta fue: “Si la planta de la galeria est4 re-
presentada por un poligono* de n lados, entonces alcanzan (n/3)

guardianes para garantizar que pueda estar monitoreada”™.

43. Si hiciéramos un plano que represente la galeria, deberfamos tener
un poligono de n lados. Por ejemplo, el plano de la habitacién de un hotel
suele ser un poligono de cuatro lados. Por otro lado, si pensamos en el edi-
ficio donde funciona el Departamento de Defensa de los Estados Unidos,
dibujarfamos mentalmente un pentdgono, o sea, un poligono de cinco lados.
En general, para tener libertad en el nimero de paredes que conforman la
galerfa, es suficiente en pensar en un poligono de n lados, en donde cada lado
representa una pared.

44. Es muy posible que usted, después de haber leido la palabra poligono,
habrd pensado en un tridngulo, un cuadrado, un pentdgono, un hexdgono,
ete. Sin ninguna duda, ésos son poligonos. Pero también son poligonos los
que aparecen en las figuras 2, 3,4, 5,6, 7y 8.

45. Usted debe estar pensando: ¢n/3? ;Y sin =72 ;O sin = 172 En ese
caso, el teorema que probé Chvital dice que uno se queda con el cociente y
desprecia los decimales. Fs decir, al hacer 7/3 = 2,3333... En este caso, nos
quedamos con el nimero dos. Si fueran 17 paredes, 17/3 = 5,6666... Aqui
alcanzarian cinco guardianes. Como dato complementario, el nimero (n/3)
estd encerrado entre dos nimeros enteros; es decir, tiene que existir un nime-
ro entero N, tal que N <= (n/3) < (N+1). A este niimero N se lo llama ‘la parte
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Es decir, si uno tiene una galeria de arte en donde hay 51
paredes, entonces, con —a lo sumo— 17 guardianes se podrd
custodiar toda obra u objeto que estd exhibido alli adentro.

Un hecho histérico muy interesante es que Chvital se que-
dé con el crédito de haber encontrado la solucién al problema
planteado por Klee, pero en 1978, Steve Fisk, en ese momento
profesor en el Bowdoin College, una de las universidades mas
importantes en Maine, Estados Unidos, encontré una demostra-

cién que retdne todas las condiciones para formar parte del libro
llamado Proofs from THE BOOK™.

Algunas ideas sobre la demostracién de Fisk

Antes de empezar, debo pedirle que me haga algunas conce-
siones en el camino. Necesito que acepte que en este modelo
los guardianes estardn representados por puntos. Mds atn: estos
puntos podrdn estar ubicados en cualquier parte del poligono,
incluso en las aristas o en los vértices. Por otro lado, estos puntos
pueden ver cualquier punto de la galerfa siempre y cuando el
segmento que une al guardidn con este punto esté totalmente
contenido dentro del poligono.

Si bien no pretendo escribir acd la demostracion completa, si

entera de (n/3)". Para ser precisos entonces, la respuesta de Chvital fue que el
nimero necesario es ‘la parte entera de (n/3)’".

46. En esta obra figuran las demostraciones mds bellas que la matemética
puede ofrecer. La idea de escribir este libro fue del matematico hingaro, Paul
Frdos, quien indic6 que “dios guarda alli las pruebas perfectas de los teoremas
matemdticos”. Se trata no sélo de acumular demostraciones, sino que tinica-
mente unas pocas merecen estar alli por la belleza, simplicidad y armonia que
presentan. Es por eso que la prueba que hizo Chvatal no estd en el libro, pero
la de Fisk, sf.
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quiero contar las ideas centrales de Fisk, que se pueden resumir
en tres pasos. Cuando los lea, quizd no entienda algin término:
no desespere, voy a tratar de explicarlos luego y verd que son muy
sencillos. No se prive de la oportunidad de entenderla porque
—créame— vale la pena. Acd voy con estos tres pasos:

1. Cualquiera sea el poligono®’, siempre se lo puede triangu-
lar.

2. Por otro lado, cualquiera sea la triangulacion, siempre hay
una manera de colorearla “adecuadamente”™.

3. Una vez que se tiene la coloracién, se busca cudl es el color
que aparece menos veces entre los vértices del poligono y
en esos vértices es donde se ubican los guardianes. Eso ter-
mina por resolver el problema.

¢Le parece complicado? No crea... sigame y verd que usted
podrd entender todo. M4s atin: se va a sentir bien por lo que ha-
brd aprendido; al menos, eso fue lo que me pasé a mi.

Eiso si: no pretendo dar una demostracion rigurosa y autocon-
tenida, sino tratar de convencerla/convencerlo de que los resul-
tados son ciertos en forma intuitiva. Hay mucho escrito en la lite-
ratura y bastard con que googlee en internet “Ieorema de Chvital
de la galeria de arte’ y se encontrard con abundante material. De
hecho, yo tomé muchisimas de las ideas de varias demostracio-

47. Aunque no lo escriba explicitamente, pienso en un poligono simple, es
decir, cuyos lados no se cortan.

48. Cuando digo ‘colorear adecuadamente’ me refiero a pintar los vértices
de cada tridngulo con exactamente tres colores. Estos tres colores tienen que
aparecer en todos los tridngulos de la triangulacién. Es decir, cada uno de los
tridngulos (de la triangulacién) tiene sus vértices pintados de tres colores dis-
tintos y esos mismos tres colores se usan para todos los tridngulos.
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nes que lef en el trayecto. Si bien no voy a usar el Principio de
Induccién Completa (porque justamente seria caer en la tenta-
cién de ‘probar’ cada paso) si usted estd interesada/o en todos los
detalles creo que necesitaria usarlo. Pero lo que va a encontrar en
este texto son algunas de las ideas centrales que utilizé Fisk para
su demostracion.

Ahora si, me pongo en marcha. En el camino, voy a tratar de
contestar algunas preguntas que me fueron surgiendo mientras
lefa varios textos y que supongo que se le ocurrieron u ocurrirdn
a usted también.

En principio, jqué quiere decir triangular un poligono?

“Triangular’ un poligono es descomponerlo en un conjunto
de tridngulos que no se corten (o sea, que no tengan puntos
en comun salvo los lados) y de manera tal que uniendo todos
esos tridngulos uno pueda rearmar el poligono.

Lo que también tiene que quedar claro es que la triangula-
cion no agrega ningun vértice que el poligono no tuviera de
antemano. Esto es muy importante, porque existe otro tipo de
triangulaciones en donde estd permitido agregar vértices, pero no
en esta situacion.

Fijese por ejemplo en la Figura 3a. Alli dibujé una posible
triangulacién. Si uno tuviera los tridngulos por separado, podria
armar el poligono como quien arma un rompecabezas.
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Figura 3a

(Como hacer para comprobar que uno siempre puede encon-
trar una triangulacion de este tipo?

Téngame un poco de paciencia y verd por qué.

Quiero definir primero lo que se llama una ‘oreja’” de un poli-
gono. Una oreja de un poligono es un tridngulo formado por tres
vértices consecutivos dentro del cual no hay ningin otro vértice.
La definicién rigurosa dice:

Un poligono tiene una oreja en un vértice V, si uno puede en-
contrar en el poligono tres vértices consecutivos (A, V, C) de mane-
ra tal que si uno traza el segmento (o la cuerda) que une A con C,
el tridngulo que queda formado (AVC) queda totalmente inclui-
do dentro del poligono.

A \"

Figura 3b
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Por ejemplo, fijese en la Figura 4.

6

Figura 4

En este caso, las orejas estin en los vértices que llevan los
nimeros 3,4, 6y 9.

Ahora bien: gsiempre hay orejas en un poligono? La respuesta
la dio en el afio 1975 G. H. Meisters® con su teorema:

Salvo en el caso de los tridngulos, todo poligono simple tiene
por lo menos dos orejas que no se ‘intersectan’.

La demostracion es sencilla y muy bonita. No la incluyo acd
porque es técnica y tendria que extenderme mds de lo necesario,
pero si a usted le interesa se puede encontrar en www.cgeo.ulg.
ac.be/CG/polygons_have_ears.pdf

Por otro lado, el segmento que une los vértices 2 y 4, se llama

49. La demostracion estd en el American Mathematical Monthly, vol. 82,
No. 6 (junio-julio de 1975), pp. 648-651.
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una diagonal. De la misma forma, también son diagonales los
segmentos que unen los vértices (3y5), (5y7)y (0y 8).

La idea que voy a usar se basa en que uno puede siempre trazar
una diagonal que una dos vértices del poligono, pero con una pro-
piedad importante: “Toda la diagonal cae adentro del poligono’.

Ahora quiero mostrar cémo se hace para comprobar que siem-
pre existe una triangulacion de cualquier poligono simple.

Empiezo por el caso mds sencillo: usted advierte que si el poli-
gono original fuera un tridgngulo, entonces ya ‘viene triangulado’
y no hace falta hacer nada.

Suponga ahora que tenemos un poligono de cuatro lados. Por
el resultado de Meisters, tiene que haber por lo menos dos ore-
jas. Elijamos una cualquiera. Supongamos que llamo A, By C
a los vértices que la forman, siendo B el que estd ‘en el medio’.
Trazamos la diagonal que une A con Cy corto este tridngulo y lo
separo del poligono original. Ahora quedan marcados dos tridn-
gulosy, por lo tanto, ya tenemos la triangulacién. Es decir, si uno
tiene cualquier poligono de cuatro lados, ya sabemos que uno lo
puede triangular.

Si ahora tuviéramos un poligono de cinco lados, ;cémo pro-
ceder para obtener una posible triangulacién? (;quiere pensar
usted en soledad?).

Sigo: uno busca alguna oreja, traza la diagonal como hicimos
antes y tiene generado un tridngulo. Lo corto y lo retiro. Lo que
queda ahora es un poligono de un lado menos, o sea, de cuatro
lados. Ya sabemos que éstos se pueden triangular. Lo hacemos y
después le agregamos el tridngulo que habiamos separado. De
esta forma, obtenemos una triangulacién del poligono de cinco
lados.

Como usted intuye, el resultado de Meisters es clave, ya que
sabiendo que uno siempre puede encontrar al menos una oreja,
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traza la diagonal que corresponde, forma un tridngulo que luego
corta y retira, y de esa forma ahora uno tiene un poligono con un
lado menos y también un vértice menos.

Después, construye la triangulaciéon que existe para ese po-
ligono mds chico y una vez mds, agrega el tridngulo que habia
separado y tiene una triangulacién para el poligono original.

De esta forma es posible concluir que cualquiera sea el nime-
ro de lados del poligono, siempre hay una triangulacién.

Coloracién

Tomemos el poligono original de n lados que representa la
galeria de arte. Ya sabemos que lo podemos triangular. Ahora,
quiero demostrar que puedo encontrar una coloracién de todos
los vértices, de manera tal que en cada tridngulo (de la triangu-
lacién), los tres vértices estén pintados de tres colores distintos.
;Como hacer?

Una vez mds, voy a usar la idea de las orejas de Meisters. Pri-
mero, como hicimos antes, fijese que si el poligono original (la
galeria de arte) fuera un tridngulo, entonces le pongo un color a
cada vértice y listo. O sea, pintar los vértices de un tridngulo es
trivial.

¢Oué harfa usted si tiene un poligono de cuatro lados?

A esta altura, creo que la idea estd mds clara: busca una ore-
ja, traza la diagonal, separa el tridngulo que queda conforma-
do y queda un poligono de un lado menos (o sea un tridngulo).
Como uno sabe pintar los vértices de un tridngulo, al pegarle el
otro tridngulo, cambia eventualmente la coloracién del segundo
tridngulo para que todo ‘cierre’ bien. Cuando termine, le va a
quedar un vértice sin pintar, pero todo lo que hay que hacer es
adjudicarle el color que le falta, determinado por los dos colores
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que ya usé. De esa forma, ahora tiene una coloracién del poligo-
no de cuatro lados.

O sea, uno puede pasar de saber colorear poligonos de tres
lados a colorear adecuadamente poligonos de cuatro.

Si ahora uno tuviera uno de cinco, repite el proceso: busca
una de las orejas, traza la diagonal —que sirve para generar un
tridngulo— y luego, como hicimos antes, separamos este tridn-
gulo.

Queda entonces un poligono de cuatro lados por un lado y un
tridngulo por el otro. Ya sabe que el poligono de cuatro lados lo
puede colorear y, por lo tanto, lo colorea. Después, hay pegar el
tridngulo que falta: para eso hay suficiente libertad porque uno
ajusta los colores de los dos vértices del tridgngulo para que coin-
cida con el de cuatro lados, y usa el color que falta para pintar el
tercer vértice (el que no uso).

De esta forma, se concluye que siempre es posible no sélo en-
contrar una triangulacién de cualquier poligono de n lados, sino
que también se la puede colorear en forma adecuada.

Fijémonos en este ejemplo. Volvamos sobre la Figura 4. Alli
los vértices 3, 4, 6 y 9 son ‘orejas’ del poligono.

Consideremos juntos la oreja que aparece en el vértice 3. Lue-
go, unimos los vértices 2 y 4 para formar una diagonal que cae
completamente dentro del poligono.
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Figura 5

Si ahora cortamos el poligono por esa diagonal (como aparece
en la Figura 5), tenemos ahora un poligono que tiene un vértice
menos y un lado menos (Figura 6).

Figura 6

Si siguiéramos de esta forma, usando las distintas orejas que se
forman en los poligonos cada vez mds chicos, obtendriamos todos
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los tridngulos de la triangulacién. Una vez hecho esto, podrfamos
comenzar a colorear los vértices de los tridngulos y pegdandolos por
cada una de las diagonales.

Al finalizar, tendriamos no sélo una triangulacién del poligo-
no original (la galerfa de arte) sino también la coloracion ade-
cuada que buscdbamos.

Por supuesto, ésta no constituye una demostracién rigurosa,
pero si —creo— da una idea de lo que se puede hacer™.

Final de la historia

¢Dénde poner los guardianes?! Fijese que si uno se para en cual-
quiera de los vértices de cada tridngulo, la visién que tiene desde alli
no ofrece ningdn tipo de obstruccién por lo que uno puede decir
que desde ese lugar se puede ver todo lo que sucede en ese tridngulo.
Como todos los tridngulos tienen sus vértices coloreados por los tres
colores, para minimizar el niimero de guardianes, lo que tendria que
hacer es fijarme cudl de los tres colores aparece menos veces en la
coloracion y ubicar un guardidn en los vértices de ese color.

Supongamos que fuera el color verde (V) o el nimero 2" el
que aparece menos veces, digamos K veces.

50. En realidad, si uno quisiera ser riguroso con este procedimiento debe-
ria usar lo que en matematica se llama ‘Principio de Induccién Completa’.
En este caso, uno podria ‘hacer induccion’ en el nimero de tridngulos de la
triangulacion o en el niimero de lados del poligono.

51. Carlos D’Andrea me hizo una observacién extraordinaria. La copio
tal como me la envi6 el 1° de febrero de 2015: “Adridn, con la evolucién de
la tecnologia, en la mayoria de los museos hoy hay sensores de movimiento o
calor que se activan cuando uno se acerca mucho a las obras de arte. No de-
beria sorprenderte que alguna persona, después de leer tu planteo, te diga y/o
piense que es totalmente obsoleto”. jCudnta razén que tendrian esas personas!
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Como en total el poligono posee n vértices, tiene que pasar que
K<=n/3

Pero lo interesante es que como K es un ndmero entero, enton-
ces K tiene que ser menor o igual que la parte entera de (n/3)*.
Luego, como todo tridngulo tiene un vértice pintado de Verde
o con el nimero ‘2’; si ubicamos un guardidn alli podré ver todo
lo que sucede en su tridngulo y, por lo tanto, todo punto de la
Y7 »
galeria estd siendo observado por al menos un guardidn.

Preguntas

1. ;Siempre hacen falta como minimo (n/3) guardianes?
2. ;Existe algiin ejemplo en donde hagan falta los (n/3)?

Fn realidad, deberfa escribir (la parte entera de (n/3)), pero
acépteme que no lo haga. Veamos las respuestas.

1. No. Elija un hexdgono o un octégono regular (por poner
algunos ejemplos). Claramente con un solo guardidn (y
ademds ubicado en cualquier parte) alcanza para cubrir
visualmente todo el poligono. O sea, hay infinitos ejemplos
en donde no hacen falta los (n/3) guardianes.

2. Si. Fijese en la Figura 7. Este es un poligono que tiene 12
lados (parece un peine de cuatro ‘dientes’) y creo que estd
claro que hacen falta cuatro guardianes para vigilar todas
las salas. Cada uno de ellos tiene que estar ubicado con
‘vista a’ cada uno de los ‘dientes’ y, por lo tanto, son necesa-

52. Es decir, el mayor niimero entero menor o igual que (n/3).
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rios los cuatro que indica el Teorema de Chvital. La Figu-
ra § sirve para mostrar que si el peine es mas grande y tiene
mds dientes, entonces aumenta la necesidad de guardianes
hasta llevarlo a (n/3).

Figura 7

ANAL

Figura 8
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Las cartas y el mago

El siguiente es un problema fascinante. Lo escribo de nuevo:
fascinante. Necesito su complicidad y ya va a entender por qué.
En principio, como usted ve, hay muchas cartas en el texto. Por
ahora, le pido que se concentre en las seis primeras, las que figu-
ran en las dos filas.

Por el momento, olvidese de las otras. M4s atin: si esto no fue-
ra el texto para un libro o para un diario, yo no exhibirfa esas car-
tas en este momento del problema, pero como no estoy ahi con
usted, no me queda mds remedio que apelar a su generosidad
y verd que al final usted terminard haciendo lo mismo cuando
proponga el problema a otras personas. Pero me desvié de lo que
queria hacer.

Una vez mds, fijese en las seis cartas que figuran a continua-
cién. Luego le digo qué instrucciones seguir.

270



o~

® & o

¢
¢
¢

'\0‘00
¢ &
s ¢
* & o

Ahora que le dedic6 un ratito a mirarlas, elija una cualquie-
ra. No la diga, no la anote, no haga nada. Simplemente retenga
en su memoria la carta que eligié. Cuando haya cumplido 20
segundos y ya tenga claro cudl es la que selecciond, yo —desde
acd— voy a leerle la mente y voy a decirle qué carta eligio.

Mids atn: voy a volver a mostrar las dos filas, pero ahora, ila
carta que usted eligié no estd mas! Fijese en las cinco cartas que
quedaron:
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¢No es extraordinario? Creo que tengo que darle un tiempo
para que usted pueda reflexionar sobre lo que acaba de pasar.
;Quiere intentarlo nuevamente ahora con otra carta? ;O le fue

suficiente para entender como hice?

Reflexion final

Me gustaria no tener que escribir la solucién por varias razones.
Por supuesto, si descubrié cémo hice, entonces jpara qué ser

redundante? Usted ya entendié lo que pasoé.

Por otro lado, si usted todavia no alcanzé a descubrir lo que
pasa... (como me pasé a mi durante muchisimas veces que miré
y miré las primeras dos filas de cartas y fui cambiando la que se-
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leccionaba una y otra vez), decia, si todavia no se tomé el tiempo
suficiente y yo le cuento el argumento que explica todo, jestoy
arruinando su capacidad de sorpresal

En fin, no me queda mds remedio, pero lo que voy a hacer es
escribirlo ‘hacia atrds’, es decir, voy a escribir dos lineas en donde
figura la razén por la que yo pude hacer lo que hice. De esta
forma, si usted, inadvertidamente lee las lineas que siguen, le
llevard més tiempo decodificar el mensaje que le quiero mandar.
Acd va.

Sal ocnic satrac euq noradeuq nos sadot setnerefid ed sal selanigiro.
Rop ose atlaf al euq detsu éigile. Ne dadilaer, natlaf sadot

(Coémo interpretar esto que nos pasa? ;Por qué nos pasa? Aqui
si que me declaro incompetente. No sé. No entiendo yo tampo-
co. Ojald que usted haya podido disfrutarlo tanto como yo, pero
no estoy en condiciones de elaborar mds que lo que escribi. No
sé por qué nos pasa.
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Un arbol... ;de qué altura?

Toby Buckland nacié en Inglaterra en 1969. Es jardinero. Si,
jardinero, pero es muy famoso en la sociedad inglesa porque ade-
mds de cuidar jardines es el conductor de algunos programas de
television. De hecho, durante dos afios (2008-2010) Buckland
fue el presentador de uno de los programas mds famosos de la
television inglesa, que produce y emite la BBC: Gardener’s World
(“El mundo del jardinero”). Lo interesante es que en uno de los
segmentos planteé el siguiente problema: “;Cémo se puede ha-
cer para determinar (aproximadamente, claro estd) la altura de
un drbol sin tener que treparse ni utilizar ninguna herramienta
sofisticada?”.

Por supuesto, hay muiltiples (posibles) respuestas al problema
y no pretendo de ninguna manera que al comentar la que pro-
puso Buckland la transforme en la mejor. No. Lo que quiero es
exhibir una forma ingeniosa de encontrar la respuesta.

Lo que propuso Buckland en su programa fue lo siguiente:
“Parese a una distancia razonable del drbol, no muy lejos pero
tampoco muy cerca”. Ahora viene la parte que me parece muy
ingeniosa y que, si bien yo no lo comprobé, la invitacién estd
hecha para que lo haga usted. Sigo con lo que dijo Buckland:

“Péngase de espaldas al drbol. Abra las piernas como si —por
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ejemplo— un nifio fuera a pasar en el hueco que queda formado.
Ahora, agdchese como para tratar de ver el drbol que quedé atrds
suyo. Sino puede ver la punta del drbol, aléjese tanto como haga
falta para que, al repetir el proceso, le cueste ver la punta con
claridad. En cambio, si le resulté muy ficil ver la copa, entonces
acérquese hasta que no le sea tan sencillo. Cuando alcanzé esa
posicién en donde no le es ni tan ficil ni tan dificil de divisar la
punta del drbol, la altura del drbol que usted estd tratando de me-
dir es —aproximadamente — igual a la distancia que hay entre la
base del drbol y usted”.

Ahora bien: spor qué funciona esta técnica que propuso
Buckland? ;Quiere pensar usted?

Acd es donde uno tiene que apelar a creer que lo que dice
Buckland es cierto: €l sostiene que cuando una persona mira ha-
cia arriba a través de sus piernas, el dngulo de visién es de 45
grados. El grado de veracidad de esta afirmacion es determinante
para que la técnica que ¢l propone sea cierta.

Supongamos que lo es. Entonces, si el dngulo formado como
se ve en la Figura 1 es de 45 grados, el alto y el largo son iguales.
Esto se debe a que la tangente de un dngulo de 45 grados es igual
a uno, por lo que tanto el seno como el coseno del dngulo tienen
que ser iguales y justamente, estos dos valores sirven para medir
los catetos del tridngulo rectdngulo que queda formado en la base
del drbol. En este caso, el segmento que va desde los ojos hasta la
copa del drbol es la hipotenusa de este tridngulo rectdngulo que
resulta ser isdsceles y, por lo tanto, tiene los dos catetos iguales’.

53. Otra explicacién (que me sugirié6 Carlos D’Andrea y, como él dice,
evita usar la tan odiada trigonometria): “Como un dngulo mide 45 grados y
el otro es de 90, eso obliga a que el tridngulo sea is6sceles. Luego, tiene que
tener los dos catetos iguales”.

275



Basta entonces medir la distancia que hay entre usted y la base
del arbol, y ésa serd, al mismo tiempo, la altura del drbol.

Como final: no me puedo doblar de esa forma sin romperme
la columna. Es por eso que no lo intenté, pero si usted tiene la
flexibilidad para poder hacerlo, hdgalo y compruebe empirica-
mente que lo que propuso Buckland es cierto.

No puedo terminar sin escribir una frase de Buckland (quien
nacié en 1969):

Inténtelo. Es mds barato que hacer yoga
y ofrece una vision del mundo que...
juno no tenia desde que era un nirio!

Figura 1
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Larry Lorenzoni dijjo...

No sé quién es o quién fue, sélo puedo decir que en un libro
de lan Stewart encontré esta frase que me parecié muy ingenio-
sa. Stewart se la adjudica a Larry Lorenzoni, asi que yo solamente
reproduzco lo que lei. Acd va.

Estadisticas recientes demuestran que cumplir

arios es bueno para una persona.
Aquellos que cumplen muchos son los que logran vivir mds tiempo.
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Agujeros en los aviones

La historia que quiero contar empieza, como tantas otras que
usted ha leido, pero la repeticion no la hace menos angustiosa.
Es que asi como en el ajedrez las primeras jugadas son (o pare-
cen) iguales a las de otras partidas, después la variedad de posi-
bilidades le va dibujando un nuevo destino. Créame que ésta lo
tiene. Acompdiieme por acd.

Abraham Wald nacié en 1902 en lo que en su momento fue
Klausenburg en el imperio austro-hingaro. Sin embargo, al fina-
lizar la Primera Guerra Mundial, Klausenburg ya no se llamaba
asi, le pusieron Clujy, al igual que otras ciudades de aquella épo-
ca, ya no era ni austriaca ni hingara: formaba parte de Rumania.

Wald era judio, nieto de un rabino. Como en tantos otros
casos, su aficion por la matemadtica lo llevé a estudiar a Viena
(que todavia sigue siendo austriaca). El problema se generé des-
pués: cuando Wald se doctord, en 1931, no podia conseguir un
puesto como profesor en Austria justamente por su condicién de
judio. Desesperado porque se le negaba la oportunidad de pro-
gresar (y de trabajar) fue rescatado por Oskar Morgenstern™ que
se lo llevé a Estados Unidos, primero a Chicago, a la Comisién

54. Economista alemdn cofundador junto a John von Neumann (entre
otras cosas) de lo que hoy se conoce como “Teorfa de Juegos’.
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Cowles para Investigaciones en Economia, y después a Colora-
do Springs, para que trabajara en econometria. La aspiracién de
Wald era capacitarse, pero no queria quedarse a vivir en América
del Norte: deseaba volver a su pais. El problema es que como los
nazis arrasaban con todo, a Wald no le quedé otra alternativa que
quedarse donde no queria. Como producto de sus trabajos y sus
méritos terminé recibiendo una oferta que no quiso rechazar:
un puesto en la Universidad de Columbia, Nueva York. Ahora
bien, jpor qué toda esta historia? Téngame un poquito mds de
paciencia.

Wald empez6 a distinguirse por su capacidad de andlisis, su
agudeza y creatividad. Seguramente esas cualidades fueron las
que se requerian para formar parte de un grupo conocido con
las siglas SRG en inglés: Statistical Research Group (Grupo de
Investigaciones en Estadistica). Lo invitaron a participar y acepté
también. Europa quedaba cada vez mds lejos para Wald.

La guerra se daba en diferentes frentes y en distintos lugares
del mundo mds alld de los campos de batalla propiamente di-
chos. Mientras en el laboratorio de Los Alamos, a unos 150 kil6-
metros de Albuquerque, la capital de Nuevo México, en Estados
Unidos, se trabajaba en la fabricacion de la bomba atémica en el
famoso Proyecto Manhattan, en la costa este habia también una
gran concentracién de cientificos tedricos, dedicados en particu-
lar a encontrar y resolver ecuaciones. Y vea lo que sucedié: tal
era la potencia de lo que producia el grupo SRG que integraba
Wald, que comenzaron a tener injerencia en lo que sucedia con
los aviones que bombardeaban las posiciones nazis.

El grupo de matemdticos del SRG, especializados en estadisti-
ca, comenz6 a detectar que los militares contaban con ellos cada
vez mds. De hecho, el drea militar recogia los datos y los traslada-
ba inmediatamente al departamento donde operaba el grupo, en
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un edificio ubicado exactamente a una cuadra de lo que hoy es
la Universidad de Columbia, en el 401 oeste de la calle 118, lo
que conocemos como el Upper West Manhattan.

Los militares esperaban las recomendaciones y sugerencias de
los tedricos, los matemdticos. Por su parte, los ingenieros aero-
nduticos convergian también en el mismo departamento con la
idea de analizar cémo implementar las modificaciones que sugi-
rieran los matemadticos, siempre y cuando éstos pudieran mostrar
que dichos cambios podian mejorar la performance de las misio-
nes aéreas.

La situacion era (mds o menos) asi: cuando los bombarderos
retornaban de sus misiones, no todos volvian intactos, sino que
al llegar a sus respectivas bases se realizaba un andlisis del im-
pacto que habian producido los proyectiles alemanes. Hacfan un
recuento de los diferentes lugares en donde se encontraban los
‘agujeros’. La idea era no sélo repararlos (obviamente) para que
pudieran seguir en actividad, sino aprovechar la experiencia para
proteger a los otros. A tal efecto, se buscaba agregarles armaduras
o piezas metdlicas que ofrecieran mds resistencia a los impactos
que recibian desde tierra.

Pero aparecia un problema: si uno le pone armaduras muy
pesadas, el avién no puede volar; pierde maniobrabilidad y usa
muchisimo mds combustible. Por otro lado, si uno les pone ar-
maduras muy livianas terminan resultando superfluas; es como
si no existieran... gpara qué usarlas?

Aqui es donde empieza a intervenir la matematica (una vez
mds): ¢donde estd el punto de equilibrio, el punto éptimo? Ya
que uno no puede proteger con armaduras todo el avién, enton-
ces, ;qué partes cuidar mas? ;Qué hacer?

Luego de que cada avién cumpliera con su misién, se hacia
un reporte detallado de los distintos lugares de los impactos y la
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cantidad que habia recibido. Eso permitia elaborar un esquema
como el que aparece en la Figura 1.

Biaie

Figura 1

El diagrama muestra un ‘antes’ y un ‘después’. El avién de la
derecha muestra que la mayoria del dafio estd hecho en los luga-
res mds oscuros. Se advierte entonces que el avién habia recibido
las mayores averias en las alas, la nariz y el fuselaje, mientras que
la cabina y la cola aparecian mucho mds libres de los impactos.

Voy a agregar a continuacién una lista que resefia —en pro-
medio— el nimero de impactos por ‘pie cuadrado’. ;Qué es un
‘pie cuadrado’ y por qué no hago la conversién a centimetros
cuadrados que nos es muchisimo mds conocido? Un ‘pie’ mide
un ‘poquito’ mds que 30 centimetros. Por lo tanto, ‘un pie cuadra-
do” imaginelo como una plancha de (30X30) centimetros cua-
drados. Si usted se fija en las cuentas que hago a continuacion,
verd que si yo calculara la conversién a centimetros cuadrados,
aparecerian muchisimos decimales que terminarfan distrayendo
la atenciéon de lo que me parece la idea central.
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SECCION DEL AVION AGUJEROS POR PIE,

CUADRADO
Fuselaje 1,73
Tanque de combustible 1,55
Motor 1,11
Resto del avion 1,80

En definitiva, si uno focaliza su mirada en estos niimeros, des-
cubre que la mayoria de los disparos se concentraba en el fuselaje
(casi dos agujeros por cada sector de (30x30) centimetros cuadra-
dos), después en la zona de los tanques de nafta y por dltimo en
los motores, que revelan el menor de los nimeros en cuestion®.

En vista de estos resultados, los militares sugirieron que las
dreas ‘grisadas’ fueran las que recibieran mayor proteccién: si se
iban a incorporar mds armaduras y placas metdlicas, deberfan
distribuirse en esas zonas. jError!

Si, error. Wald hizo una explicacién magistral: “Si los aviones
regresan con dafios en las zonas grisadas, es porque esas zonas
son las que menos necesitan de las armaduras”. Después de todo,
si los aviones podian recibir ese niimero de impactos pero po-
dfan regresar es porque alli no estaba el problema. Siguié Wald:
“El hecho de que la cabina y la cola tuvieran muchisimo menos
impactos no tiene que ver con que los proyectiles no llegaban
hasta ellas, sino que... [y aqui le pido que me preste atencion|
los aviones que sufrian ese tipo de impactos, en esos lugares... jno
retornaban mds!”.

Aunque ahora parezca una trivialidad, la observacion de Wald
fue espectacular. Si habia una distribucién uniforme de los pro-

55. Dejé para el final ‘resto del avién’, porque si bien aparece el nimero
mds grande es demasiado inespecifico y ambiguo.

282



yectiles, ;dénde estaban los agujeros que faltaban? jEstdn en los
aviones que faltan, los aviones que no volvieron!

Asi de simple. Es que cabian dos alternativas: o bien los pro-
yectiles que enviaban los nazis alcanzaban todas las partes del
avién menos dos o bien los motores y las cabinas son los mayo-
res puntos de vulnerabilidad. Habia aviones que regresaban con
agujeros en las alas, en el fuselaje, en la nariz... pero muy pocos
en los motores y en las cabinas. Y claro, eso sucedia porque los
que impactaban alli... no volvian.

Ahora me lo imagino a usted pensando: ;y dénde interviene
la matematica en esta deduccién, que ahora parece tan simple,
sobre todo cuando ya se conocen los hechos? Me lo imagino a
usted también asegurando: “Esa conclusion la hubiera podido
sacar yo también”. Es posible, pero créame que lo que subyace
detrds de esta historia es que —aunque uno no lo advierta— su-
pone que los aviones que regresaban constitufan una muestra al
azar de todos los aviones que salian... y como usted habrd detec-
tado ya, jeso no era cierto!

Con el mismo tipo de razonamiento, en su libro How Not to
be Wrong (Cémo no estar equivocado), Jordan Ellenberg dice:
“Si usted va a un hospital militar en momentos en los que se
estd disputando una guerra, encontrard muchisimos mds solda-
dos con heridas/agujeros de bala en las piernas que en el pecho.
Pero eso sucede no porque los combatientes no sufran balazos en
el pecho sino porque los que reciben impactos alli, no estdn en
los hospitales: estdn muertos”.

Las conclusiones de Wald*® iban exactamente en sentido con-

56. Las sugerencias de Wald fueron hechas sobre los aviones ingleses que
peleaban en la Segunda Guerra y fueron aplicadas por los norteamericanos
en las guerras de Corea y Vietnam. La hipétesis de Wald era que los proyec-
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trario de las que podian aparecer como obvias. Y esto es particu-
larmente critico no sélo en términos de ‘guerra y aviones, impac-
tos de bala, proyectiles, etcétera’, sino que también tiene parti-
cular aplicacién en la vida cotidiana, como se advierte en el uso
que hoy le da la gente que conduce los destinos de Facebook. Si,
ley6 bien: Facebook. Fijese si no.

El director de investigaciones de Facebook, Nate Bolt, con-
t6°” hace no mucho tiempo c6mo la historia de Wald lo impact6
cuando adn era un estudiante en un laboratorio de la Univer-
sidad de California, San Diego. A usted no se le escapard que
Facebook tiene una base de datos que posiblemente sea la mds
grande del mundo’®®. La tentacién de elaborar hipétesis sobre el
comportamiento humano es enorme. Tener la posibilidad de ver
cudles son los gustos de la gente — cudles son sus gustos, mis gus-
tos—, inferir en funcién de ellos qué es lo que queremos, qué es
lo que estarfamos dispuestos a comprar, a qué lugares querriamos
viajar, qué inclinaciones tenemos por ciertos tipos de mujeres,

tiles eran disparados al azar, y que no habia manera de dirigir y elegir el lugar
en el que debfan impactar. Es posible que eso se pueda hacer ahora, pero no
70 afios atrds. Los alemanes apuntaban en la direccién del avién y, algunas
veces, tenfan ‘suerte’ y se producia el impacto. Por ejemplo, si Wald veia que
la mayorfa de los aviones bombarderos que €l tenfa como muestra exhibian
agujeros en el medio de las alas, él no concluia que a los nazis les interesaba
apuntar hacia ellas, sino que debia haber bombarderos con agujeros en otras
partes del avién, pero que esos aviones no eran parte de la muestra que él ana-
lizaba porque habian caido en el campo de batalla y, por lo tanto, no habian
regresado.

57.  http:/Awvww.fastcodesign.com/1671172/how-a-story-from-world-war-ii-
shapes-facebook-today

58. O la segunda mds grande, después de la que tiene Estados Unidos a
través de su agencia NSA (iniciales en inglés de la National Security Agency,
o sea, de la Agencia de Seguridad Nacional).
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hombres, marcas, autos, libros, musica, peliculas, obras de teatro,
etcétera.

Mirando lo que hacen las grandes mayorias invita, como de-
cfa anteriormente, a sacar conclusiones que uno cree que estn
refrendadas por la abrumadora cantidad de datos disponibles. Sin
embargo, eso no siempre es cierto. Bolt declaré: “Todos nosotros
hemos producido, juntado y visto enormes cantidades de datos y
los hemos analizado con multiples de tipos de métricas, y es por
eso que resulta tan fdcil hacer inferencias equivocadas. Lo que yo
creo es que hay una parte creativa en la comprensién de los datos
cuantitativos que requiere una suerte de andlisis artistico cuando
uno investiga. En particular, y por poner un ejemplo, la investiga-
cién en disefio no se puede hacer como si fuera un laboratorio es-
terilizado para que no haya contaminaciones externas/humanas”.

La idea es mezclar la enorme cantidad de datos con casos
individuales. “Es muy comin que mirando los datos, cada uno
de nosotros aparezca con conjeturas sobre ‘por qué la gente hace
tal o cual cosa, procede de tal o cual manera o tiene tal tipo de
comportamiento’, datos que uno junté haciendo un andlisis esta-
distico. Pero después, cuando uno mira las reacciones en la rela-
cién uno-a-uno, descubre que jno es asi!” Y sigue Bolt: “Es muy
facil quedarse empantanado en un lado o en el otro. Si uno pre-
tende sacar conclusiones generales luego de analizar pequefios
grupos, puede producir un error dificil de detectar en funcién de
la muestra que uno analiza. Por el otro lado, si uno se basa tnica-
mente en el andlisis de los grandes datos, termina perdiendo ‘el
toque humano. Para Bolt, el ‘circulo constante” de cuestionar-
se todas las hipétesis termina siendo el gran desafio: lograr que
las decisiones que toma la empresa den cuenta hasta del dltimo
‘agujero de bala’, aun de aquellos que no se ven.

Como final: Wald y su mujer murieron el 13 de diciembre de
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1950. Irénicamente, fueron dos de las victimas cuando el avion
en el que viajaban se estrellé en las montaiias de Nilgiri, en el
sur de la India. Hasta alli habia ido invitado justamente por el go-
bierno indio, para dar conferencias sobre “Teorfa de la Decision’
y ‘Econometria’.

En definitiva, la historia de Abraham Wald pone una vez més
en escena la creatividad humana, y la capacidad de andlisis que
cuestiona aun lo que parece obvio. De eso se trata el método
cientifico: por un lado, formular hipétesis que después se puedan
comprobar con experimentos que sean repetibles y que ofrezcan
los mismos resultados en ‘otro’ laboratorio o ambiente equivalen-
te. Por otro lado, se trata de dudar, dudar y dudar, no creer en las
‘autoridades académicas’, ni en ‘las verdades divinas o absolutas’.
“Venga y proponga su idea: discutdmosla y convénzame con ar-
gumentos. No me grite y pretenda ganarme por la fuerza de su
prepotencia. Expliqueme para que le entienda. En todo caso,
dese usted también... la posibilidad de estar equivocado.”
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(Fraude electoral o no?

La que sigue es una historia verdadera. Pasé hace unos afios,
mds precisamente en 2009 durante las elecciones presidenciales
en Irdn. Quiero presentar un trabajo que hicieron dos matems4-
ticos norteamericanos: Bernd Beber y Alexandra Scacco®, y que
se basa en los resultados piiblicos que ofrecieron las autoridades
iranies. Después de leer la version abreviada de lo que ellos escri-
bieron, estoy —casi— seguro de que usted (como me pasé a mi)
tenderd a sacar conclusiones definitivas. Es muy tentador hacerlo
porque los datos, justamente, apuntan en la direccién de que
hubo fraude. La prensa occidental se ocupé de sugerirlo de todas
las maneras posibles y, créame, yo no lo sé ni tengo una opinién
al respecto. Es por eso que le sugerfa que sea cuidadosa/cuida-
doso antes de formarse una opinién definitiva. En todo caso, mi
objetivo al proponer esta nota es que sepamos qué tipos de he-
rramientas matemdticas se pueden usar para descubrir o detectar
potenciales manipulaciones en los nimeros. No son definitivas,
porque no constituyen una prueba, pero son indicadoras de que

59. “What the Numbers Say: A Digit-Based Test for Election Fraud” (“Lo
que dicen los nimeros: un test basado en [el estudio de] los digitos para [de-
tectar| fraude en una eleccién”), por Bernd Beber y Alexandra Scacco, Political

Analysis 20(2): 211-234.
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algo podria haber pasado y que, mds alld de las disputas politicas
que terminan haciendo un ruido imposible de tolerar, asi como
‘la pelota no dobla’, los ‘ntimeros no mienten’.

Empiezo por poner las cosas en contexto. Las elecciones se
llevaron a cabo el 12 de junio de 2009. Habia cuatro aspirantes
a la presidencia: Mahmoud Ahmadinejad, Mid Houssein Mou-
savi, Mehdi Karroubi y Mohsen Rezai. Sé que los nombres nos
dicen poco a nosotros, los que vivimos en esta parte del mundo,
pero creo que corresponde conocer de qué personas estamos ha-
blando. En el momento de las elecciones, Ahmadinejad ya era
presidente y aspiraba a la reeleccién.

El contexto indicaba una fuerte sospecha de que habria frau-
de. De hecho, en el momento en que se conocieron los resulta-
dos que exhibfan una abultada victoria de Ahmadinejad, apare-
cia como muy sorpresivo que hubiera ganado en dreas urbanas,
incluida la capital Teherdn o en Tabriz, la ciudad natal de uno
de los candidatos, Mir Houssein Mousavi. Otros apuntaron a la
pobre performance de Mehdi Karroubi, incluso en Lorestan, su
provincia natal. De todas formas, lo que mds llamé la atencion es
que en una eleccién que debifa ser muy disputada —en el mejor
de los casos— para el oficialismo, quien era presidente recibié
mds del 71 por ciento de los votos.

Todo esto se puede leer en el articulo que publicé el 20 de
junio de 2009 el Washington Post®, firmado por Bebery Scacco,
los autores del trabajo cientifico. Pero se trata de conjeturas, sos-
pechas que, naturalmente, estdn tefiidas del color politico con el
que uno lo mira. Ahora bien: la matemadtica puede hacer otros
aportes. De eso quiero hablar acd.

60. http:/Avww.washingtonpost.com/wp-dyn/content/article/2009/06/20/AR20
09062000004.html
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El primer dato que se destaca es que la distribucién de los
votos del ganador fue muy uniforme, es decir, gané virtualmen-
te por el mismo porcentaje en todas las provincias. Fsto, en si
mismo, no tendria por qué sorprender, salvo que si uno mira la
historia de las elecciones en Irdn, descubrird que no habia pasa-
do nunca. Siempre hubo disparidad manifiesta entre los candi-
datos presidenciales que representaron a los distintos partidos, y
las fluctuaciones eran evidentes en funcién de la geografia: en
zonas urbanas ganaban unos, en zonas rurales ganaban otros, las
diferencias eran muy ostensibles.

Sin embargo, ese dato aislado no dejaria de ser una curiosidad
y nada mds. Pero Scacco y Beber decidieron hacer otra cosa. Los
humanos tenemos un problema muy serio con el azar. Por ejem-
plo, si yo le pidiera que usted fuera diciendo nimeros al azar, es
posible que los primeros de su lista lo sean, pero si tuviera que
seguir y seguir hasta llegar al millén de nimeros o mds, inexora-
blemente aparecen patrones que ni usted mismo sospecha. Una
computadora puede hacerlo instantineamente.

Un hecho curioso surgié una vez con los iPods que fabrica
Apple. Una de las funciones es la que se conoce como ‘random’
(0 lo que es lo mismo, ‘al azar’, en castellano). Esa funcién es a la
que uno apela si tiene una base de canciones muy grande y quie-
re que sea el propio aparato quien le haga una seleccion alea-
toria. El problema se generé porque muchos usuarios decfan,
por ejemplo: “La funcién random me funciona mal, aparecen
muchas canciones seguidas del mismo 4dlbum”, algo asi como
si uno empezar a tirar una moneda al aire y saliera siete veces
consecutivas cara o ceca. Lo mds probable (y esto lo compruebo
personalmente en forma sistematica) es que las personas que ven
esos resultados sospechan inmediatamente de que hay algo ‘raro’
en la moneda o vos estds haciendo algo que yo no me doy cuenta.
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Sin embargo, la probabilidad de que eso suceda es mucho mis
alta de lo que uno presume vy, por lo tanto, nuestra capacidad
para entender lo que es el ‘azar’ estd siempre puesta en duda.

¢Por qué escribi esto sobre el azar? Téngame paciencia y ya
verd. Necesito dar un dltimo paso. Suponga que yo le pidiera
que usted escriba una lista con mil nimeros naturales, o diez
mil, veinte mil, no importa... una lista con muchos nimeros.
Ahora, fijese en el tltimo digito de cada uno de ellos; fijese que
dije el dltimo digito, no el primero. Por ejemplo, si usted escribié
el nimero 1479384, me estoy refiriendo al nimero cuatro. Di-
cho esto, pregunta: si la lista que usted escribi6 es al azar, scudl
tendria que ser el porcentaje de ceros, unos, dos, tres, cuatros,
cincos, seis, sietes, ochos y nueves que aparecen como tltimo
digito de cada niimero de su lista?

Sin pensar demasiado, si los nimeros que usted eligié fueron
al azar, no hay ninguna razén para que cada uno de los digitos
aparezca con mayor frecuencia que otro. Es decir, la distribucién
deberfa dar un 10 por ciento (aproximadamente, claro estd) por
digito. Lo mismo deberia suceder con los resultados en cualquier
votacién: el dltimo digito, o los dos tltimos digitos (los que no
definen ninguna eleccion) deberian aparecer con la misma fre-
cuencia, un diez por ciento cada uno en el caso del dltimo, y un
uno por ciento en el caso de los dos dltimos.

Como decia anteriormente, cuando uno tiene que represen-
tar al azar o replicarlo... aparecen muchos problemas: no somos
muy buenos al hacerlo. Si alguien quiere manipular nimeros,
deberia tener en cuenta ese hecho. En general, nos parece que
el nimero 3 o el ndmero 7 representa mds el azar que el niimero
0 o el nimero 5. Ahora vuelvo al caso Irdn.

Beber y Scacco escribieron: “Vamos a concentrarnos en el
nimero de votos que recibié cada candidato en cada una de las
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diferentes provincias, en particular en el dltimo y pendltimo digi-
to. Por ejemplo, si un candidato recibié 14.579 votos en una pro-
vincia (como fue el caso de Karroubi en la provincia de Isfahan),
vamos a focalizar nuestra atencién en los niimeros 7y 9. Parecerd
extrafio porque estos digitos, usualmente, no cambian quién es
el ganador. De hecho, los dltimos digitos en una eleccién ho-
nesta, no nos dicen nada de los candidatos, ni la composicién
del electorado ni el contexto de la eleccién. Son parte del ‘ruido’
del azar, en el sentido que una recolecciéon de votos cualquiera
podria terminar tanto en 1 como en 2, 3, 4... o cualquier otro
digito. Fin algin sentido este dato sirve como ‘prueba de fuego™

para decidir si hubo fraude o no. Por ejemplo, una eleccién en
donde el niimero de votos termina mayoritariamente en 5, debe-
ria llamar la atencién”.

Siguieron un poco mds adelante: “Revisamos los datos que
proporcioné el Ministerio del Interior y que fueron publicados
por la pagina web oficial Press TV. En total se contabilizaron 29
provincias y revisamos los totales de los cuatro candidatos: 116
nimeros. Justamente estos niimeros nos parecieron sospechosos.
Encontramos demasiados niimeros 7 y no suficientes 5 como ul-
timo digito. Esperdbamos que cada digito apareciera al final con
una frecuencia del 10 por ciento. Sin embargo, en los resultados
por provincia, el nimero 7 aparecia el 17 por ciento de las veces
y solamente el 4 por ciento eran nimeros 5”.

Por ultimo, algo mds respecto de la especie a la cual perte-
necemos usted y yo: los humanos. Nos resulta muy complicado

61. Los autores usaron la frase ‘litmus test’, que se usa en quimica para
decidir sobre la alcalinidad de una sustancia. En este caso, me parecié que la
mejor traduccién era ‘prueba de fuego’ pero, por supuesto, es mi traduccién

libre.
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escribir niimeros al azar que terminen en dos digitos que no sean
consecutivos. Es decir, nos es mds fdcil escribir un ndmero que
termine en 23 que en 64 o en 17. Si los datos no hubieran sido
manipulados, uno esperaria que el 70 por ciento de esos niime-
ros consistiera de pares de digitos distintos no consecutivos. En el
caso de las elecciones presidenciales en Irdn solamente 62 por
ciento de esos pares fueron no adyacentes. No parece una dife-
rencia muy grande pero si uno calcula la probabilidad de que
esto suceda en una eleccién honesta, ese nimero es apenas su-
perior al 4 por ciento.

Un pérrafo final. Un articulo publicado el 22 de julio de 2014
por Walter Mebane, Naoki Egame, Joseph Klaver y Jonathan
Wall®?, pone en duda el trabajo de Scacco y Beber. No lo hacen
en forma directa, pero si cuestionan las observaciones hechas por
papers de este tipo. A todos aquellos interesados en el tema, les
sugiero buscar la literatura, que es muy abundante y también
controversial.

Es por eso que yo no voy a sacar ninguna conclusién ni, como
dije antes, tengo posibilidades de ofrecer una opinién educada.
Pero lo que si puedo hacer, y de hecho estoy haciendo, es adver-
tir sobre los métodos que estdn a disposicion de todas las personas
honestas que quieren/queremos que haya elecciones honestas y
no fraudulentas en todas partes del mundo.

Para terminar, quiero agregar acd un comentario de Alber-
to Kornblihtt®’. Después de leer el articulo me hizo llegar algu-

62. http://spia.uga.edu/polmeth/library/pm14.pdf

63. Alberto es uno de mis grandes amigos. biélogo, doctor en Ciencias
Quimicas, especialista mundial en biologia molecular, profesor titular en la
Facultad de Ciencias Exactas (UBA), investigador superior del CONICET,
uno de los revisores de la revista Science, miembro de las academias de cien-
cias argentina y norteamericana... y mucho mds. No puedo incluir acd su
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nas reflexiones que quiero compartir (con su autorizacién, claro
estd):

El articulo me parecié sumamente interesante. Sin embargo,
me preocupa lo siguiente. Si interpretamos como no azaroso el he-
cho de que el porcentaje de cada digito en la dltima posicién no
sea cercano al 10% o que haya demasiada consecutividad de los
dos ultimos digitos, para atribuir ese sesgo a causas fraudulentas
es imprescindible analizar los mismos pardmetros en las elecciones
de otros paises (no uno sino varios) para ver si se comportan como
lo esperado o como las de Irdn. Preferentemente con un nimero
similar de votantes y de distritos electorales. La asuncién seria que
la probabilidad de que haya habido fraude en TODOS los paises
usados como control es muy muy baja. La necesidad de controles
experimentales para validar ya no una conclusién sino una hipéte-
sis es algo obligatorio en las ciencias experimentales. Serfa inadmi-
sible concluir nada si no se contara con el control adecuado. No sé
si los autores del NY'T lo hicieron. No me tomé el trabajo de leerlo.
Pero si no lo hicieron, creo que es tu oportunidad [se refiere a mi]
de resaltar, especialmente para los lectores que no estdn entrenados
en la prictica cientifica, la importancia de los controles y la cautela
en las afirmaciones.

El aporte de Alberto merecia mds que una ‘nota al pie’. Por
eso la incluf en el texto principal. Sus observaciones mejoran
fuertemente lo que estaba escrito y le agregan una calidad que
no tenia antes.

curriculum completo, porque me llevaria un capitulo entero del libro. Alguna
vez se me ocurrié llamarlo ‘el Messi de la ciencia argentina’.
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El codigo de Parsons

Conozco muchisima gente que siente impotencia frente a la
musica. No es que no la disfruten, pero —tal como con la mate-
madtica, por poner otro ejemplo— se hallan totalmente alejados
de poder generar nada: “Soy mds sordo que una tapia”, “no pue-
do ni cantar en la ducha”... o frases equivalentes.

Fijese si se reconoce en esta situacion: usted estd en un bar
o en un colectivo o un auto y por la radio pasan una cancién
que usted reconoce pero no puede recordar el nombre: “;Qué
cancion es ésa? ;Como se llama?... No me digas, no me digas. ..
Dejame pensar...”.

Sin embargo, mds alld del esfuerzo que uno hace no la pue-
de descubrir, no la puede identificar. Ya en la desesperacién de
no poder recordar uno se somete a tener que preguntar y acep-
tar —con fastidio— que alguna otra persona s7 sepa el nombre;
y si no, uno espera que finalice para que la locutora o periodis-
ta mencione el nombre de la pieza, el compositor y quien la
canté o ejecuté. Uno se queda masticando bronca e impotencia,
pero... asi es la vida.

Hace poco tiempo, mds recientemente con el advenimiento de
los teléfonos inteligentes y las apps que uno puede bajarse, apare-
ci6 una que soluciond ese problema para siempre. Llegé Shazam.
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Basta con que uno ponga el teléfono cerca del parlante que
emite la mdsica y, aunque haya muchisimo ruido, después de 15
segundos y casi como un pase de magia, aparece toda la informa-
cién que uno busca: titulo de la cancién, nombre del dlbum que
la contiene, autor de la pieza, cantante e incluso la letra: jtodo!
La pregunta natural entonces es: jc6mo hacen?

Bastarfa con que cada uno de nosotros aceptara que asi como
hoy existe Google, en donde uno tipea una palabra, un nombre
o un breye texto y aparecen inmediatamente miles o millones de
pdginas webs que las contienen, lo mismo sucede con la mdsica.
La base de datos tiene almacenados sonidos en forma digital, en
lugar de textos; por lo tanto, Shazam es el equivalente sonoro de
Google.

Por supuesto, es muy fdcil para mi escribir estos dos renglones
¢ ignorar el trabajo extraordinario que hay detrds de Shazam. Me
hace sentir incémodo presentar una analogia de este tipo que
parece minimizar las ideas notables del grupo de personas que
programaron Shazam. Si le interesa el tema, le sugiero que lea el
articulo que publicé en el afio 2003%* Avery Li-Chun Wang, uno
de los coautores de la aplicacién multipremiada. Pero acd quiero
parar y volver 40 afios atrds, al afio 1975. Ya verd por qué.

Justamente corria el afio 1975 cuando Denys Parsons tuvo
una idea maravillosa. Verd que después de leer lo que hizo uno
tiene la tentacién de decir: “Esto se me podria haber ocurrido a
mi también”. Bueno, es posible, pero no se nos ocurrié ni a usted
ni a mi: se le ocurrio a él.

La idea de Parsons fue premonitora de lo que pasa hoy con
Shazam y terminé llamdndose ‘El cédigo de Parsons’. Es un sis-
tema que permite también rastrear canciones aunque uno no

64. http://www.ee.columbia.edu/~dpwe/papers/Wang03-shazam.pdf
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tenga los recursos tecnoldgicos a disposicion que tenemos hoy.
El método es realmente muy sencillo. No se asuste: no hace falta
saber nada de mdsica, no es una prueba, no nos mira nadie, no
hay calificaciones, no hay nada... o mejor dicho, si, hay algo:
ihay una idea!

El método que disefié Parsons se puede comparar con lo si-
guiente: suponga que usted estd frente a una persona y quisiera
retratarla. Por supuesto, si tiene una cdmara de fotos serfa una
trivialidad. Bueno, pero usted no tiene ni una camara de fotos
ni un teléfono celular con cdmara. ;Qué hacer? Usted podria
hacer un dibujo de la persona, un boceto, trazaria una suerte de
‘contorno’ que pretenda replicarla. Por supuesto, cudnto mejor
sea su dibujo, mds se acercard al original y permitird reconocer
de quien se trata.

Lo que hizo Parsons es disefiar una forma de trazar el contorno
de una cancién. Ya sé, ya sé: sel ‘contorno’ de una cancién? ;Qué
es eso? Me explico y verd que es muy fdcil de entender.

Elija mentalmente una cancién que le sea facilmente recono-
cible, digamos la cancién que se suele cantar en los cumplearios:

iQue los cumplas feliz, que los cumplas feliz,
que los cumplas (nombre), que los cumplas feliz!

No se ria, verd qué es lo que hay que hacer y usted también
podrd reproducirlo perfectamente. Ni siquiera hace falta que
sepa y/o pueda cantarla. Basta con que la pueda tararear. Siga-
me por acd.

Tome un papel y un ldpiz. Yo la/lo conduzco en lo que tiene
que hacer. Como ocurre con cualquier cancién que uno elija,
tiene que empezar con alguna nota; no importa cudl, pero empie-
za en algin lado.
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En el papel, anote un asterisco. Si, me entendié bien, un aste-
risco asi: *. Este asterisco representa a la nota con la que empieza
la cancién y, por lo tanto, es el momento en el cual usted empie-
za a cantar o a tararearla. En el caso que nos ocupa, la cancién
que se canta en los ‘cumplearios’, es el momento en el que uno
dice ‘que’.

Ahora avancemos. Cuando uno tiene que avanzar y decir ‘los’,
Jse da cuenta usted de que es la misma nota? Es decir: no cambia
nada. Tanto la palabra ‘que’ como la palabra ‘los’ van las dos en
el mismo tono. Si le sirve, en lugar de cantarla... tararéela... y
verd que usted no va ni para arriba ni para abajo: repite el mismo
sonido.

Ahora, vuelva al papel en donde tenia anotado el asterisco.
Como la segunda nota es la misma que la primera, agregue en
el costado derecho del asterisco una letra R. ;Por qué R? Es para
indicar que hay que repetir (de ahi la R) la nota que uno habia
utilizado al principio. O sea, ahora en el papel usted tiene ano-
tado: *R.

Sigo con la cancién: después de haber cantado ‘que los” uno
dice ‘cum’ (parte de ‘cumplas’). Pero para decir ‘cum’, usted ad-
vierte que ahora uno no repite las dos notas del principio. Pregun-
ta: ssube o baja? Piénselo usted. ;Qué le parece que sucede: sube
0 baja respecto de donde estaba?

¢Logra advertir que al cantar ‘cum’ usted estd subiendo? En
el papel entonces vamos a agregar una letra S, porque hay que
subir. Ahora tenemos escrito:

“RS

Y después? Cuando tenga que cantar o tararear la parte final
de la palabra ‘cum-plas’, ssube o baja? Tararéela y verd lo que su-
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cede. No la cante si no quiere, pero fijese que después de ‘cumy’,
la silaba ‘plas’ lo hace bajando otra vez. ;Qué tendriamos que
poner en el papel?: una B, porque uno baja. Es decir, deberia
figurar ahora:

“RSB

Si usted sigue tarareando (o cantando) la cancién y va agre-
gando una R (si repite), una B si baja o una S, si sube, en la
primera parte de la ‘tira” que va representando las notas del ‘feliz
cumplearios’, figura esta sucesién de simbolos:

“RSBSBBRSBSB

Inténtelo en soledad. Vea si estd de acuerdo con lo que acabo
de escribir. De todas formas, creo que usted estd en condiciones
de entender la idea: no hace falta saber nada de musica, sélo
prestar atencién, al tararear una cancién cualquiera, si uno va
subiendo o bajando o eventualmente, repitiendo. Ni siquiera im-
porta cudntas notas uno sube o baja, s6lo importa si va para arriba
o para abajo.

Una vez que uno tiene anotadas las letras R, S y B que corres-
ponden a la primera parte de esta cancién, hagamos lo siguiente:
en el mismo papel hagamos un dibujo que pretenderd ser ‘el con-
torno’ de la cancién. Como se ve en la Figura 1, uno empieza en
alguna parte anotando el ‘asterisco’, y a partir de alli coloca un
punto hacia arriba si aparece una letra S, un punto a la misma
altura si aparece una letra R, y un punto hacia abajo si aparece
una letra B. Cuando aparecen dos R seguidas, uno traza un seg-
mento horizontal. Si aparecen dos (o mds) S seguidas, uno sube
dos veces 0 mds, y lo mismo con las letras B si es que la cancién
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va hacia abajo. De esa forma, aparece un ‘dibujo’ que sirve para
graficar o replicar la cancién. En el caso del ‘feliz cumplearios’ y
las primeras 11 notas, el contorno queda asi:

#“RSBSBBRSBSB

Figura 1

En la Figura 2 aparece el contorno de las primeras notas del
Himno a la Alegria de Beethoven.

#*“RSSRBBBBRSSRBR
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Ahora llega el momento de preguntarse qué mds hizo Denys®
Parsons con estos contornos. Parsons dedicé los siguientes cinco
afios de su vida a indexar y categorizar practicamente toda la mu-
sica que se conocia desde el siglo XVI en adelante. Luego, junté
todo el material y publicé un libro: The Directory of Tunes and
Musical Themes, algo asi como “La guia de canciones y temas
musicales”. En el prélogo escribié: “Estoy todavia anonadado
que un test tan simple como éste, si uno lo hace hasta la nota
nimero dieciséis de cada cancidn, le permite distinguir més de
10.000 temas musicales™®.

Acd es donde me quiero detener y hacer una observacion
‘matemadtica’. ;Dieciséis notas? ;Como sabia Parsons que con el
contorno de las 16 primeras notas de una cancién uno podria
distinguir cudl era? Es decir, gserd verdad que si uno conoce el
‘contorno’” formado por las 16 primeras notas de una cancién
entonces sabe cudl es la cancion?

La respuesta —creo— es muy interesante. Calculémosla jun-
tos, usted y yo. Voy a empezar con un caso muy sencillo. De en-
trada fijémonos nada mas que en las dos primeras notas de cada
cancién que se ha compuesto. Como la primera es siempre un
asterisco, alli no hay variacién, pero ;cudl puede ser la segunda?
Puede repetir (si hay una letra R), puede ir hacia arriba (si hay
una letra S) o para abajo (si hay una letra B). O sea, hay sola-
mente tres posibles contornos; no parece que sirva para mucho.

65. Si, Denys se escribe asi. A mi me resulta tan chocante como a usted,
pero no le puse yo el nombre. Més adn: revisando la literatura uno descubre
que Denys Parsons es el padre de Alan Parsons, el autor de “Eye in the Sky”,
cuya traduccién supongo que es “El ojo en el cielo”, del Alan Parsons Project,
algo que me resulté ciertamente inesperado.

66. Como verd mds adelante, uno estaba en condiciones de distinguir mu-
chisimas mds que 10 mil canciones.
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Si ahora mirdramos las tres primeras notas, la primera es siempre
un asterisco, pero como vimos, hay tres posibilidades para seguir:
“Ro *S o *B. Veamos qué sucede con la siguiente nota.

Siuno empez6 con *R, puede seguir con: “RS o *RR o *RB.
O sea, hay tres posibles maneras de continuar.

Si empezara en *S, hay también tres posibilidades: *SS o *SR
o *SB.

Por ultimo, si empezara con *B, hay estas tres posibilidades:
“BS o *BR o *BB.

O sea, en total, hay nueve posibilidades para las tres primeras
notas. Usted detecta que el nimero nueve no es un niimero cual-
quiera, sino que 9 = 3%

Ahora, le sugiero que pensemos juntos qué pasard si conside-
ramos unda nota mds. En ese caso, no importa hasta dénde llega-
mos con las tres primeras, la cuarta serd una R o una S o una B.
Por lo tanto, para cada forma de llegar con las tres primeras, hay
tres formas de seguir y, en consecuencia, hay que multiplicar por
tres el ndmero de formas que teniamos hasta alli.

Moraleja: ahora hay 3* = 27 contornos posibles.

Como usted imagina, cada vez que agregamos una nota, es
como si multiplicdramos por tres el ndmero de contornos que
tenfamos. Por lo tanto, fijese lo que sucede a medida que vamos
agregando mds notas en nuestra consideracion.

Con dos notas 3 contornos posibles

Con tres notas 3 X 3 =3?=9 contornos
Con cuatro notas 9 X 3 = 3% = 27 contornos
Con cinco notas 27 X 3 = 3* = 81 contornos
Con sels notas 81 X 3 =3° =243 contornos
Con siete notas 243 X 3 = 3°= 729 contornos
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Y sigo en forma un poco mds abreviada con esta lista:

310 =59.049
315 = 14.348.907
316 = 43.046.721

Y qué dicen estos niimeros? Que con 16 notas (las que siguen
a la inicial) uno podria distinguir més de 43 millones de canciones,
que seguramente superan todas las que se han escrito hasta hoy.

Por otro lado, como 3" = 129.140.163, si uno considerara una
sola nota mds, entonces ya habria lugar para distinguir y/o dife-
renciar casi 130 millones de temas.

Y quiero parar acd. El crecimiento exponencial pone de mani-
fiesto la potencia del método que ide6 Parsons. Una vez que uno
tiene el libro o si uno consultara hoy con Musipedia®, tiene el
problema resuelto en distinguir de qué cancién se trataba. Una
idea sencilla, un método practico y problema resuelto.

Un breve pdrrafo final para la matematica: “Sentadita a un
costado y sin llamar demasiado la atencién”, fue la que le ofreci6
a Parsons una herramienta para catalogar todas las canciones que
se habian escrito hasta el afio 1975. Pero como usted advirtio,
considerando una sola nota mds, uno estaria tranquilo en saber
que tendrd categorizadas todas las que se vayan a escribir en este
siglo 0 quizd mds. Y lo que suceda después de este siglo... ni us-
ted ni yo estaremos acd para reflexionar sobre el tema.

St estoy seguro de que la matemdtica aparecerd siempre para
cooperar en la solucién de casi todos los problemas que aparez-
can. ;No mereceria tener un reconocimiento un poco mayor? Ya
vendrd. .. es sélo cuestion de tiempo.

67. http://www.musipedia.org/
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Rueda pinchada

Quiero contar una suerte de interna dentro de la matemati-
ca... o mejor dicho, entre los matematicos. Hay un tema que ge-
nera las mayores controversias porque es donde aun los mejores,
los méds prestigiosos, los que sobresalen en sus respectivas dreas,
tienen muchisimo cuidado y donde se producen (y se han pro-
ducido) errores que no son visibles en ningtn otro lugar: estimar
probabilidades. Si, aunque parezca un tema sencillo, no siempre
lo es. Mds atn: hay mdltiples ejemplos de discusiones y contro-
versias que tuvieron a mucha gente discutiendo acaloradamente
y descalificando a quienes no compartian su opinién. Supongo
que el caso mds famoso es el que se conoce con el nombre de
Monty Hall®®. Cada vez que presento el problema en alguna cla-
se o incluso en alguna charla, al conocer la solucién se produce
un murmullo como expresién de fastidio contenido. La mayorfa
no quiere creer lo que acaba de escuchar pero, al mismo tiempo,
no quiere exponerse a discutir por temor a quedar en una mala
posicién con respecto al resto. Aunque, claro, siempre hay algu-
no que es mds atrevido (afortunadamente) y que despierta una
discusién que sigue siendo muy rica porque expone los proble-
mas que tenemos para que la realidad empate nuestra intuicién.

08. http://www.paginal 2.com.ar/diario/contratapa/1 3-64074-2006-03-10.html

303



Me interesa muchisimo enfatizar algo: creo que este tipo de
discusiones son esencialmente muy productivas, porque son las
que nos permiten entender. Me cuesta trabajo llamar ‘errores’ de
apreciacién o incluso de intuicién, porque es la forma habitual
en la que la ciencia funciona: uno conjetura, cree que algo debe-
ria pasar (o pasa) y después necesita demostrarlo. Alli aparecen
las dificultades: no siempre puede hacerlo y pasa mucho tiempo
hasta descubrir que uno —en esencia— no entiende bien el pro-
blema, y alli mismo es cuando se estdn produciendo los primeros
avances, en los momentos en donde uno cree que habia entendi-
do algo que en realidad no era asi.

El problema que voy a exponer ahora no alcanza (ni de cerca)
el rango del de Monty Hall, pero me pareci6 excelente para vol-
ver a poner a prueba nuestra capacidad para intuir una respuesta.
Antes de seguir: no hace falta saber nada particular, no hay que
conocer nada mds que la definicién de probabilidad de que un
evento suceda. Es decir, cuando usted acepta como natural que
la probabilidad de que al tirar una moneda salga cara sea de %2
(o un 50% de posibilidades) es porque uno esti —mentalmen-
te— aceptando que hay dos casos posibles (que salga cara o que
salga ceca) y uno solo favorable (que salga cara)®. Por lo tanto,
la probabilidad es el cociente o la divisién entre casos favorables
(en este caso uno solo) dividido por los posibles (en este caso
dos) y por eso la probabilidad es %2. Si yo le preguntara cudl es
la probabilidad de que al tirar un dado salga un ndmero par,
los casos favorables son dos, cuatro y seis, y los posibles son seis:
que salga un uno, dos, tres, cuatro, cinco o seis. Luego, al dividir
favorables (tres) por posibles (seis), se obtiene una probabilidad

69. Y acepta también en forma inadvertida, que la moneda ‘no estd car-

gada’.
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de ¥2. Moraleja: la probabilidad de que al tirar un dado salga un
numero par es justamente ¥2. Si usted entendi6 lo que escribi en
este pdrrafo, estd en condiciones de resolver el problema que voy
a plantear a continuacién. Sigame por aca.

Un profesor en la facultad estaba por tomar un examen un
sibado por la mafana. Los alumnos estaban citados a las ocho
para comenzar la prueba. Dos de ellos no llegaron a tiempo.
La noche anterior habian tenido una fiesta y regresaron a sus
respectivas casas pasadas las cuatro de la manana. Se quedaron
dormidos. Como uno de ellos solia pasar a buscar al otro por la
casa, el problema de uno se transformé en el problema de los
dos. De todas formas, cuando el examen estaba por terminar,
alrededor del mediodia, ambos llegaron apurados, consternados
y desconsolados.

Pidieron hablar con el profesor mientras los otros alumnos
estaban todavia escribiendo el examen y éste los recibié en su
oficina.

—Queriamos hablar con usted para ver si podiamos rendir el
examen ahora —dijo uno de ellos.

—¢Oué les pasd? —preguntd el docente.

—FEs que pinchamos una goma y por eso no pudimos llegar a
tiempo —contesto el otro.

—De acuerdo —siguié el profesor—. Espérenme un instante
que voy a adaptar el examen. Mientras tanto vos (apuntando a uno
de ellos), sentate en la primera fila y vos (sefialando al otro), sentate
en la tltima.

Cuando los alumnos se retiraron, el profesor hizo algunos
cambios en el texto del examen. En una parte de la hoja, escribié
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uno de los problemas que tenia previsto para todo el alumnado
y le puso un valor de cinco puntos sobre los cien que componia
toda la prueba. En la parte de atrds de la hoja, les pidié que escri-
bieran cudl de las cuatro ruedas del auto se habia pinchado. Esta
respuesta la valué en 95 puntos (sobre los cien).

Ahora pregunto yo: jcudl es la probabilidad de que ambos eli-
giera la misma rueda?

Como se ve, es un problema bien sencillo de entender (al
menos, eso espero). ¢ Tiene ganas de pensar? Me apuro a escribir
algo: la respuesta no es 1/16.

Respuesta

Como escribi anteriormente, para poder calcular la probabili-
dad de que ambos escriban la misma rueda, serd necesario poder
contar, por un lado, todos los casos posibles y luego elegir entre
ellos cudles son los casos favorables.

Para empezar, quiero identificar las cuatro ruedas. Las voy a
llamar ast:

1. DD, a la rueda delantera derecha;
2. DI, a la rueda delantera izquierda;
3.TD, a la rueda trasera derecha; y
4.T1, a la rueda trasera izquierda.

Cada alumno estd en un lugar separado del otro. Por lo tanto,
no puede ver lo que su compariero escribe. Cuando el profesor re-
ciba los exdmenes, se fijard en la parte de atrds de cada hoja para
ver qué fue lo que escribié cada uno; supongamos que el que estd
sentado en la primera fila escribié DD, y el que estd sentado en
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la dltima escribié T1. En ese caso, le propongo que consideremos
esa respuesta asi: (DD,TT).

Es decir, en la primera parte de lo que figura entre paréntesis,
estd la eleccion de uno de los alumnos. La que figura en la se-
gunda parte del paréntesis es del segundo alumno.

Dicho esto, jcudles son todas las respuestas posibles que pudo
haber recibido el profesor? Piense usted por su lado y yo escribo
todos los posibles pares a continuacion:

(DD,DD) — (DD, DI
(DI,DD) - (DI,DI
(TD,DD) — (TD,DI
(TL,DD) - (TL,DI

(DD, TD) - (DD,TI)
—(DL'TD) — (DLTI)
— (TD,TD)  (TD,TI)
_(TLTD) - (TLTI)

—_— — — ~—

Tabla 1

Le propongo que relea los 16 pares que acabo de escribir. Fi-
jese que contemplan todas las posibles combinaciones de lo que
pudieron haber dicho los dos alumnos. Cada uno de ellos pudo
haber elegido cualquiera de las cuatro ruedas y, para cada una de
esas elecciones del primero, el segundo pudo haber elegido cual-
quiera de las cuatro ruedas también. Es por eso que no sorprende
(espero) que el total de los casos posibles sea 16.

Ya tenemos una parte del problema resuelta: sabemos cudles
son todos los casos posibles. Nos falta contar ahora cudles son
todos los casos favorables. Tengo una pregunta para hacerle antes
de avanzar: en este contexto, jqué quiere decir caso favorable?

Acd es donde el problema se torna un poco mds interesante.
Veamos si usted estd de acuerdo conmigo. Para que sea conside-
rado favorable es necesario que los dos alumnos hayan elegido la
misma rueda. Vaya hasta los 16 pares que aparecen en la Tabla 1.
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Entre todos los pares, ;cudntos hay en donde los dos eligieron la
misma rueda? Cuéntelos usted.

(Oué encontr6? Que hay exactamente cuatro en donde la
eleccién de cada alumno fue la misma: (DD,DD), (DLDI),
(TD,TD) y (TLTI).

Es decir, entre los 16 pares posibles hay exactamente cuatro
que son favorables. ;Por qué? Porque en estos cuatro los dos
alumnos eligieron la misma rueda.

Luego, como hay que dividir los favorables sobre los posibles,
se obtiene 4/16 = Y4.

Es decir, la probabilidad de que los dos hayan elegido la misma
rueda es Y.

¢Por qué esto atenta —un poco— contra la intuicién? ;Por
qué uno tiene la tentacién de decir 1/16? Es que si efectivamente
los alumnos no hubieran estado mintiendo, entonces habria un
solo par (entre los 16) que seria el correcto.

Desde afuera, uno sabria que hay una sola de las cuatro rue-
das que se pinchd vy, por lo tanto, entre los 16 pares posibles
habria uno solo que seria el verdadero. Pero en este caso, como
ninguna de las cuatro ruedas se pinchd, bastaria con que ambos
coincidieran en la eleccién de la rueda para que eso sirva para
confundir al profesor. Por lo tanto, hay cuatro casos favorables
y no uno solo.

Moraleja

Si una de las cuatro ruedas se hubiera pinchado efectiva-
mente, entonces si, la probabilidad de que ambos hubieran ele-
gido la correcta seria 1/16. Pero en este caso eso no hace falta:
lo dnico que necesitaban ambos era elegir jla misma rueda! y
esa probabilidad es de 4/16 o sea, %. Conviene acostarse un
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rato antes o dormir después del examen, salvo que usted se ten-
ga tanta confianza como para sentirse seguro con un 25% de
posibilidades a favor.
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(Quién fue el culpable?

La légica es una parte de la matemdtica que no siempre es re-
conocida como parte de ella; es imposible hacer matemadtica sin
apelar a recursos 16gicos. De la misma forma, es imposible vivir
sin utilizar todas las herramientas que la 16gica provee.

Es por eso que el siguiente problema sirve para exhibir la po-
tencia que tienen los razonamientos y que permiten decidir situa-
ciones que de otra manera parecerian encubiertas. Toda vez que
la propia matematica esté puesta al servicio de cualquier deduc-
cién, siento que estamos mds cerca de disfrutarla un poco més.

Por supuesto, el planteo que voy a hacer es totalmente ficticio
y, si se me permite, imposible de que suceda en la realidad. Sin
embargo, la propuesta va a requerir que usted apele a su capa-
cidad de deduccion, de observar los datos que tiene enfrente y
descubrir... jquién fue el culpable? Es ‘casi’ como un juego de
detectives. Acd voy.

Suponga que hay cien personas dentro de un auditorio a punto
de escuchar una conferencia. El niimero podria ser cualquiera:
elijo cien pero usted detectard inmediatamente que el argumen-
to sirve para cualquier nimero de personas.

Suponga que estin numeradas, del 1 al 100. En el momento
que estd por empezar la charla, una persona se acerca al exposi-
tor y le dice que uno de los espectadores robé una billetera.
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Con toda ingenuidad, el conferencista pregunta: ;quién robé
la billetera?, y recibe las siguientes respuestas.

La persona niimero uno dice: Yo no fui’.

La persona nimero dos dice: ‘Fue el ndmero tres’.

La persona ntimero tres dice: ‘Fue el ntimero cuatro’.
La persona nimero cuatro dice: ‘Fue el nimero cinco’.

Y asi siguiendo, cada uno va acusando al que lleva el nime-
ro siguiente hasta llegar a los dos tltimos en donde se produce
una ligera modificacién. El nimero 99 dice, como los anteriores:
‘Fue el ndmero cien’, pero la persona que lleva el niimero cien
dice (igual que el primero): Yo no fur’.

Ahora, tengo una pregunta para usted. Suponga que todos los
espectadores mienten salvo uno que dice la verdad. O sea, de los cien
participantes, hay 99 que mienten y solamente uno de ellos dijo
la verdad.

Con estos datos, ;se puede determinar quién fue el que robé
la billetera?

La respuesta es que si. Pero le sugiero que le dedique un rato a
pensar por qué se puede decidir y, ademds, quién de los cien que
estaban en la sala fue el que la robé.

Respuesta

El objetivo entonces es tratar de decidir si es posible saber
quién fue el que rob¢ la billetera. Para eso, le propongo un ca-
mino, que ciertamente no es el tnico (ni mucho menos), para
llegar a la conclusién final.
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Acompdfieme con mis razonamientos, pero si en algin mo-
mento siente que usted tiene una idea mejor, abandéneme y vaya
con lo que se le ocurra a usted: siempre serd mejor que cualquier
cosa que pueda proponerle yo. ;Sabe por qué?: porque es su idea,
y elaborar sobre esa base no tiene precio.

Sigo. Analicemos qué pasaria caso por caso. jPodria haber
sido el nimero uno? Veamos. El nimero uno estaria mintiendo
cuando dice que ‘¢l no fue’. También estarian mintiendo, desde
el dos hasta el 99, porque todos dirian que fue el que lleva el
nimero siguiente, y todo eso seria mentira. ;Qué pasaria con el
dltimo, el nimero cien? Esta persona SI dice la verdad: ‘¢l no
fue’. Y entonces, jtodo cierra bien! La persona nimero uno pudo
haber sido el que robd la billetera.

¢Por qué no termina acd el andlisis del problema? Es que,
jcomo sabemos que lo mismo se puede deducir de todos los res-
tantes, o siquiera de algiin otro?

Veamos si esto pudo haber pasado. ;Pudo haber sido el nime-
ro dos? (;No tiene ganas de pensar usted?)

El ndmero dos no pudo ser porque, entonces, el nimero uno
y el niimero cien estarian diciendo la verdad, y sabemos que hay
uno solo de los cien que no mintié.

¢Pudo haber sido el ndmero tres? No, porque entonces el nd-
mero uno y el cien también dijeron la verdad. Incluso mads: el
nimero dos también habria dicho la verdad cuando lo incriminé
al tres. O sea, el tres no pudo ser.

De la misma forma (y por idénticas razones), no pudieron ser
ni el cuatro, ni el cinco, ni el seis... ni el 99. Es que si hubiera
sido el 99, entonces hay tres que habrian dicho la verdad: el uno,
el 98 y el 100.

Falta un solo paso: spudo haber sido el 100 quien se quedé
con la billetera? Fijese que no, y otra vez por las mismas razones
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que antes. Si hubiera sido el 100, entonces hay mds de una de
las personas que dijo la verdad (;cudles? ;Quiere pensar usted?).

En ese caso, de haber sido el 100, entonces el uno dijo la
verdad (él no fue) pero también el 99 acusé correctamente al
ladrén.

(Cudl es la conclusion entonces? Justamente, la tinica posibi-
lidad es que el nimero uno fue el ladrén. Todas las otras alterna-
tivas, violan las reglas establecidas (de los cien, todos mintieron
salvo uno) y, por lo tanto, apelando solamente a reflexionar sobre
todas las posibles alternativas, la tnica que cumple es que el nd-
mero uno haya sido quien se quedé con la billetera.

Una vez mds, y aunque parezca un problema trivial, reflexio-
nes de este tipo, andlisis de este tipo, deducciones de este tipo,
estdn basados en herramientas de légica que provee la mateméti-
ca, y no siempre estdn expuestas. En este caso, apelando a ellas,
fue posible ‘hacer de detectives’ y descubrir al ladrén.
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Bacterias y virus

El que sigue es un problema precioso. Toca un tema que
—salvo a los bi6logos— al resto de los mortales nos resulta siem-
pre ajeno. Es decir, lo que voy a proponerle es que aborde la
pregunta que voy a hacer usando nada mds que su capacidad
creativa (que no es poca). Usted dird: “;Y qué sabe usted de mi
capacidad creativa?”. Y yo voy a contestar: “Mucho. Mucho mads
de lo que usted supone”.

Me explico: existe —en general — una tendencia a suponer
que hay ciertas cosas para las cuales ‘uno no es capaz’. ;Seguro?
Si, muchisima gente (entre los que me incluyo) suponemos en
multiples oportunidades: “No, esto no es para mi”.

Si bien esto me sucede a mi tanto como a cualquier otra per-
sona, me resisto a claudicar de entrada. Puede que el tema no me
interese y, por lo tanto, reniegue en dedicarle tiempo que, a ex-
cepcién de mi salud, es lo mds preciado que tengo/tenemos. Pero
después, salvo que se trate de una caracteristica muy particular,
que requiera de un estudio y/o entrenamiento especial, en prin-
cipio, creo que todos estamos en condiciones de abordar todos
los problemas. Lo haremos con diferentes posibilidades de éxito,
pero si por éxito se entiende solamente encontrar la solucién de-
finitiva, entonces tenemos dos perspectivas diferentes. Yo quiero
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ser capaz de poder pensar, de poder elaborar ideas, de tener algo
en mi cabeza que requiera de mi capacidad para pensar. Des-
pués, si yo le dediqué un tiempo razonable y logré avanzar hasta
convencerme de que o bien requeriria de ayuda o bien necesi-
tarfa dedicarme y estudiar mds de lo que sé, ésa es una instancia
distinta. Lo que no quiero hacer es rendirme de antemano. jPor
qué? Es que si el desafio me interesa, o mejor dicho, si el objeto
de estudio o la propuesta ‘me’ desafia, entonces me dan ganas de
pensarlo y analizarlo. Seguro, y lea otra vez lo que acabo de escri-
bir: “seguro” que voy a salir mejor que lo que entré. No es poco.

Acd voy. Suponga que yo le doy una probeta con una pobla-
cién de —digamos— cien bacterias. El niimero cien (la cantidad
de bacterias) es arbitrario. El problema requiere que yo elija un
nimero, pero podria haber elegido dos, diez, mil o cien millo-
nes. No importa y dentro de un rato verd por qué.

Suponga entonces que en la probeta hay cien bacterias y us-
ted quiere probar con un virus para saber si las puede eliminar (o
no). El experimento que hace le permite concluir lo siguiente:

Cuando usted pone el virus con una poblacién de bacterias
de ciertas caracteristicas, a las 24 horas, el virus mata una de las
bacterias, pero las que quedan se duplican (o sea, al pasar un dia,
en lugar de 100 bacterias ahora va a haber (99 X 2 = 198). Pero
lo curioso es que el virus también se duplica. Es decir, ahora, pa-
sadas las 24 horas iniciales, hay dos virus y 198 bacterias.

La pregunta es: si dejamos que se reproduzcan las mismas con-
diciones (cada dia con mds bacterias y mds virus), shabrd algin
momento en el que los virus destruyan todas las bacterias? ;Qué
se podrd decir? Y si los virus que se van reproduciendo (igual que
las bacterias) pudieran destruirlas o matarlas a todas, jcudnto
tiempo tardardn? ;Se podrd dar respuesta a estas preguntas?

Fs un momento justo para que yo la/lo abandone y la/lo deje
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con usted misma/mismo. Sélo le pido que reflexione sobre las
condiciones del problema, hasta convencerse de que entendié el
planteo: al principio hay 100 bacterias y un virus. A las 24 horas,
el virus se duplicé (ahora hay dos), pero al que habia original-
mente le alcanz6 para matar una sola bacteria. Ahora bien, en
esas 24 horas, las 99 que no murieron, se reprodujeron: en total,
hay 198. Con estas condiciones, shabrd algin momento en el
que los virus destruyan todas las bacterias? ;O qué pasard? Y si los
virus pudieran ir matando a las bacterias siguiendo las reglas que
escribi antes, jcudnto tiempo tardarian?

Sigue usted. Yo lo encuentro a continuacién con algunas ideas.

Tiempo de reflexion

Ahora llegé el momento de pensar juntos. Le propongo una
idea que yo suelo usar mucho: cuando puedo, trato de reducir el
problema a niimeros que sean mds manejables. Es decir, el caso
que yo planteé acd, involucra a 100 bacterias y un virus. Reduz-
camos el nimero de bacterias a una sola bacteria y veamos qué
sucede.

Si tuviéramos nada mds que una bacteria y un solo virus, en-
tonces, al pasar 24 horas, el virus se habrd duplicado, pero la bac-
teria que habia serd destruida por el virus que habia originalmen-
te. O sea, si empezdramos con una bacteria y un virus, entonces
a las 24 horas, el problema estd resuelto: la bacteria muere.

Supongamos que de entrada hay dos bacterias. O sea, hay dos

70. Me doy cuenta de que van a quedar dos virus, pero eso no importa a
los efectos del problema. La pregunta es si con el paso del tiempo, las bacte-
rias desaparecerdn todas, y en el caso de una sola bacteria esto sucede a las 24
horas, o sea, cuando pasé un dia.
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bacterias y un virus. A las 24 horas, el nimero de virus se duplica:
tendremos dos virus. Una de las bacterias desaparece, pero la que
queda se duplica. O sea, una vez que pasé un dia, tendremos otra
vez dos bacterias pero también tenemos dos virus. Es interesan-
te analizar este caso: luego de 24 horas, seguimos teniendo dos
bacterias, pero ahora tenemos dos virus (antes tenfamos uno).
Fijese que si —imaginariamente — separdramos cada virus con
cada bacteria y las pusiéramos ahora en dos ‘miniprobetas’, pasa-
riamos a tener el problema mds ‘chico’ con el que empecé este
andlisis.

Uno podria analizar cada bacteria con cada virus y advertir
que en 24 horas mds, o sea, al terminar el segundo dia, cada virus
matd a la bacteria que le correspondié en esa miniprobeta y ya no
habrd mds bacterias para que se reproduzcan. Por supuesto que
quedardn virus vivos, pero lo que me importa es que las bacterias,
en dos dias, desaparecieron todas.

Avancemos un paso mds: supongamos que ahora tenemos tres
bacterias y un virus. ;Quiere pensar un rato sin mis sugerencias?

Sigo. ;Qué sucede a las 24 horas? El virus mata una bacteria,
se reproduce (hay dos virus ahora) y las bacterias que quedaron
vivas (dos), se duplican. O sea, hay cuatro bacterias, pero ahora,
hay dos virus. Esto es un paso adelante, porque por cada virus que
hay, puedo ubicarlo —imaginariamente— con dos bacterias (y
no tres como habia al comienzo). Es decir, si pudiéramos separar
la probeta en dos partes (o suponer que ahora podemos tener dos
miniprobetas en lugar de una), en cada una de ellas habria un vi-
rus y dos bacterias. Cuando pasen 24 horas mds (al segundo dfa),
en cada miniprobeta el virus matard a una de las dos bacterias,
y la que queda (una sola) se duplicard. Pero el virus jtambién se
duplical Luego, juntando lo que hay en todas las miniprobetas,
tendremos cuatro virus y cuatro bacterias. Ahora podriamos ima-
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ginar que tenemos cuatro miniprobetas, y en cada una ponemos
un virus y una bacteria. Al pasar un dia mds (ahora pasaron tres
desde que empezamos el experimento), cada virus matard a la
bacteria que tenia asignada y, por lo tanto, las bacterias desapa-
recerdn todas.

Moraleja: si uno empieza con tres bacterias y un virus, al pasar
tres dias, las bacterias desaparecen todas.

Si usted reflexiona conmigo y recapitulamos el proceso, verd
que sucedié lo siguiente. Voy a llamar B a las bacterias y V a
los virus. En cada paso, voy dividiendo —imaginariamente — las
bacterias que quedan por el nimero de virus. De esa forma, en
cada miniprobeta voy reproduciendo, dia por dia, el experimento
inicial, s6lo que ahora mientras el nimero de virus aumenta, el
numero de bacterias también crece, aunque siempre disminu-
yendo la cantidad de bacterias que quedan por miniprobeta. A
continuacion, el resumen.

Condicién inicial

1By 1V Enun dia, desaparecen las bacterias.

2By 1V En un dia, quedan 2B y 2V. Los separo en dos mini-
probetas. En cada una ahora hay 1B y 1V. Al pasar un
dia mds (dos dias en total), desaparecen las bacterias.

3By 1V En 1 dia, 4B y 2V. Separo 2B y 1V por miniprobeta.
Al terminar el dia dos, hay (en cada miniprobeta) 2B
y 2V. En total, 4B y 4V. Los separo (dividiendo el ni-
mero de bacterias por el nimero de virus), y tenemos
ahora cuatro miniprobetas. En cada una hay 1By 1V.
Al pasar el tercer dia, desaparecen las bacterias.
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Hago un solo paso mds, porque creo que la idea ya empieza a
vislumbrarse claramente. Si empezamos con 4B y V.

A las 24 horas, tenemos 6B y 2 V. Los separo en dos minipro-
betas de 3By 1V.

Fijese entonces en el caso anterior (en donde habia 3By 1V).
En tres dias, desaparecen las bacterias. Luego, como usamos un
dia mds para llegar a tener 3B y 1V, al resumir, en cuatro dias,
desaparecen las bacterias.

Es decir, si empezamos con 4 bacterias y 1 virus, en 4 dias,
desaparecen las bacterias.

Creo que con esta idea, es posible entender ‘el patrén’ de lo
que estd sucediendo. Pensémoslo juntos (usted y yo): con esta
misma idea, si uno empieza con 100 bacterias y 1 virus, necesi-
tard esperar 100 dias para que desaparezcan todas las bacterias.

Y si originalmente hubiera un nimero N de bacterias, hard
falta esperar N dias para que desaparezcan todas las bacterias.

El argumento se basa en que si el primer dfa hay N bacterias y
un virus, al segundo dia hay 2X(N - 1) bacterias, pero dos virus.
Y este caso, lo puedo pensar como si dividiera (N — 1) bacterias
con un virus por un lado, y las otras (N — 1) bacterias con el otro
virus por el otro. O sea, hemos reducido el caso original, a dos
casos pero con una bacteria menos. Eso garantiza que, al final,
las bacterias van a desaparecer todas.

Reflexion final

Al principio, era dificil conjeturar lo que iba a pasar porque,
si bien la cantidad de virus se duplica, la cantidad de bacterias
también, pero... en el camino va desapareciendo una por cada
virus. Este hecho es determinante para poder concluir que, si
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uno empezara con mil bacterias, necesitard esperar mil dias para
garantizar que todas las bacterias mueren, y si la cantidad de bac-
terias hubiera sido de un millén, habra que esperar un millén de
dfas para que los virus las maten a todas.
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Cumpleaiios en Singapur

Kenneth Kong es el conductor de un programa matutino de
television que se emite en Singapur, tal como sucede en miles de
ciudades y/o paises del mundo. Mds atin, el titulo del programa
es bien sugerente: Hola Singapur.

El pasado viernes 10 de abril, Kong puso en su cuenta de
Facebook un problema que —supuestamente— iba dirigido a
alumnos de quinto grado del colegio primario. Lo subié con un
anuncio: “Este problema me genera discusiones con mi mujer...
y jes un problema para alumnos de quinto grado!”.

Lo que sucedi6 a partir de alli es dificil de explicar. Mejor di-
cho, puedo usar una palabra que hasta hace muy poco tiempo no
existia: ‘se viraliz6’. Primero, encendié un debate en todo Singa-
pur, pero después, se trasladé al mundo. De hecho, ahora es muy
dificil, por no decir imposible, que una situacién de este tipo no
se replique en forma ‘casi” instantdnea y se esparza, justamente,
como un virus o una epidemia.

Lo interesante es que si bien a Singapur le suele ir —general-
mente — muy bien en las competencias internacionales de mate-
matica, es muy poco probable que nifios de alrededor de diez afios
estén en condiciones de resolver con naturalidad un problema
de estas caracteristicas.

321



Kong se encontré abrumado por la reaccién mundial que ge-
neré y después aclaré que no estaba pensado exactamente para
esas edades, sino para entrenar alumnos de colegio secundario
que participan en olimpfadas matemadticas internacionales. Sin
duda, una clara diferencia.

De todas formas, el problema en si mismo creo que es ex-
traordinario, porque pone en evidencia —una vez mds— que
los problemas de la vida no tienen edades tipicas. Un nifio, con
toda su candidez (que ciertamente me gustaria tener a mi), pue-
de abordar una dificultad con un grado de creatividad que los
mds adultos nunca imaginamos o desechamos porque la cree-
mos inadecuada. Me gustarfa aprovechar este contexto para se-
flalar —una vez mds— que creo cada vez menos en la cultura
enciclopedista y valoro cada vez mds en estimular la creatividad,
los dngulos distintos para pensar un problema y en promover los
abordajes —supuestamente— mds absurdos. De alli surgen las
ideas, de la ‘prueba y error’, de intentar por lugares inexplorados
y no siguiendo caminos que otros ya recorrieron y que resultaron
inconducentes, o terminaron siendo inapropiados. Pero, como es
habitual, me desvié.

Quiero proponerle algo: jno se entregue! No lo deje... no lea
la solucién en forma instantdnea. No se prive del placer de pensar.
(Oué apuro tiene? Guarde el enunciado en un papel o en su
memoria y piénselo cuando tenga tiempo. Créame: vale la pena.
No importa si ‘no le sale” en forma inmediata... ;qué problema
hay? ;Quién lo juzga? ;A quién le importa? ;No tiene ganas de
regalarse un tiempo con usted misma/mismo y aprender, even-
tualmente, a coexistir con la frustracién de tener un problema en
la cabeza al cual todavia no le encontr6 la solucién?

Ahora si, acd voy.
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Voy a adaptar un poco el enunciado propuesto por Kong para
hacerlo mds ‘amigable’. Es que la redaccion original estd muy
descuidada y las confusiones que podria generar no tienen nada
que ver con el problema en si mismo. Lo que sigue entonces es
una versién ‘libre’... mia.

Alberto y Bernardo son dos amigos que acaban de conocer a
Cheryl. Estdn curiosos por saber cudntos arios tiene. Cheryl decide
poner a prueba la capacidad de andlisis de sus dos ‘nuevos” amigos y
hace lo siguiente: escribe en un papel diez dias del ario.

Mayo 15 — Mayo 16 — Mayo 19
Junio 17 — Junio 18

Julio 14 — Julio 16

Agosto 14 — Agosto 15 — Agosto 17

Les dice a ambos que uno de esos dias corresponde a su cum-
pleanos. Pero en lugar de sefialar especificamente cudl es, llama a
Alberto y le dice en el oido el mes (y nada mas que el mes) en el que
naci6. Después, aparta a Bernardo y le dice en el oido también a €I,
sin que Alberto pueda escuchar, el dia (y nada mds que el dia) de
su nacimiento.

Es decir, cada uno de los dos conoce un dato distinto: Alberto
sabe el mes, Bernardo sabe el dia.

Se produce entonces el siguiente didlogo:

Alberto: Yo no sé cudndo nacié Cheryl pero estoy seguro de que
Bernardo tampoco lo sabe.

Bernardo: Al principio, yo no sabia cudndo habfa nacido Cheryl,
pero ahora si lo sé.

Alberto: Ah, entonces ahora yo también lo sé.

Ahora le toca a usted. ;Qué dia es el cumplearios de Cheryl?
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Asi planteado, pareceria imposible determinar la fecha... sin
embargo, le propongo que avancemos juntos en analizar algunas
posibilidades y verd que se puede.

Vuelvo a escribir acd las diez fechas posibles:

Mayo 15 — Mayo 16 — Mayo 19
Junio 17 — Junio 18

Julio 14 — Julio 16

Agosto 14 — Agosto 15 — Agosto 17

Me apuro a mostrarle —hipotéticamente — cémo pudo haber
sabido Bernardo la fecha de cumpleafios inmediatamente. Su-
ponga que Cheryl le hubiera dicho el nimero 18. En ese caso,
como hay un solo nimero 18 entre los diez posibles (el que co-
rresponde al 18 de junio), entonces Bernardo tendria la solucién.

Y fijese qué curioso: ahora que hemos analizado esta posibili-
dad con el nimero 18, usted advierte que hay otro nimero que
cumple con las mismas condiciones: el 19. Si Cheryl le hubiera
susurrado en el oido a Bernardo el nimero 19, este dato también
le alcanzaria para saber la fecha de cumplearios (el 19 de mayo),
ya que hay un solo 19 entre los diez candidatos.

(Oué se deduce de esto? Varias cosas... pero me gustaria
pensarlas junto a usted. Analicemos ahora el didlogo que man-
tuvieron Alberto y Bernardo. En un instante verd c6mo esa con-
versacion, que parece claramente ‘inocente’ fue la que terminé
iluminando el camino a la solucién.

Alberto dice en su primera frase que, con el dato que le dio
Cheryl (el mes), no le alcanza para saber qué dia nacié. Pero lo
que también dice Alberto es que él sabe que Bernardo tampoco
puede saber. ;Por qué habria de saber esto Alberto?

Piense conmigo lo siguiente: si Cheryl le hubiera susurrado
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a Alberto el mes de mayo, entonces, uno de los posibles dias que
Cheryl le podria haber dicho a Bernardo es el dia 19. Fn ese caso,
Bernardo si sabria el dia de cumpleatios de Cheryl. Por lo tanto,
cuando Alberto dice que él sabe que Bernardo no puede saber,
es porque Cheryl no le pudo haber dicho mayo. Esto excluye al
mes de mayo de la discusion.

Mis atn: con el mismo andlisis, Cheryl no le pudo haber di-
cho a Alberto tampoco el mes de junio. Es que si le hubiera dicho
junio, el cumplearios pudo haber sido el dia 18 y, por lo tanto, Al-
berto no deberia decir que ¢l estd seguro de que Bernardo no sabe.

Moraleja: cuando Alberto dice que no solamente él no sabe,
sino que €l estd seguro de que tampoco Bernardo sabe, es porque
el mes que le dijo Cheryl a Alberto en el oido, jno fue ni mayo
ni junio!

Este andlisis permite descartar inmediatamente cinco de las
diez fechas posibles. El cumplearios de Cheryl queda ahora re-
ducido a estos cinco dias:

Julio 14 — Julio 16
Agosto 14 — Agosto 15 — Agosto 17

Hasta aqui hemos llegado luego de analizar la primera frase
de Alberto. Ahora, pasemos a la frase de Bernardo.

Lo primero que dice es que ‘al principio’ él tampoco podia
saber la fecha del cumpleartios. ;Qué podria querer decir ‘al prin-
cipio’? Que el nimero que le dijo Cheryl no fue suficiente para
ayudarlo. Por ejemplo, como escribi antes, si Cheryl le hubiera
dicho o bien el nimero 18 o bien el 19, Bernardo ya podria de-
cidir. Pero no fue asi.
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Sin embargo, el dato que se agregé a lo que ahora sabe Ber-
nardo, es que no solamente escuché a Cheryl, sino que escu-
ché también lo que dijo Alberto. Cuando Alberto dice que ¢l
no puede decidir, eso no puede representar ninguna sorpresa:
conociendo solamente el mes, era seguro que €l no iba a poder,
pero el dato nuevo para Bernardo es que Alberto dice que €l sabe
que Bernardo tampoco puede saber. Eso le permite a Bernardo
descartar los meses de mayo y junio (como ya vimos), pero agre-
ga algo mis.

Como las cinco fechas que quedan disponibles son las de julio
y agosto, el nidmero que Cheryl le dijo a Bernardo tuvo que haber
sido 14, 15,16 0 17. Acd me quiero detener: spuede ser que Cheryl
le hubiera dicho el nimero 14?

Si le hubiera dicho el nimero 14, entonces Bernardo no po-
drfa haber dicho: “Al principio no sabfa, pero ahora ya sé”. Si
Cheryl le hubiera dicho 14, entonces Bernardo no podria saber.
¢Por qué? Porque podria haber sido el 14 de julio o el 14 de agos-
to. Por lo tanto, el niimero que Cheryl le dijo a Bernardo no pudo
ser 14. Esto sirve para eliminar otras dos de las cinco posibles
fechas, justamente el 14 de julio y el 14 de agosto.

Las unicas tres que quedan son: julio 16, agosto 15 y agosto 17.

Y desde acd falta un solo paso. Fijese que el nimero que le
tiene que haber dicho Cheryl a Bernardo pudo haber sido sola-
mente alguno de estos tres: 15, 16 o0 17. Cualquiera de estos tres
nimeros que Cheryl hubiera elegido, habria sido suficiente para
que Bernardo pudiera deducir la fecha del cumplearios.

Pero acd no termina todo. Bernardo la sabria, pero jy Alberto?
¢Por qué habria de decir él como tercera frase: “Ah, entonces yo
también la s¢”?

Lo que sucede es que el mes que le dijo Cheryl a Alberto no
pudo haber sido agosto, porque si no, él no podria saber cudl de
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los dos dias de agosto es el cumplearios. En cambio, si Cheryl le
dijo julio, entonces si, él también puede saber. Y eso es exacta-
mente lo que tuvo que haber pasado: Cheryl le dijo julio a Alber-
toy 16 a Bernardo. Esa es la tinica combinacién de mes y dia que
permite que todo el andlisis sea consistente.

En principio, deducir la fecha del cumpleatios aparecia como
algo imposible. De hecho, sin que se hubiera producido el dig-
logo que reproduje anteriormente, si uno de los dos (Alberto)
conoce el mes y el otro (Bernardo) conoce el dia, eso no seria
suficiente. Pero cuando ambos mantienen esa conversacion, in-
advertidamente (o no) jse estdn pasando informacién!

En algiin lugar, mucho mds alld del problema en si mismo, me
gustarfa invitarla/invitarlo a que relea la tltima frase que escribi:
en la vida cotidiana, el intercambio de informacién se produce
de muchas maneras. En principio, los datos parecian reducidos
al mesy al dfa, pero el didlogo entre ambos aporté mucho mds.

Aunque parezca raro, hay personas que estin mds atentas a
todas las fuentes de informacién que las rodean, lo que les per-
mite percibir datos que parecen ocultos para otros. Dicho de otra
manera, estin mejor preparadas para ‘leer entre lineas’ o ‘escu-
char entre silencios’.

De una u otra forma, entrenar nuestra capacidad para pensar,
es siempre estimulante... y divertido... y el problema de Ken-
neth Kong sirvié para ponerlo en evidencia una vez mis.

Apéndice

Quiero hacerle una propuesta. Con el andlisis previo, queda

demostrado que la tinica posible fecha de cumplearios para Cheryl
fue el 16 de julio.

327



Ahora, quiero mostrar que si el cumplearios hubiera sido cual-
quier otro de los nueve dias que escribié Cheryl en el papel, entonces
el didlogo que mantuvieron Alberto y Bernardo no hubiera sido
‘logicamente consistente’, o sea, o bien no hubieran podido decir
lo que dijeron, o no se sostendria en términos l6gicos. Me explico.

Reproduzco acd las fechas y el didlogo. Numero las diez po-

sibilidades.

1. Mayo 15
2. Mayo 16
3. Mayo 19
4. Junio 17
5. Junio 18
6. Julio 14
7. Julio 16
8. Agosto 14
9. Agosto 15
10. Agosto 17

Y éste es el didlogo que mantuvieron Alberto y Bernardo:

Alberto: Yo no sé cudndo nacié Cheryl pero estoy seguro de que
Bernardo tampoco lo sabe.

Bernardo: Al principio, yo no sabia cudndo habia nacido Cheryl,
pero ahora si lo sé.

Alberto: Ah, entonces ahora yo también lo sé.

Ahora, analicemos fecha por fecha (posible) excluyendo la
del 16 de julio, porque ya sabemos que ése es —efectivamente —
el dfa que Cheryl nacié.

Empecemos con las fechas de mayo, que son tres. Cuando

328



Alberto escucha mayo, estd claro que él no puede decidir cudn-
do fue el cumpleatios, pero lo que no debié decir es que €l estd
seguro de que Bernardo tampoco lo sabe, porque Cheryl le po-
dria haber dicho 19 a Bernardo vy, en ese caso, Bernardo sabria
perfectamente la fecha.

Luego, como este andlisis es vdlido para cualquiera de las tres
posibilidades de mayo, estamos en condiciones de descartar las
tres posibles: mayo 15, mayo 16 y mayo 19.

De la misma forma, si Cheryl le hubiera dicho ‘junio’ a Al-
berto, entonces, por idénticas razones, Alberto no deberfa haber
dicho que €l estaba seguro de que Bernardo no sabria tampoco,
porque Cheryl pudo haberle dicho 18 a Bernardo y en ese caso
¢l si sabria cudndo nacié Cheryl. Esto descarta dos fechas mds:
junio 17 y junio 18.

Antes de seguir, fijese que para descartar las primeras cinco al-
ternativas, no fue necesario analizar lo que dijo Bernardo. Bast6
con la primera intervencién de Alberto para saber que ninguna
de esas fechas pudo haber sido el dia de nacimiento de Cheryl.
En el andlisis de las fechas que faltan, ya sabemos entonces que
lo que dijo Alberto lo ayuda a Bernardo a saber que el cumplea-
fios no fue ni en mayo ni en junio.

Ahora supongamos que Cheryl hubiera nacido el 14 de julio.
En ese caso, Cheryl le dijo ‘julio” a Alberto y ‘14" a Bernardo.

Alberto hace muy bien en decir que él no sabe la fecha porque
en julio hay dos fechas escritas en el papel. Mds ain: Alberto estd
en condiciones de decir también: “Estoy seguro de que Bernardo
tampoco la sabe”. ;Por qué? Porque Alberto sabe que Bernardo pudo
haber escuchado o bien 14 o bien 16, y con ese dato solamente,
sin escuchar mds nada ain, jno va a poder decidir la fecha del
cumplearios! Por eso Alberto dice que €l estd seguro de que Ber-
nardo no puede saber.
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Ahora pasemos a analizar lo que dijo Bernardo. Habiendo es-
cuchado el niimero 14, Bernardo no estd en condiciones de decir
que él sabe qué dia naci6 Cheryl, sencillamente porque pudo ha-
ber sido —efectivamente — el 14 de julio, pero también pudo haber
sido el 14 de agosto, y tanto en un caso como en otro, Alberto no
hubiera podido saber. Luego, como con ese dato solamente no le
alcanza, Bernardo no pudo haber dicho que sabia y, por lo tanto,
el 14 de julio también queda descartado.

Hasta acd entonces hemos desechado las primeras seis fechas
propuestas. Me salteo la del 16 de julio como expliqué antes.

Supongamos ahora que el cumpleanios fue el 14 de agosto.
Una vez mds, cuando Alberto escucha ‘agosto’, no puede decidir
(va que en agosto hay tres dfas posibles). Pero también sabe que
Bernardo no podré decidir, porque los tres nimeros posibles de
agosto no son tnicos (como el caso del 18 y el 19).

Ahora pasemos a Bernardo. Por lo que dijo Alberto, sabe que
el cumpleafios no fue ni en mayo ni en junio, pero cuando escu-
ché que Cheryl le decia ‘14°, Bernardo no tiene forma de saber
si es el 14 de julio o el 14 de agosto. En consecuencia, no puede
decir que él sabe la fecha del cumplearios.

Moraleja: no pudo haber sido el 14 de agosto tampoco, si es
que uno quiere que la conversacién que mantuvieron Alberto y
Bernardo haya sido ‘16gicamente consistente’.

Nos quedan por analizar dos fechas posibles: el 15y el 17 de
agosto. Veamos que ninguna de las dos puede ser la correcta.

a) Supongamos que el cumplearios fue el 15 de agosto. Alber-
to escucha ‘agosto’ y, por lo tanto, como todas las veces anterio-
res, no puede decidir porque en agosto hay tres fechas posibles.
Alberto dice que €l sabe que Bernardo tampoco puede decidir
porque los tres ndimeros de agosto no son tnicos.
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Ahora analicemos lo que dice Bernardo. El escuché decir el
nimero 15, y a ese dato se agregé lo que dijo Alberto por lo que
Bernardo sabe ahora que el mes del cumpleanios no fue ni mayo
ni junio. Por lo tanto, fijese que Bernardo —con esos datos—
podria deducir que el cumplearios fue el 15 de agosto, ya que
si bien hay dos posibles fechas que involucran al ndmero 15,
ademds de la de agosto, la otra fue en mayo, y Bernardo ya sabe
que en mayo no fue. Moraleja: Bernardo si podria deducir que el
cumpleartios fue el 15 de agosto.

Sigamos. Cuando Bernardo afirma que al principio no sa-
bia, pero que ahora si sabe, Alberto agrega: “Ah, entonces aho-
ra yo también lo sé”. Pero Alberto no tiene forma de saber si
fue el 15 0 el 17 de agosto. Sabe que fue en agosto, pero no sabe
cudl de los dos dias. Bernardo —que si posee el dato del nimero
(en este caso el 15)— sabe que tuvo que haber sido el 15 de agos-
to porque el otro dia que involucraba al nimero 15 fue en mayo,
que quedd excluido. Luego, Bernardo si sabe pero Alberto no
puede saber. Entonces, no pudo haber dicho su segunda frase.
Eisto descarta el dfa 15 de agosto como potencial fecha.

b)Y para terminar, el dltimo andlisis sirve también para con-
vencerse de que el cumpleaiios tampoco pudo haber sido el
17 de agosto. De haber sido el 17 de agosto, las dos primeras
frases (la primera de Alberto y la de Bernardo) son légicamen-
te consistentes. Pero cuando Alberto habla por segunda vez y
dice que ‘¢l también sabe ahora’, eso no puede ser cierto con la
informacién que tiene porque —como en el caso anterior— ¢l
no puede saber si fue el 15 o el 17 de agosto. Luego, no debié
decir lo que dijo.

Esto elimina la dltima posibilidad que quedaba. Por lo tanto,
de las diez alternativas, la tinica viable es la del 16 de julio. En
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este caso s, las frases y las deducciones de cada uno fueron y son
correctas.

Pregunta: ;hacia falta que yo analizara las otras nueve posibi-
lidades ademis de la del 16 de julio?

Respuesta: No, no hacia falta, porque habia quedado claro
que ese dia era el tnico posible.

Sin embargo, lo que pretendi hacer, es mostrar que si el cum-
pleafios hubiera sido en cualquiera de los otros nueves dias, el
didlogo que mantuvieron Alberto y Bernardo no hubiera podido
existir... al menos, en esos términos.
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(Cuantas galletitas hay en la lata?

El siguiente problema invita a elaborar una respuesta cuando
los datos no son directos. ;Qué quiero decir? Fijese en este ejemplo.
Suponga que uno tiene una lata con galletitas. No sabe exactamente
cudntas hay, pero le alcanza con hacer una buena estimacién. En
la cocina, junto con usted hay otras cuatro personas. Las voy a lla-
mar A, B, Cy D. La letra U me la voy a guardar para ‘usted’.

Les pide a cada uno que hagan una estimacién y en funcién
de las respuestas que le den (y usted también va a participar) ele-
girdn una persona como ‘el mejor estimador’ del grupo.

Supongamos entonces que cada uno mir6 la lata y escribié
la cantidad de galletitas que estimaba que habia adentro. Estos
fueron los resultados propuestos:

A dijo que habia 28.

B escribié 29.

C anoté 31.

D propuso 32.

U (usted) pens6 que habia 35.

Una vez que todos hubieran escrito sus estimaciones, se hizo
el recuento de las galletitas y dio el siguiente resultado:
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1. Uno de ustedes acert6 exactamente con el nimero.
2. Uno le err6 en una galletita.

3. Uno le err6 en dos galletitas.

4. Uno le err6 en tres galletitas.

5. Uno le err6 en cuatro galletitas.

Cuando escribo que le erré en dos galletitas (por ejemplo),
significa que en la lata habia o bien dos mds o dos menos de lo
que esa persona dijo. Lo mismo para las otras estimaciones.

Ahora bien, con estos datos, ses posible determinar cudntas
galletitas habia en la lata y cudl de los cinco integrantes del gru-
po acert6?

Respuesta

Analicemos juntos las posibilidades. Hay razones inmediatas
para descartar que 28, 29y 35 sean los resultados correctos. ;Por
qué? (;quiere pensar usted en soledad?)

Es que, supongamos que el resultado correcto fuera 28, el que
dijo 35 le err6 en siete, y esa posibilidad no estd contemplada.
Luego, 28 no va a poder ser.

Por la misma razén, ni 29 ni 35 pueden ser las respuestas.
Quedan entonces dos posibilidades: 31 o 32.

Si 32 fuera el resultado correcto, entonces los que dijeron 29y
35 le habrian errado en tres cada uno y eso no es posible porque,
de acuerdo con lo que escribi antes, solamente uno le err6 en
tres.

La tinica posibilidad entonces es 31. Veamos que cumple con
todo lo pedido.
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C dio la respuesta correcta: 31.

D fue el dnico que le erré en uno, ya que dijo 32.

B fue quien le err6 en dos, ya que dijo 29.

A tue el que le erré por tres porque dijo 28 y el Gltimo, el que
le erré en cuatro fue U (usted) que dijo 35.

Y eso responde la pregunta: el mejor estimador termind sien-

do Cy los datos que uno consiguié fueron suficientes para deter-
minar al ganador. Simple. Sencillo... y breve.
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Cajas — Restos

Eiste problema sirve como un desafio a desentrafiar. Suponga
que usted elige 10 nimeros cualesquiera (enteros, positivos’™).
Los anota en un papel y los exhibe para que todos los veamos. Yo
le confirmo que entre esos diez nimeros tiene que haber algunos
(quizd todos) que cuando yo los sume seguro que obtengo un
nimero multiplo de diez. Es decir, no importa cdmo usted elija
esos diez nimeros, yo voy a poder descubrir un subconjunto de
ellos, de manera tal que cuando los sume resulte un maltiplo de
diez. ;Quiere pensar por qué esto es cierto?

Solucion

Hagamos asi. Usted eligié diez nimeros cualesquiera. Los
anot6 en un papel. Yo les voy a poner un nombre, para identifi-
carlos. Los voy a llamar ast:

AU? Al7 AZ7 A37 ey A9

71. En realidad, si bien agrego que son positivos es una condicién innece-
saria. Alcanza con que sean niimeros enteros.

336



(Nota: Fijese que en total son diez niimeros, como llamo A, al

primero, el dltimo tiene que ser A,.)
Ahora, voy a agrupar esos diez ntimeros de diferentes maneras.

Los voy a ubicar en distintas ‘cajas’. La distribucién la voy a hacer

ast:

La caja cero va a
La cajaunovaa

consistir de un solo ntimero: el {A,}.
consistir de dos niimeros: {A,y A,}.

La caja dos contiene tres ntimeros: {Aj, A, y A,}.

La caja tres contiene cuatro ndmeros: {Aj, A}, A, y As}.

Caja cuatro: {A,,

A Ay A y Ayl

Caja cinco: {A), A}, Ay, As, Ay y Ash.

Caja seis: {Ag, A, Ay, As, Ay, Asy Al

Caja siete: {Ay, A}, Ay, As, Ay, As, Ay A

Caja ocho: {Ay, A}, Ay, As, Ay, As, A, As y Agl
Caja nueve: {Ay, Aj, Ay, As, Ay, As, Ay, A, Agy Aol

Por favor, no se pierda, que todo lo que estoy haciendo es po-
nerle nombres a los nimeros que usted eligié. Una vez que llegué

hasta acd, calculo la
caja.

suma de los niimeros que figuran en cada

Vamos a tener entonces diez nuevos nimeros, que voy a llamar

Sm Sb Sz; 837 S4, Ss; S67 S7> Ss y So

La primera suma,
La segunda suma,

S,, es directamente A,

S, =A, + A

La tercera suma,

SZZA0+A1+A2‘

Y asi sigo sumando los ndmeros que estdn en cada caja.
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Al final, el dltimo ndmero, el
So=(Ag+ A+ A+ A5+ A+ ...+ Ag+ Ay)

Al llegar acd, voy a dividir por diez cada uno de estos diez ni-
meros, desde el S, hasta el Sy, y me voy a quedar con el resto de
cada division.

Fijese que como desde S, hasta S, son diez nimeros, al divi-
dirlos por diez y quedarme con los restos, voy a tener ahora otros
diez ntimeros. Los voy a llamar:

RO7 R]7 R27 R37 R47 R57 R67 R77 R8 Y R9

La particularidad que tienen estos diez numeritos es que de-
ben ser todos mayores o iguales que cero y menores estrictos que
diez. Es decir, al dividir cualquier nimero entero por diez, hay
diez restos posibles y nada mis:

0,1,2,3,4,56,7,8y9.
.Y ahora? Bueno, ahora viene la parte mds interesante.

Por un lado, tenemos diez ntiimeros (los restos de las sumas de
los que figuran en las cajas):

Ry, Ry, Ry, R, R, R57 R, R77 Rg y R, (ﬁ)

Por otro lado, tenemos otros diez niimeros que son los posibles
restos que se obtienen al dividir un ndimero por diez:

0,1,2,3,4,56,7,8y9.
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;Oué se deduce de esto? Dos posibilidades:

1. Los nimeros que figuran en (*) son todos distintos.
2. Hay al menos un par de esos nimeros que son iguales.

Analicemos cada caso.

Si los niimeros que aparecen en (*) son todos distintos, enton-
ces alguno de ellos tiene que ser cero. Eis que como hay nada mds
que diez posibilidades, si son todos diferentes, alguno de ellos
tiene que ser nulo. Para fijar las ideas, supongamos que R, es el
que es igual a cero.

Pero si R, = 0, esto quiere decir que al dividir por diez al ni-
mero S,, se obtiene resto cero. Y justamente, el nimero S, resulta
ser la suma de los nimeros que figuran en la caja nimero cuatro,
o sea,

Si=Ag+ AL+ A+ As + A

Si esto sucede, significa que ya encontré lo que buscaba. Un
subconjunto de los niimeros que usted escribid, tal que la suma de
ellos es un nimero miiltiplo de diez.

Es decir, en el caso (1), ya hemos encontrado la solucién.

Falta analizar el caso (2). Este caso corresponde a que no to-
dos los nimeros que aparecen en (*) son distintos: jtiene que
haber —al menos— dos que son iguales!

Antes de avanzar. Si alguno de ellos ya es cero, entonces el
problema queda resuelto también como hice en (a). El caso que
resta entender es cuando los nimeros que figuran en (*) no son
todos iguales y no hay ninguno igual a cero.

Supongamos que el R, = R;. Elijo estos dos pero usted advier-
te que con cualquier par el argumento serd el mismo.
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(Oué significa que R, = R;? Que si uno suma los niimeros que
figuran en la caja 4y enla caja 7, y al resultado lo divide por diez,
se obtiene el mismo resto. Pero algunos nimeros que estdn en la
caja 4y la caja 7 son iguales. De hecho, cada una de estas dos
cajas contiene estos nimeros:

Caja 4: {AO7 A17 A27 A3 y A4}
Caja 7: {A07 Al; AZ; A%? A‘h A57 A6 y A7}

Como sabiamos desde antes, hay cinco nimeros que estdn en

ambas cajas: {A, A}, Ay, Ay y Ay}

S4:A0+A1+A2+A3+A4
S;=A)+ A+ A+ A A A HAGH A,

Luego, como el resto de S,y S; al dividir por diez es el mismo,
la resta de estos dos nimeros jtiene que tener resto cero!

Es decir, el resto de dividir por diez al nimero (S; — S;) jes
cero!

Pero justamente, si hago esa resta:

S7_S4:A5+A6+A7

encontré lo que queria. ;Por qué?

Porque justamente encontré tres nimeros (As, Ay y A;) entre
los diez que usted me habia dado, de manera tal que cuando los
sumo obtengo un nimero que es multiplo de diez, que es equiva-
lente a tener resto cero cuando uno lo divide por diez.

Antes de avanzar con otra idea que se deduce de todo esto que
hicimos hasta acd, me interesa invitarla/lo a que usted se genere
su o sus propios ejemplos. Yo voy a poner uno, pero como se me
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ocurre a mi, no tiene mayor gracia. Lo interesante es que pudiera
inventar uno usted. Si no, fijese a continuacién. Supongamos
que los nimeros que usted eligié son:

{2,13,6,5,16,19, 118, 23,32y 73}

Probando a mano, uno advierte que —por ejemplo— si eli-
jo {6, 16, 13, 5} y los sumo, se obtiene 40 que es multiplo de
diez.

Pero mds alld de esta situacién que uno puede resolver sim-
plemente mirando, ;c6mo reproducir lo que hice anteriormente
para resolver el caso sin tener que adivinar o conjeturar?

En cada caja irdn los nimeros:

Caja 0: {2}

Caja 1: {2,13}
Caja 2: {2, 13, 6}
Caja3:{2, 13,6, 5}

Caja4:{2,13,6, 5, 16)

Caja 5: (2, 13,6, 5, 16, 19}

Caja 6: {2, 13,6, 5,16, 19, 118}

Caja7: {2, 13,6, 5,16, 19, 118, 23}

Caja $: {2, 13,6, 5,16, 19, 118, 23, 32}
Caja 9: {2, 13,6, 5, 16, 19, 118, 23, 32, 73}

Hagamos las sumas de cada caja.

Se obtienen estos diez nimeros: 2, 15, 21, 26, 42, 61, 179,
202, 234, 307.

Fijese que estd claro que no hay ninguno de estos diez nu-
meros que sea multiplo de diez (tendria que ‘terminar’ en cero).
Luego, tiene que haber al menos dos de ellos que tengan el mis-
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mo resto (al dividirlos por diez). Calculemos esos restos. Resultan
ser: 2,5,1,6,2,1,9,2,4,7.

Con esta informacion, ya estamos en condiciones de resolver
el problema. Estoy seguro de que usted habrd detectado multi-
ples maneras de avanzar. Yo voy a elegir solamente una de ellas.
Supongamos que elijo los nimeros que figuran en las cajas dos y
cinco, respectivamente.

Caja 2: {2, 13, 6}
Caja 5: {2, 13,6, 5, 16, 19)

La suma de los ntimeros de la caja 2 resulta ser: 2+ 13 + 6 = 21.

La suma de los nimeros de la caja S5es: 2+ 13+ 6+ 5+ 16
+19=061.

Fistos dos niimeros, 21 y 61, tienen el mismo resto al dividirlos
por diez: uno. Luego, si sumamos los tres niimeros que quedarian
en la caja 5 al retirar los que estdn en la caja 2, quedan estos tres:
5,16 y 19. Justamente, si uno suma estos tres nimeros, obtiene
lo que querfa: 5 + 16 + 19 = 40.

Hemos encontrado tres niimeros (de los diez que usted me
habia dado) que al sumarlos dan como resultado un mdltiplo de
diez. Esos tres ntimeros son: 5, 16 y 19.

Pregunta importante: Al principio del problema, le hice un
desafio. Le pedi que eligiera diez nimeros cualesquiera y yo ha-
bria de encontrar un subgrupo de ellos de manera tal que al su-
marlos darfan como resultado un muiltiplo de diez. La pregunta
que quiero hacerle es ésta: si yo le pidiera que en lugar de elegir
diez ntiimeros, seleccionara siete, ;qué resultado se le ocurre que
podria deducir? ;Quiere pensarlo usted?

Antes de contestar, le propongo que se fije en lo que hemos
hecho anteriormente. ;Habrd que cambiar la conclusién? En
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principio, uno deberia decir que si, porque no hay nada que re-
lacione al ndmero siete con el nimero diez como figuraba antes.
;Oué ajuste hacer?

La idea es que ahora habrd que adaptar el desafio. Deberia
proponerle que eligiera siete nimeros cualesquiera, y yo deberia
ser capaz de encontrar un subgrupo de ellos de manera tal que
cuando los sume, resulte un multiplo de siete (y no de diez como
habia antes).

Lo notable es que esto es cierto. Si usted se fija en el desarrollo
que hicimos, va a descubrir que el nimero diez en si mismo no
tiene ninguna relevancia. Habriamos podido resolver el caso si
en lugar de diez usted hubiera elegido siete, o setenta y uno, o
cualquier cantidad. En todo caso, lo que importa es observar que
la adaptacion que hay que hacer es que, si usted elige n ndmeros
cualesquiera, yo voy a ser capaz de encontrar un subgrupo entre
los nimeros que usted me da, de manera tal que la suma sea
ahora multiplo de n.

¢Y como convencerse de que el resultado es cierto? Haciendo
exactamente las mismas cuentas y procediendo exactamente de
la misma forma que antes. Para replicar lo que hicimos antes,
pueden construirse n cajas usando los n nimeros que usted me
dio, calcular las sumas de los nimeros que figuran en cada una
de ellas, y fijarse en los restos al dividirlos por n. Si son todos
distintos entre si, tiene que haber alguno que tenga resto cero. Si
es asi, al sumar ese subgrupo de nimeros resultard un mdaltiplo
de n. Sino, son todos distintos, o bien hay alguno que tiene resto
cero (en cuyo caso sirve para lo que buscamos) o bien tiene que
haber (al menos) dos iguales. Uno se fija en las dos cajas como
hicimos antes, y ‘retira’ los nimeros comunes a ambas. Los nu-
meros que quedan son los que al sumarlos tienen resto cero, o
dicho de otra forma, son mudiltiplos de n.
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Moraleja

Este ha sido un buen ejemplo de cémo uno puede resolver un
caso particular de un problema y terminar luego infiriendo qué
deberia decir el caso general y cémo demostrarlo también.
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El capitan, sus hijos y un crucero en el Danubio

El rio Danubio es uno de los mas famosos del mundo. Varios
cruceros lo recorren y hay muchos que estin especialmente de-
dicados a personas que disfrutan de la musica cldsica. De hecho,
uno de ellos tiene la particularidad que se detiene en todos los
paises por los que pasa el rio, y lo hace de tal forma que en cada
uno de ellos se ofrece un concierto al que tnicamente pueden
asistir los pasajeros del barco. Sélo para ser ilustrativos me permi-
to escribir la lista de estos paises: Alemania, Austria, Fslovaquia,
Hungria, Croacia, Serbia, Bulgaria, Rumania y Ucrania. Como
se advierte, nueve paises. Son muchos. Ademds, en total el Danu-
bio tiene un recorrido de mds de 2.830 kilémetros.

El barco es el mismo desde hace mds de una década, al igual
que el capitdn, quien no ha faltado a ninguno de los viajes. Aho-
ra tengo una pregunta muy particular para hacer. En principio,
usted sospechard que faltan datos pero créame que no sélo no es
asi, sino que creo que usted disfrutard de bucear hasta encontrar
la respuesta. Acd va la pregunta:
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;Qué edad tiene el capitdn del barco, cudntos hijos tiene
en total y cudn largo es el barco que maneja?
Se sabe que el producto de esos tres niimeros
(que suponemos enteros) es 32.118.

Como datos adicionales: la longitud del barco estd medida en
metros, se sabe que el capitdn tiene, entre sus hijos, una pareja
de mujeres que son mellizas y también una pareja de varones
que son mellizos, y, como era esperable que sucediera, todavia
no llegé a los 100 afios.

Le sugiero que lea de nuevo la pregunta y se detenga un rato
para pensar qué datos deberia buscar. Verd que si le dedica un
cierto tiempo, los obstdculos que ahora parecen insalvables no lo
son tanto y, cuando finalmente logre imaginar por dénde enca-
rarlo, experimentard una sensacién de conquista muy particular.
Al menos eso fue lo que me pasé a mi.

Respuesta

Como los niimeros involucrados son niimeros enteros y el pro-
ducto resulta ser 32.118, nos va a interesar saber de qué formas se
puede descomponer 32.118 como producto de varios niimeros ente-
ros. Antes de buscar esta respuesta, le propongo que miremos lo
que sucede con un niimero (cualquiera) mds chico. Voy a tomar
como ejemplo al nimero 100. Fijese.

En principio, al descomponerlo en niimeros primos (que son
los mds pequeiios, aquellos que ya no podemos dividir més), se
tiene:

100=2X2X5X5
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Luego, estas cuatro son las tinicas posibles descomposiciones
como producto de dos niimeros:

100 =2 X 50
100 =4 X 25
100 =20 X 5
100 =10 X 10

Ahora busquemos las descomposiciones como producto de
tres ntimeros. Le sugiero que las piense usted también antes de
leer la respuesta.

100=2 X 2 X 25
100=2 X5 X 10
100=4X5X5

Y, finalmente, hay una tnica manera de descomponerlo como
producto de cuatro nimeros:

100=2X2X5X5

Ya habrd advertido que estoy excluyendo al niimero uno de
todas las factorizaciones, pero no habria ningin inconveniente
en incluirlo. De hecho, uno podria agregar tantos niimeros uno
como quisiera, pero eso no parece agregarle mucho valor a lo que
buscamos. De todas formas, témese la libertad de incorporar los
nimeros unos a cualquiera de las descomposiciones que apare-
cen anteriormente.

Ahora si, después de haber analizado lo que sucede con el ni-
mero 100, exploremos lo que pasa con el nimero 32.118. Entre
usted y yo, busquemos la descomposicién en nidmeros primos
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(que por el “Teorema Fundamental de la Aritmética’ se sabe que
es unica salvo el orden en el que aparecen los factores).

32.118 =2 X 3 X 53 X 101

Estos cuatro nimeros primos son los que caracterizan al nd-
mero 32.118. Dicho esto, exploremos de cudntas formas se pue-
de descomponer como producto de niimeros més pequerios. Si-
game por aca.

1.32.118 =2 X 101 X 159
2.32.118 =3 X 101 X 106
3.32.118 =2 X 53 X 303
4.32.118 =6 X 53 X 101
5.32.118 =3 X 53 X 202
6.32.118 =2 X 3 X 5.353

Eistas seis formas son las tinicas posibles. ;Qué conclusién po-
drfamos sacar? Le recuerdo (y de paso me lo recuerdo a mi tam-
bién) que la idea es poder deducir cudntos hijos tiene el capitdn,
cudntos arios tiene y cudntos metros mide el barco.

Casi de inmediato podemos deducir que no puede ser la ulti-
ma de las seis descomposiciones (la que lleva el nimero seis): el
barco no puede medir 5.353 metros (mds de cinco kilémetros) ni
el capitdn puede tener tres afios... ni dos.

Antes de explorar lo que sucede con las otras cinco, me per-
mito recordarle que en el enunciado se dice que el capitin tiene
hijas mujeres e hijos varones (srecuerda? Tiene dos parejas de
mellizos, una de mujeres y otra de varones), o sea, tiene por lo
menos dos hijas mujeres y dos hijos varones. Esto determina que
el capitdn tiene por lo menos cuatro hijos. En consecuencia, si
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uno sospecha que el nimero mds grande tendrd que medir la
longitud (en metros) del barco, alguno de los otros dos nimeros
tiene que ser mayor o igual que cuatro. Mds atn, el restante tiene
que ser la edad del capitdn.

Ahora si, creo, estamos en condiciones de mirar las cinco des-
composiciones restantes, las que van numeradas del uno al cinco.

¢Podré ser la nimero uno? (le sugiero que piense por su cuen-
ta. De esa forma, todo este andlisis tendrd alguna utilidad para
usted también).

Sigo yo. No, la primera no puede ser porque si uno admitiera
que el barco mide 159 metros, el capitin deberia tener 101 afios
y el enunciado aclara que eso no es cierto. De la misma forma,
eso cancela la opcién ndmero dos. La que lleva el ndmero tres
tampoco puede ser, porque si bien el barco podria medir 303
metros y el capitdn tener 53 afios, si tuviera nada mds que dos
hijos entonces no podria tener hijas mujeres e hijos varones.

Ya hemos eliminado entonces, las opciones 1, 2, 3 y 6. Mire-
mos la ndmero cuatro. En este caso si podria ser, porque se de-
duciria que el barco mide 101 metros, el capitan tiene 53 afios y
tiene en total seis hijos, sin tener la necesidad de aclarar cudntas
mujeres y cudntos hombres. No hay ningin inconveniente en no
distinguir cudntos hay de cada sexo, porque el problema no pre-
gunta eso, sino cudl es el total de hijos que tiene el capitdn. Esto
quiere decir que la opcién

32.118 =6 X 53 X 101

sigue en pie.

Falta ver qué sucede con la opcién cinco. ;Quiere quedarse
en soledad?

La idea es deducir que no, que tampoco la opcién nimero
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cinco es viable. Si bien podria ser que el capitdn tuviera 53 afios
y que el barco midiera 202 metros, lo que no se podria cumplir
es que entre las hijas mujeres y los hijos varones sumen menos de
cuatro, y en la opcién nimero cinco, el nimero de hijos deberia
ser tres, jy ya sabemos que eso no puede suceder!

Moraleja

Una vez que usted pudo avanzar conmigo, en el tipo de andli-
sis que debia hacer (encontrando la descomposicion en ndmeros
primos para después agruparlos convenientemente), el resto del
camino —creo— fue sencillo.

Por supuesto, es siempre muy fdcil hablar sobre la dificultad
de un problema una vez que uno conoce la solucién. En todo
caso, como ni usted ni yo vamos a estar nunca en nuestras vidas
en esta situacion, lo que me interesaba es mostrar la capacidad
de andlisis que uno tiene aun en condiciones en las que los datos
parecen faltar. Sin embargo, no es ni fue asi. St suele pasar mu-
cho en la vida cotidiana que cuando uno cree que el problema
que enfrenta es tan complicado que uno se siente entre superado
y avasallado por él, vale la pena reflexionar que no siempre es ast:

Algunas veces los problemas no ganan.
iGanamos nosotros, los que pensamos!
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Sombreros en la entrada de un cine

A esta altura de la vida, supongo que usted y yo debemos ha-
ber visto y/o leido muchisimos problemas légicos que involucran
sombreros. Yo mismo ya debo haber escrito al menos una doce-
na. Sin embargo, siempre aparece alguno distinto, alguno que
me llama la atencién porque le agrega ‘algo’ que no se habia
planteado en los casos anteriores. De hecho, me habia compro-
metido (conmigo mismo) a no agregar ninguno mds, salvo que
contuviera algo distinto de lo que ya escribi. Asi fue como apare-
ci6 este problema. Le sugiero que, si tiene cinco minutos libres,
se dedique a pensarlo. Acd va.

Hay cuatro personas (A, B, C y D) que estdn haciendo una
cola para comprar entradas para el cine. Fijese como es la confi-
guracion geografica mirando la Figura 1.

351



Figura 1

El lugar es muy angosto y, por lo tanto, sélo B, C y D (los
tres mds cercanos a la boleteria) aparecen uno detrds de otro.
Como la cola da vuelta al llegar a la esquina, la persona que
llamé A solamente puede ver al que llamé B, mientras que B
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puede ver a Cy D; C puede ver s6lo a D y D no ve a ninguno
de los otros tres.

Supongamos ahora que tenemos cuatro sombreros: dos blan-
cos y dos negros.

Tome usted los cuatro sombreros y distribtiyalos como quiera,
de manera tal que ninguno de los cuatro pueda ver qué color de
sombrero les asigno.

Cuando haya terminado, yo preguntaré a cada uno si saben
qué color de sombrero tienen. Voy a ir en orden: primero a A,
después a B, tercero a C y luego a D. Todos pueden escuchar las
respuestas de todos.

Ahora viene lo interesante. Fijese si usted puede detectar cudl
de los cuatro es ‘diferente’ del resto. ;En qué sentido? Fn el si-
guiente: cuando llegue a esta persona, si él (o ella) puede contes-
tar, entonces los otros tres podrdn deducir l6gicamente qué color
de sombrero tienen.

Pero hay mas: si al llegar a esta persona sucede que él (o ella)
no puede contestar, entonces esto también les permitird deducir a
los otros tres qué color tiene cada uno.

Dicho de otra forma, hay una de las cuatro personas que tiene
la siguiente facultad: si contesta, los otros tres también podrdn. Y
si no puede contestar, los otros tres si podran.

(Cuidl de los cuatro es y por qué? Ahora le toca a usted. Yo sigo
a continuacion.

Respuesta

Empecemos analizando lo que le sucede a A. ;Hay alguna
distribucién posible de sombreros que le permita a A saber qué
color de sombrero tiene cuando yo le pregunte primero?

La respuesta es no. ;Por qué? Es que como A solamente puede
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ver el color de sombrero de By todavia ninguno de los otros tres
dijo nada que lo pudiera ayudar, entonces no le queda otra alter-
nativa que la de quedarse en silencio (que es como decir ‘no sé de
qué color es mi sombrero’). Conclusién: A no tiene esa facultad.

(Oué sucede con B? Dos cosas: o bien C y D tienen sombre-
ros del mismo color (no importa si son blancos o negros) o bien
tienen sombreros de colores distintos. Esto, que parece una ob-
viedad, es determinante para la solucién. Veamos.

Supongamos entonces que C y D tienen el mismo color de
sombrero. Esto le sirve a B para deducir que tiene el otro color.
Pero a partir de acd, pueden contestar los otros tres. Cuando B
dice su color, A sabe que él también tiene el mismo, y tanto C
como D tienen el contrario de Ay B.

Ya sabemos entonces que si B puede contestar, los otros tres
también. ;Quiere seguir pensando usted sin leer el texto? Igual-
mente, yo sigo.

La otra alternativa que me queda por analizar surge si B no
pudiera contestar mi pregunta.

Si pasa eso, es porque C y D tienen colores distintos. Pero este
dato es determinante —otra vez— para que puedan contestar
los otros tres. ;Por qué? Sucede que A, cuando advierte que B no
puede contestar, es porque estd viendo que C y D tienen colores
diferentes. Pero como A si puede ver el sombrero de B, entonces
sabe que o bien C o bien D tienen el mismo color (que B), y
luego A tiene el otro que queda.

Por ejemplo: supongamos que B observa que C tiene el color
blanco y D el color negro. En este caso, B no puede contestar
y se queda callado. Esto le indica a A que C y D tienen colores
distintos. La diferencia es que A ve el color de B (digamos que B
tiene color negro). Asi, A debe tener sombrero de color blanco.

Lo relevante es que el silencio de B le permite a A deducir qué
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color tiene. Ni bien A dice su color, entonces B sabe que tiene
el color diferente del de A. Y a partir de acd todo es sencillo, porque
B dice su color, C ya sabe que tiene un color diferente del de D'y
como lo estd viendo lo puede deducir, y D dice el color que resta.

Fiste andlisis permitié deducir que B tiene la facultad de la
que hablaba al principio del problema: si B contesta, todos estdn
en condiciones de inferir qué color tienen y lo dicen. Pero, si B
no puede contestar, entonces A sabe qué color tiene y a partir de
alli los otros también.

Asi como estd planteado el problema, nunca se llegaria a la
instancia en la que tengan que ser C o D los primeros en contes-
tar. Cualquiera sea la distribuciéon de sombreros, alguno de los
dos primeros (B o A) tuvo que haber hablado antes.

Reflexion final

(Cudl es el objetivo de plantear un problema de este tipo? No
crea que yo supongo que cada uno de nosotros en la vida cotidia-
na estd tratando de deducir el color de su sombrero en funcién
de los colores que tengan otras personas. No, no es asi. Si llegara
el caso en el que importara el color de sombrero que uno lleva
puesto, uno jse lo saca y mira!

Sin embargo, ser capaz de hacer andlisis de este tipo suele
cooperar para avanzar en situaciones en donde los datos parecen
insuficientes y uno cree que necesita buscar mds informacion.
En definitiva, ser capaz de hilvanar ciertos argumentos en forma
légica es lo que nos permite imaginar diferentes escenarios y te-
ner previstos planes Ao B o C.

Es que en la vida real, o bien uno no estd usando un sombrero
o bien el contexto no permite que uno se lo saque y mire de qué
color es.
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Jugando con la aritmética

Fiste ejercicio sirve para entretenerse pensando. La idea es en-
contrar algunos ndmeros para ubicarlos en lugares que he dejado
vacios expresamente, pero cumpliendo ciertas condiciones. En
lugar de avanzar en forma abstracta, permitame plantear el pro-
blema.

Fijese en esta rueda en donde hay diez circulos preparados
para recibir ciertos nimeros naturales, es decir, nimeros que em-

piezanenel 1,2 3,4,5...

Cada uno de los lugares vacios (o no), estd conectado con su
opuesto. En la figura, aparecen unidos por un segmento.
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Yo ya ubiqué a estos cuatro: 2, 49, 14 y 47.

Ahora le propongo que calculemos juntos la suma de los cua-
drados de dos adyacentes, como lo son el 2y el 49. El resultado
es 2.405. Ahora, sume los cuadrados de los que estdn ‘del otro
lado’ (los opuestos): en este caso 14 y 47, también se obtiene el

ntimero 2.405.
Es decir,

22 + 492 =2 405
De la misma forma
142 + 472 = 2.405

Hasta acd, no parece nada extraordinario. En definitiva hay
infinitos ejemplos de pares de niimeros que al sumar sus cuadra-
dos dan el mismo resultado.

Pero ahora llega lo interesante. Quiero proponerle que usted
complete la rueda con los seis nimeros que faltan de manera tal
que le propiedad siga siendo vélida ahora para todo par de niime-
ros adyacentes.

O sea, el problema reside en encontrar otros seis nimeros de
modo que cuando usted elija cualquier par de nimeros adyacen-
tes, los eleve al cuadrado y los sume, el resultado es el mismo
que si usted considera los opuestos, calculara los cuadrados y los
sumara después.

Planteado el problema, no creo que haya una tinica forma de
resolverlo y estoy casi seguro de que cada persona que invierta
una cierta cantidad de tiempo buscard elaborar su propio méto-
do. En todo caso, me apresuro a decir que conozco una solucién
(que voy a escribir en detalle a continuacién) en donde ninguno
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de los seis nimeros que faltan es mayor que 26. ;Tiene ganas de
pensar?

Idea para encontrar una solucién

Fijese que uno sabe que
22+ 492 = 14% + 477
Por lo tanto,
497 472 =14*-22 =192

Eisto quiere decir que los pares de nimeros opuestos cumplen
que la diferencia de los cuadrados es igual a 192. Por lo tanto,
cualesquiera sean los niimeros que encontremos tendrdn que
cumplir esa condicién: si uno los eleva al cuadrado y los resta, la
diferencia tiene que dar 192. Este es un paso importante. Sigo.

Le propongo ahora que llamemos a y b a dos niimeros opues-
tos cualquiera. Como el patrén que acabamos de descubrir tiene
que seguir siendo valido

a?—bl=(a-b) X (a+b) =192 ()

Fijémonos ahora en los factores primos del 192. Es decir, trate-
mos de descomponer 192 en los factores mds pequetios posibles.
Estos son justamente los niimeros primos que aparecen involu-
crados en la descomposicién de todo nimero natural.

Fin este caso se obtiene:
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192=2X2X2X2X2X2X3=20X3

Ahora queremos ver de cudntas formas podemos combinar
estos factores para obtener distintos pares de nimeros cuyo pro-
ducto sea igual a 192.

Estos son los resultados y le pido que usted haga las cuentas
por su lado para corroborar que lo que yo estoy por escribir coin-
cide con lo que usted estd haciendo.

192=96X2=48 X 4=32X6=24X8=16X 12=3 X 64 (**)

Vuelvo a la igualdad que aparece en (*). Voy eligiendo las
posibles factorizaciones que figuran en (**)

1) Si utilizo la descomposicién que involucra a 96y 2, se tiene:
192 =96 X 2
Si usted se fija en la igualdad (*) se deduce que:

a—-b=2
a+b=96

F.s decir

a=49
b =47

De esta forma, hemos encontrado un par de niimeros opues-
tos, 49 y 47 que ya estaban ubicados en el planteo del problema.
Sigamos.
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2) Si usamos la descomposicion en 48 y 4, se tiene:

192 =48 X 4
Luego,
a-b=4
a+b=48

y de estas dos igualdades concluimos que

a=26
b=22

Este es un par que no estaba antes: (26,22).

3) Ahora usemos la descomposicién en 32y 6. Se tiene:

192 =32 X6
a—-b=6
a+b=32

Esto provee otro par que sirve para ubicar en los circulos
opuestos:

4) Ahora usemos 192 = 24 X 8:
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a-b=8§
a+b=24

Eistas dos igualdades permiten obtener un nuevo par:

a=16
b=S8

5) Si ahora usamos 192 = 16 X 12, se tiene:

a—-b=12
a+b=16

y de acd reencontramos otro par que tenfamos desde el principio:

6) El ultimo producto que queda por considerar (192 = 64 X 3),
presenta una dificultad que no tenian los anteriores. Acompadrie-
me por aca:

a-b=3
b+b=064

Trate usted de encontrar los valores de a y b que hacen ciertas
estas dos igualdades, y verd que jya no son mds niimeros natura-
les! Como el objetivo del problema incluye la condicién de que
todos los niimeros involucrados sean naturales, esto significa que
al haber aceptado un nimero impar (en este caso el tres), los va-
lores de a y b no sirven para el propésito que nos ocupa. Luego,
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hay que descartar esa descomposicién. Usted podrd comprobar
que la descomposicion de 192 = 3 X 64 es la tinica que se puede
encontrar con un factor impar, si uno quiere obtener 192 como
producto de solamente dos niimeros enteros positivos.

En consecuencia, hemos descubierto estos cinco pares para
ubicar como opuestos en la rueda:

1. (47,49)
2.(2,14)
3.(16,8)  (**%)
4.(13,19)

5. (26,22)

Ahora, ubiquemos estos pares en la rueda hasta que quede
conformada asf:

En consecuencia, este método nos permitié encontrar (y ubi-
car) los seis niimeros que faltaban.

Con todo, tengo todavia una pregunta: ;por qué esto resuelve
el problema?
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Es que cuando usted tome dos nimeros consecutivos cual-
quiera, los eleve al cuadrado y luego haga lo mismo con los
opuestos, se encontrard con alguna de las igualdades que figuran
antes y que nos permitié encontrar los cinco pares. Mds atin: le
propondria que usted haga las cuentas hasta convencerse de que
lo que acaba de leer es cierto.

Una observacién final. ;Habré otros nimeros que se puedan
ubicar en esos circulos o los que encontramos son los tinicos
posibles?

Creo que usted estd en condiciones de contestar esta pregun-
ta, pero igualmente escribo una idea para responder. El método
que seguimos para encontrar los cinco pares es exhaustivo: como
dedujimos que la diferencia de los cuadrados de los niimeros que
estdn opuestos tiene que dar 192, esto fuerza a que si uno quiere
que los adyacentes tengan la propiedad que figura anteriormen-
te, deben provenir de todas las posibles descomposiciones del
nimero 192 como producto de dos niimeros enteros positivos.
Las tnicas posibles son las que encontramos y, por lo tanto, jno
hay otras soluciones!

Ahora si podemos estar tranquilos de que no nos perdimos
nada y de que las soluciones que encontramos son las tinicas que
hay. Bonito, sno?
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Problema breve y sencillo

Fijese en el nimero 5252555. Tiene en total siete digitos. El
cinco aparece cinco veces. El dos aparece dos veces. Es decir,
las cifras que aparecen (en este caso 2 y 5) se repiten exacta-
mente esa cantidad de veces en el nimero global (que tiene
siete digitos).

El nimero 6661666 también cumple lo mismo ya que hay
seis nimeros seis y un nimero uno.

Ahora, preguntas:

1. ;Cudl serd el nimero mds grande que uno podrd conse-
guir? (con siete digitos en total y donde cada uno de los
numeros tendrd que ser la cantidad de veces que aparece
repetido).

2. Cudl serd el nimero mds chico que cumpla la misma con-
dicién?

La/lo dejo a usted en soledad. Yo me retiro y reaparezco a
continuacion.
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Solucion

1. ;Podrd contener algtin ocho o algin nueve? La respuesta
es no, porque en total el nimero tiene siete digitos y si hu-
biera un ocho o un nueve, tendria que aparecer repetido
esa cantidad de veces y eso no es posible. ;Podrd contener
un siete? Si. No sélo puede contenerlo sino que el niimero
777777 (con siete nimeros siete) es el mayor de todos los
que uno pueda encontrar con esta propiedad. Esta respues-
ta fue ficil entonces.

2. ¢Cudl serd el menor? Claramente el nimero no puede con-
tener un cero, porque si lo tuviera no se podria contener a si
mismo porque tendria cero digitos. Luego, la conclusién es
que no puede haber ningtn cero. Puede haber un uno. De
hecho, si uno quiere buscar el minimo entonces es conve-
niente usarlo al principio ya que el uno es el mds chico de
todos los digitos que uno puede usar. Sigamos. No puede
haber mds ‘unos’. Con la idea de obtener el més pequefio
de todos, tratemos de usar el siguiente digito, o sea el dos.
De ellos tiene que haber exactamente dos. Luego, el ntime-
ro ‘empezard’ asi: 122. Faltan decidir otros cuatro digitos.
(Cudles pueden ser? Ya no puedo poner mds ni unos ni dos,
pero si pusiera un tres, entonces lo tendria que repetir tres
veces. No habria problema, porque lugar tenemos, pero la
dificultad se va a plantear con el Gltimo digito para ubicar,
ya que como nos queda nada mds que un solo lugar, ese
digito tendria que ser un uno y ya sabemos que no podemos
usar mds ndmeros ‘uno’. Luego, tampoco podemos usar el
ntimero tres. El siguiente digito que si podemos usar es el
cuatro. Més atin: como estamos buscando el nimero mas
chico que cumpla con esa condicién, tendremos que usar
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el cuatro y ubicarlo cuatro veces. Moraleja: el nimero tie-
ne que empezar con 122 y seguir con 4444. En definitiva,
el ndmero més chico que uno puede ‘fabricarse’ con las

condiciones que hemos pedido es el 1224444.

Antes de terminar, jno tiene ganas de modificar el nimero de
digitos que se pueden usar y llevarlo de siete a ocho o nueve o los
que usted quiera y buscar cudles son los que cumplen? En defi-
nitiva, de eso se trata la matemadtica también: tener un escenario
en donde uno ya conoce las respuestas, y empezar a investigar lo
que sucede en los alrededores, tratando de aligerar las hipétesis
lo més que uno pueda y ser lo mds general posible.

Ahora, puede seguir usted eligiendo la direccion que quiera 'y
buscando sortear los obstdculos que usted mismo se ponga. Lin-
do desafio, sno?
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Mas matemagia (primera parte)

Todo lo que tenga que ver con la ‘magia’ tiene un costado
seductor... siempre. ;Cémo hace? ;Cémo hizo? La idea es que
cada vez que un mago se presenta con un truco cualquiera, la
tentacion es, por un lado, dejarse engariar y disfrutar del momen-
to. Por otro, sufrir tratando de descubrir qué fue lo que hizo.

En este caso, le voy a proponer lo siguiente. Voy a escribir acd
una forma de descubrir 1o que usted pensd, como si pudiera leer-
le la mente ‘a distancia’. De hecho, la idea es ponerlo en practica
con amigos a quienes tratard de sorprender, de la misma forma
en que yo estoy tratando de hacerlo con usted.

Piense un nimero cualquiera™. Obviamente, no lo diga. En
fin, en este caso, aunque usted lo dijera yo no estoy alli para es-
cucharla/escucharlo. No importa: servird para cuando tenga que
ponerlo en prictica.

Mientras tanto, voy a poner un ejemplo como para que usted
pueda comparar con el nimero que usted eligié. Yo elijo el 14.

Ahora usted tiene que seguir mis instrucciones.

72. No lo escribi explicitamente pero la idea es que usted piense un niime-
ro natural, o sea, un niimero entero positivo. El truco funciona en otros casos
también, pero jpara qué complicarse?
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1. Tome el nimero que usted eligié y multipliquelo por cinco.
En mi caso, yo multiplico (14 X 5) = 70.

2. Al resultado sumele seis. En mi caso, (70 + 6) = 76.

3. Al resultado, multipliquelo por cuatro. En mi ejemplo (76
X 4) =304,

4. Al resultado, stimele nueve. En mi caso, (304 + 9) = 313.

5. Al resultado, multipliquelo por cinco. Fn mi ejemplo, (313

X 5) = 1.565.

Ahora bien: acd usted me tendria que decir qué nimero le dio
luego de todas estas cuentas. Una vez mds, como yo no estoy alli
no puedo escuchar lo que me dice, pero usted si puede escuchar-
se y escribir el nimero en un papel. Higalo. En mi ejemplo, yo
tendria que escribir 1.565.

Con el dato que usted me dio, yo haria lo siguiente (y le pido
que usted lo ponga en prictica): “Réstele 165 y divida por 100 y
obtendrd el nimero original”.

En mi caso, como yo llegué a 1.565, si le resto 165 llego a 1.400.
Si lo divido por 100, resulta 14... jque era el nimero original!

Supongo que si usted hizo bien las cuentas, le tiene que haber
dado el resultado correcto. La pregunta (y el atractivo) que surge
es la siguiente: jpor qué?

(Quiere pensar usted la respuesta?

Acd voy. Voy a llamar X al nimero que usted pensé. Los pasos
que yo le pedi que diera fueron, sucesivamente:

. multiplicarlo por 5
. sumarle 6
. multiplicarlo por 4
. sumarle 9

VUl AW DN —

. multiplicarlo por 5
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Ahora, hagdmoslo con el nimero X que usted eligié. Se tie-
nen entonces los siguientes resultados parciales:

1. 5X (al haberlo multiplicado por 5)
2. (5X + 6) al sumarle 6
3. (5X + 6)4 = 20X + 24 (al multiplicarlo por 4)
4. (20X + 24) + 9 = 20X + 33 (al sumarle 9)
5. (20X + 33)5 = 100X + 165 (al multiplicarlo por 5)
Al llegar acd es donde usted advierte lo que pasé: el nimero al
que llegamos es (100X + 165). Luego, cuando usted me dice el
nimero al que llegd, me estd diciendo:

(100X + 165)

Entonces yo, mentalmente, le resto 165 y tengo 100X. Luego,
divido por 100 y tengo el ndimero X.

Eis decir, si yo juntara todo el proceso que hicimos en una sola
formula, se trata de hacer lo siguiente con el nimero X original:

[(5X + 6)4 +9]5
Cuando uno la desarrolla, se llega a (100X + 165) y listo. De

alli, yo resto 165 y divido por 100 y tengo el niimero original que
usted penso.
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Mas matemagia (segunda parte)

Un truco mds para quien se quiera preparar para ‘ejercer’ de
mago. No, con esto ciertamente que no le alcanzard, pero para
alguna reunién, o para sorprender a amigos y/o familiares, este
tipo de problemas son especiales.

Como tantas otras veces y con tantos otros ejemplos, se trata
de que una persona piense un nimero (que no le dird) y usted
ird conduciendo con ciertas preguntas para que al final, cuando
ella (o él) le den el resultado, usted pueda deducir cudl era el
nimero original.

Por supuesto, sé que hay multiples variantes pero ésta me pa-
rece particularmente atractiva. Acd va.

Al mismo tiempo que yo le proponga lo que hay que hacer
con un nimero cualquiera que llamaré X, lo voy a hacer con dos
ejemplos como para que queden las ideas mds claras. Es decir,
voy a mostrarle qué es lo que hay que hacer y, simultineamente, voy
a hacer de cuenta que usted y yo estamos juntos y elegimos dos
nimeros para ver cdmo los descubre el mago.

Supongamos entonces que el nimero que alguien elige se lla-
ma X. Pero, por otro lado, supongamos que usted elige el nimero
seis y yo elijo el ndimero siete.

Estas son las instrucciones que hay que seguir:
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. Multiplique el ndmero por tres. Llegamos al nimero 3X.
En el caso de los dos ejemplos que estoy haciendo en pa-
ralelo, en el caso del seis, al multiplicar por tres, se obtiene
el nimero 18. Cuando multiplico siete por tres, resulta el
ndmero 21.

. Si cuando usted multiplicé por tres le dio un ndmero par,
dividalo por dos. Si le dio impar, simele uno y dividalo por
dos. En mis dos ejemplos funciona asi: en el caso 18 (que
es par), lo divido por dos y queda nueve. En el caso del 21,
como es impar, le sumo uno (y queda 22) y lo divido por
dos: el resultado es 11. O sea, tengo nueve en un caso y
once en el otro. No sé lo que pasé con su niamero.

. Ahora multiplique el resultado que obtuvo otra vez por tres.
En uno de mis ejemplos, en el caso del nueve, al multipli-
carlo por tres queda 27. En el caso del 11, al multiplicarlo
por tres queda 33.

. Cuando llegé hasta acd, divida por nueve el nimero al que
lleg6 usted, y si no le da exacto, no se preocupe: jolvidese
de los decimales! Solamente digame qué ndmero le da el
cociente. En los dos ejemplos mios, en un caso (al dividir
27 por 9) llego al nimero tres. En el otro, al dividir 33 por
nueve, también llego a tres.

. Final: si cuando yo le pregunté si habia llegado a un ntime-
ro par usted me dijo que si, entonces el nimero que usted
eligio es el doble del que llegd en el paso anterior (com-
pruébelo). Si en cambio me habia dicho que era impar,
entonces su ndmero original es el doble mds uno. Fijese lo
que me pasa a mi: cuando yo obtuve 18, dije que el nimero
era par y, por lo tanto, siguiendo esa cuenta llego hasta el
tres. El ntimero original mio es entonces el doble de tres, o
sea jseis! (que efectivamente fue el nimero original mio).
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En el caso impar, yo llegué también a tres. En este caso, el
nimero original se calcula como el doble mds uno. Por lo
tanto, el doble de tres es seis, y mds uno es siete, que efec-
tivamente también era mi ndmero original.

Moraleja: en cualquiera de los dos casos es posible llegar a
descubrir cudl es el nimero. Ahora bien, ;por qué funciona?

Voy a empezar por el caso en que al multiplicar por tres se
obtiene un nimero par. Para que esto haya sucedido, el nimero
original que uno eligié ya era par antes de haberlo multiplicado
por tres. Es decir, multiplicarlo o no por tres no altera la paridad.
Luego, el niimero original que uno eligié tiene que haber sido de
la ‘forma’ (2k). Recuerde entonces que si bien al ndmero original
lo llamamos X, tiene que haber sido X = 2k. Avancemos desde
acd. Al multiplicarlo por tres se obtiene el nimero 6k. Al dividirlo
por dos (que es lo primero que me piden que haga), se obtiene
el nimero 3k. Luego hay que multiplicarlo por tres otra vez. Se
obtiene 9k. Y acd llega el momento de dividirlo por nueve. Al
hacerlo, al dividir 9k por nueve, se jobtiene el nimero k! Luego,
como indicaba antes, el nimero original se obtiene como el doble
del niimero al que se llega, que habia sido k. Y efectivamente el
original era (es):

X =2k

O sea, ya sabemos por qué sucede que se recupera el niimero
que queremos si al hacer el primer paso (multiplicar por tres)
queda un ntmero par.

Supongamos que quedé un nimero impar. Esto quiere decir
que el nimero original tiene que haber sido impar antes de haber-
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lo multiplicado por tres. Luego, el ndmero original tiene que ser
de la forma (2k + 1). Avancemos.
Primero, hay que multiplicarlo por tres. Se tiene:

(2k +1)3 =6k + 3

Como resulta impar, pediamos sumarle uno y después dividir-
lo por dos. O sea, el niimero ahora es

(6k +3) + 1
y luego, hay que dividirlo por dos:
(6k +4)/2 =3k + 2
Al multiplicarlo por tres otra vez, fijese que se obtiene:
33k +2) =9% + 6

Acd ya casi llegamos. Al tener (9k + 6) y dividirlo por nueve, el
resultado va a ser k (si uno ignora el resto). Y efectivamente, eso
es exactamente lo que necesitamos, porque al encontrar el niimero
k, uno sabe que el original era (2k + 1).

Eis decir, las instrucciones lo conducen a uno (que va haciendo
cuentas totalmente desprevenido de la trama que hay atrds) hasta
llegar al niimero original.

Ultima observacion

Anteriormente figuran las cuentas que uno puede hacer para
corroborar por qué funciona todo bien. Sin embargo, son cuen-
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tas que hice yo. No creo que a usted le sirvan. Lo que si estoy
seguro que le va a servir es si se sienta usted, con un ldpiz y un
papel, y se dispone a tratar de pensar en soledad por qué la forma
de recuperar el nimero es la que yo propuse. Pero no me crea a
mi: hdgalo por las suyas. Verd que es mucho mds entretenido v,
ademids, tiene el valor de haberlo hecho usted, no pedirlo pres-
tado. En todo caso, gpara qué le serviria si llegado el momento
necesita una herramienta que alguna vez le presté alguien, pero
ahora ese alguien no estd cerca? ;No es preferible descubrir uno
mismo cémo funciona?
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Problemita ‘abierto’

Quiero proponerle un cambio. Si, un cambio. Sigame por
acd y le explico.

Cada vez que planteo un problema, mi idea es invitarla/in-
vitarlo a que piense la solucién. Me imagino que usted asume,
aunque no esté escrito explicitamente, que la solucién existe,
que yo la sé y que seguramente aparecerd luego en el texto. Po-
dria suceder que yo no pueda escribir todos los detalles de la tal
solucién, pero es como si hubiera una suerte de acuerdo técito:
yo le sugiero que piense algo, usted lo piensa vy, le salga o no,
usted asume que en alguna parte esa respuesta existe.

Esta vez quiero hacer un cambio. Le voy a proponer pensar
algo sobre lo que no tengo una respuesta. Mds atin: no es que yo
—en particular— no sepa c6mo explicar el fené6meno que voy a
describir, sino que creo que nadie lo sabe.

En algin sentido, la investigacién en matemadtica en su mayor
parte sucede de esa forma: no sélo no sabemos c6mo se resuelven
los problemas sino que algunas veces ni siquiera sabemos cémo
hay que formularlos. De alli la fascinacién que genera trabajar
en esta actividad en forma cotidiana. Aqui no hay lugar para el
aburrimiento ni para la rutina. Es un trabajo que requiere de
creatividad, consistencia, persistencia, pasién... Ademads ofrece
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una recompensa Unica: el placer de descubrir, de ‘hacer’ cami-
nos donde no habia nada. En fin, podria escribir muchas paginas
sobre lo que significa ‘hacer matemdtica’. Pero me desvié. Sigo.

Si bien encontré varias contribuciones en internet sobre el
tema, me parecié que lo mejor ha sido escrito por el matemadtico
inglés lan Stewart, uno de los candidatos a reemplazar a Martin
Gardner (como el mds importante difusor de la matematica re-
creativa). Sus libros son realmente espectaculares y sus articulos
son una verdadera delicia, independientemente del tépico que
aborde.

Si me baso en lo que lef de Stewart mds lo que yo busqué (y
no encontré) en internet, la explicacién no se conoce hasta hoy
(marzo del afio 2015), pero bien podria ser que no haya habido
mucha gente interesada en el tema o bien que nadie haya hecho
un esfuerzo suficiente para encontrar una solucién, porque en
definitiva, quizds el problema no valga la pena.

Antes de pasar al problema propiamente dicho, quiero hacer
una observaciéon mds: como usted verd, el planteo es realmente
muy sencillo. Serfa bueno que pudiera conseguir una calcu-
ladora o tener acceso a una computadora con un programa
sencillo para hacer multiplicaciones de ndmeros que, si bien
no son tan grandes, evitan el tedio de tener que hacer las ope-
raciones a mano. Dicho esto, el resto es un camino totalmente
abierto para lo que usted tenga ganas de hacer. Acd voy.

Tome el nimero 123.456.789. Multipliquelo por 1, 2, 3,4, 5,
6,7, 8y 9y anote los resultados. Yo la/lo ayudo y anoto...

1 123.456.789
2 246.913.578
3 370.370.367
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4 493.827.156
5 617.283.945
6 740.740.734
7 864.197.523
8 987.654.312
9 1.111.111.101

Fijese en los resultados que se van obteniendo. Si usted re-
visa la lista, verd que al multiplicarlo por cualquier nimero que
no sea miltiplo de tres (como el propio nimero tres, el seis o el
nueve), se obtiene un nimero que contiene todos los digitos del
uno al nueve, en algin orden, jpero sin el cero! En los otros tres
casos (que destaqué con itélica) el patrén se pierde, ya no estin
todos los digitos y, encima, aparece un cero que no figura en los
otros resultados.

La primera tentacién que uno tiene (creo) es decir: spor qué
voy a parar las multiplicaciones en el nimero nueve? ;Por qué no
seguir? Hagamoslo entonces. Sigamos multiplicando el nimero
original (123.456.789) ahora por 10, 11, 12, 13, 14, etc. ;Qué
sucederd ahora?

Pasa esto:

10 1.234.567.890
11 1.358.024.679
12 1.481.481.468
13 1.604.938.257
14 1.728.395.046
15 1.851.851.835
16 1.975.308.624
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17 2.098.765.413
18 2.222.222.202

Antes de leer lo que sigue, fijese si encuentra algo que le lla-
me la atencién. No me siga a mi porque los caminos por los que
yo fui no me condujeron a nada nuevo. Siéntase libre para hacer
sus propias conjeturas.

Al multiplicar el nimero original ahora por 10, 11, 12... hasta el
18, y mirar los resultados, puedo proponer algunas observaciones:

1. Al multiplicar por nimeros de dos digitos, como por ejem-
plo 123.456.789 por diez, ahora no s6lo aparecen todos los
digitos del 1 al 9, sino que se agrega el cero. Lo mismo
sucede cuando uno lo multiplica por 11. Fijese (por favor)
que en este caso, resulta el nimero 1.358.024.679. Este
nimero contiene todos los digitos ahora, del 0 al 9... todos.

2. Tal como sucedia al multiplicar 123.456.789 por tres, seis y
nueve (todos multiplos de tres), la situacion se repite ahora
al multiplicarlo por 12, 15y 18: vuelve a desaparecer la be-
lleza y la armonia de los otros productos o, si usted prefiere,
para no ser tan poético, ahora no aparecen todos los digitos
como en los otros casos.

Alllegar acd quiero detenerme porque sucede algo raro. Cuan-
do uno multiplica 123.456.789 por 19, se obtiene:

19 2.345.678.991

;Por qué escribi raro? Porque ahora ya no estoy multiplicando
por un multiplo de tres (19 no lo es). Sin embargo, ahora no es-

378



tan todos los digitos del 0 al 9, sino que justamente, falta el cero 'y
aparecen dos nimeros nueve.
Y mire la siguiente lista:

20 2.469.135.780
21 2.592.592.569
22 2.716.049.358
23 2.839.506.147
24 2.962.962.936
25 3.086.419.725
26 3.209.876.514
27 3.333.333.303

Supongo que uno podria decir que es esperable que al multi-
plicarlo por mdltiplos de tres (como 21, 24 y 27) no aparezcan
todos los digitos (como habia sucedido antes), pero con los res-
tantes, el 20, 22, 23, 25 y 26, todo se cumple como al principio.

Y al llegar acd no tengo mds nada que escribir. Siéntase libre
para buscar alguna explicacién de por qué sucede este fenémeno.

1. ;Por qué pasa lo que pasa con los mdltiplos de tres?

2. ¢Por qué desaparece toda la belleza y armonia que habia
hasta acd cuando uno multiplica por 197 ;0ué tiene el ni-
mero 19 para que lo distinga de los anteriores?

3. Si usted avanza atin mds, verd que el 19 no es el tnico que
produce ese efecto, sino el primero: aparecerdn muchos més.

Como no se conoce la explicacion de por qué sucede todo lo

que usted vio hasta acd, la idea es que alguien pueda buscar y
encontrar alguna razén que lo justifique.
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Por altimo: serd determinante descubrir la respuesta? Lo mds
probable es que no... pero ;qué importa? Si uno es capaz de en-
contrar la solucién a un problema que hasta ahora nunca nadie
pudo, ¢no deberia ser suficiente? ;Y quién dice que encontrar esa
explicacién no coopere para resolver otros problemas? De eso se
trata, ni mds ni menos... del placer de encontrar un pequefio
tesoro.

Nota

A continuacién figuran los resultados que se obtienen al mul-
tiplicar 123.456.789 por los primeros 100 nimeros. No espere
de mi parte ninguna pregunta mds. Solamente agrego esta lista
para evitar que usted tenga que hacer las cuentas si le interesa
seguir pensando. En todo caso, el articulo deberia terminar en el
parrafo anterior.

123.456.789
246.913.578
370.370.367
493.827.156
617.283.945
740.740.734
864.197.523
987.654.312
1.111.111.101
1.234.567.890
1.358.024.679
1.481.481.468

—_
— 5 0 ®© <1 O V1AW —

[—
[N)
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13 1604938257
14 1728395.046
15 1.851.851.835
16 1.975.308.624
17 2098765413
18 2.222.222.202
19 2.345.678.991
20 2.469.135.780
21 | 2592592569 |
22 2.716.049.358
23 2.839.506.147
24 | 2.962.962.936 |
25 3.086.419.725
26 3.209.876.514
27 | 3.333.333.303
3.456.790.092

3.580.246.881
30 3.703.703.670

31 3.827.160.459
32 3.950.617.248
33 4.074.074.037
34 4.197.530.826
35 4.320.987.615
36 4.444.444.404

4.567.901.193

4.691.357.982
39 4.814.814.771
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40 4.938.271.560
41 5.061.728.349
42 5.185.185.138

43 5.308.641.927
44 5.432.098.716
5.555.555.505
5.679.012.294

5.802.469.083
5.925.925.872
6.049.382.661
50 6.172.839.450
51| 6.296.296.239 |
52 6.419.753.028
53 6.543.209.817
54 | 6.666.666.606
6.790.123.395
6.913.580.184
7.037.036.973
7.160.493.762
7.283.950.551
60 | 7.407.407.340
61  7.530.864.129
62 7.654.320.918
63 | 7.777.777.707

7.901.234.496
65 8.024.691.285

66 §8.148.148.074
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8.271.604.863

8.395.061.652
69 8.518.518.441

70 8.641.975.230
71 8.765.432.019
72 | 8.888.888.808
73 9.012.345.597
74 9.135.802.386
75 | 9.259.259.175 |
76 9.382.715.964
77 9.506.172.753
78 | 9.629.629.542 |
79 9.753.086.331
80 9.876.543.120
81 | 9.999.999.909 |
82 10.123.456.698
83 10.246.913.487
84 | 10370.370.276 |
85 10.493.827.065
86 10.617.283.854
87 | 10.740.740.643 |
88 10.864.197.432
89 10.987.654.221
90 | 11111.111.010 |
91 11.234.567.799
92 11.358.024.588
93 | 11.481481.377 |
94 11.604.938.166
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95 11.728.394.955
9 | 11.851.851.744 |
97 11.975.308.533
98 12.098.765.322
99 | 12222222111 |
100 12.345.678.900
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(Qué nimero es el que sigue?”

Voy a proponer un problema que ‘no me gusta’. Lo hago ‘casi’
en contra de mi voluntad, porque hay muchisima gente que dis-
fruta en pensarlos.

Primero, voy a escribir el planteo y después, una vez conocida
la ‘solucién’, quiero exponer las razones por las que discrepo con
esta categoria de problemas.

Por ejemplo, si yo escribiera los siguientes ndmeros:

1 2 3 4 5 6 7 8

y le preguntara: si usted tuviera que agregar uno mds a esta su-
cesién, jqué ndmero pondria después? O podria presentarlo as:
(qué numero esperaria usted que le siga al ocho, después de ha-
ber leido todos los que lo precedieron?

Por supuesto, la tentacién (obvia) es decir: el nimero que si-
gue tiene que ser el nueve.

Otro ejemplo. Si yo propusiera esta sucesién de nimeros:

1 3 5 7 9 11..

73. Este problema aparecié en un test de aptitud que tomaron en los labora-
torios de Google y fue distribuido entre los estudiantes en el otofio del afio 2004.
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y preguntara lo mismo que antes (;qué nimero seria esperable
que siga?), la respuesta mds frecuente seria: el nimero trece.

Estos son casos m4s o menos sencillos, pero como se imagina
hay muchisimas variantes y las respuestas esperables no son tan
fdciles de deducir. Por ejemplo, si yo le diera esta sucesion de
nimeros:

0 1 3 7 15 31 63. (%)

scudl serfa el nimero esperable luego del 637 ;Quiere tomarse
un instante para pensar en soledad?

En cualquier caso, voy a escribir acd una ‘solucién’: decida
usted si sigue leyendo o prefiere pensar por su cuenta.

En todo caso, para avanzar, pensemos juntos en la siguiente
sucesion:

1 2 4 § 16 32 64...

Fistos ntiimeros, son las primeras potencias de 2. ks decir, si uno
escribe los distintos valores que aparecen cuando uno calcula:

20 2! 28 2 2t D 26,
obtiene’™:

1 2 4 8 16 32 64.. (")

74. El nimero 2° = 1. En realidad, si uno toma @, un nmero real cual-
quiera pero DISTINTO DE CERO, y lo eleva a la cero, el resultado es uno.
O sea, a” = 1, cualquiera sea a (no nulo).
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Ahora lea los nimeros que aparecen en (*) y trate de descu-

Intuyo que usted detecta que los que aparecen en (*) son los
mismos que figuran en (**) pero a los que les he restado ‘uno’.

Es decir, uno construye los nimeros que aparecen en (*) cal-
culando las sucesivas potencias del nimero 2 y luego les resta un
uno.

Ahora, llega el momento de plantear el problema del que em-
pecé a hablar antes. Lo que voy a hacer es escribir una sucesién
de nimeros y le voy a proponer que trate de intuir cudl es el
proximo (que deberfa seguir).

Acd van:

111 21 1211 111221  312211...  (**%)

Ahora le toca a usted.

‘Solucion’

A diferencia de lo que me sucede cuando quiero escribir la
solucién a un problema, en este caso me siento vulnerable: si
bien voy a contestar la pregunta, le propondré un nimero que
uno podria esperar que sea el siguiente, yo creo que se podrian
encontrar muchisimas formas mas de continuar con la sucesién
que figura en (***). Pero de eso me voy a ocupar luego.

Fijese en los nimeros que aparecen en (***) y 1éalos en voz
alta. Como no estoy con usted, no lo podemos hacer juntos, pero
voy a escribir acd lo que usted deberfa estar leyendo, tomdndome
la licencia de agregar algunos ‘plurales’ y poniendo el articulo
‘un’ en lugar de ‘uno’.
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1. Uno

2. Un Uno

3. Dos Unos

4. Un Dos... Un Uno

5. Un Uno... Un Dos... Dos Unos
6. Tres Unos... Dos Dos... Un Uno

;Por qué lo hice? Es que si usted se fija en (**%), verd que la
sucesion de ndmeros estd armada ‘leyendo’ la cantidad de ‘unos’
o ‘dos’ o ‘tres’ que hay.

Empecemos juntos. Primero, hay un ‘uno’y por eso, el segun-
do nimero de la sucesién es 11 (como si estuviera diciendo ‘un
uno’). Ahora, para el siguiente niimero, hay que ‘leer’ el nimero
11, pero no como si fuera un ‘once’ sino seiialando que hay ‘dos’
nimeros ‘uno’. Por eso, el siguiente es ‘21", ;Cémo seguir? Aho-
ra, hay ‘un nimero dos’ y ‘un niimero uno’. Por lo tanto, el proxi-
mo nimero serd: 1211 (un dos, un uno). ;Y el préximo? ‘Un
uno’, ‘un dos’y ‘dos unos’. Por lo tanto, hay que escribir: 111221.

Ahora creo que estd claro c6mo se va conformando la suce-
si6n. El siguiente serd: ‘tres unos’, ‘dos dos’ y ‘un uno’. O sea:
312211.

Ahora estamos en condiciones de contestar la pregunta origi-
nal del problema. El nimero que ‘seria esperable’” que siguiera
es: 13112221.

Es que al Teer’ el nimero 312211, uno dice: ‘un tres’, ‘un
uno’, ‘dos dos’, ‘dos unos’: 13112221.

Voy a parar acd porque creo que estd claro como habria que
seguir (si es que uno tuviera muchisimo tiempo y no supiera muy
bien qué hacer con él).

Ahora quiero cumplir con mi promesa y escribir por qué no
me gustan estos problemas.
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Primero, porque contienen ‘en algin lugar’ una ‘trampa’. Si
usted revisa lo que desarrollé antes, verd que en algunos casos es-
cribi el nimero ‘uno’ y en otros, utilicé el articulo ‘un’. Algunas
veces usé los plurales (porque necesitaba escribir ‘dos unos’, por
ejemplo) y en otros casos, no. Ya con esto serfa mas que suficien-
te para no incluirlo entre los problemas a pensar. Siento que en
alguna parte hay una suerte de ‘estafa’ al lector, a usted, que con
buena fe estd buscando cémo construir la sucesion, y descubre
que en el camino yo le estoy poniendo el pie. No me gusta hacer
eso, ni en un problema de matemética ni en la vida en general.

Segundo punto y muy importante. Cada vez que se espera
que uno ‘agregue’ un nimero a una sucesion, y se supone que
uno tiene que ‘descubrir’ cudl es, termina siendo también una
situacién ambigua. ;Por qué?

Fijese en el primer ejemplo que escribi. Si yo pongo (como
hice antes):

1 2 3 4 5 6 7 8...

la tentacién es decir (y supongo que en este caso usted estard de
acuerdo) que el nimero que sigue es el nueve.

SIN EMBARGO (asi, con maytscula), yo podria decir: “No,
no esperaba que usted dijera el nueve”. La sucesion, en realidad,
es asi:

12345678123456781234567812345678...
O sea, la sucesién empieza con los primeros ocho nimeros

naturales y después se repite indefinidamente. Es decir, jno va el
nimero nueve!: va el nimero | otra vez, y después el 2, y después
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el 3, etc. Escribir nueve constituye UNA forma de seguir, pero de
ninguna manera la tinica... jni mucho menos!
Fijese que yo podria seguir de esta otra forma:

12345678876543211234567887654321...

Es decir, otra forma de seguir podria ser llegar hasta el ‘ocho’
en forma ascendente, y después, repetirlo y empezar ‘a bajar’ has-
ta llegar al uno otra vez, y después, reproducir nuevamente esos
dieciséis nimeros.

Por supuesto, estas dos maneras de continuar son las que se
me ocurrieron a mi, pero usted podria crearse sus propias mane-
ras... jy todas estardn bien! Incluso si tiene ganas de continuar
escribiendo jjjcualquier cosa!ll!

Podria seguir asi (voy a poner entre paréntesis los nimeros

que agrego):

12345678 (793857283) (93857) (15) (0)
(1425378429385729385). .

Puedo seguir como quiera, y SIEMPRE constituird una sucesion.

Es por eso que creo que la segunda observacion es la que me-
rece mayor atencién. Cuando a una persona me pide ‘a mi’ que
diga cémo deberia seguir una sucesion como la que escribi origi-
nalmente, mi respuesta, inexorablemente es ‘cualquiera’, porque
en todo caso, lo que me estdn preguntando es si yo puedo ‘adi-
vinar’ o ‘descubrir’ lo que esa persona pensé, pero de ninguna
forma hay una tinica manera de continuar.

Para terminar: la pregunta original es ambigua, no tiene solu-
cién tnica. Por lo tanto, pretender que uno encuentre respuesta
es intentar algo imposible.
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Ahora si me siento mds tranquilo. Cumpli con aquellos que
me pedian que incluyera en alguna oportunidad problemas de
este tipo y, al mismo tiempo, logré —espero/creo— expresar mi
disgusto y discrepancia.

;Y usted? ;Qué posicién prefiere tomar?
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ABC + ABC + ABC = BBB

El siguiente problema me gusta porque tiene un enunciado
breve y todo lo que hace falta es pensar diferentes escenarios posi-
bles. Vera que es entretenido en ese sentido.

La pregunta es ésta: sse pueden encontrar tres digitos distintos
A, By C de manera tal que se cumpla esta igualdad?:

ABC

+ ABC (%)
ABC
BBB

Todo lo que hay que hacer es reflexionar sobre las distintas
posibilidades al ir variando los digitos. Una observacién (impor-
tante): los tres digitos tienen que ser distintos. Por ejemplo, si
no se pidiera esa condicién, entonces podriamos tomar los tres
numeros iguales a cero, y listo.

Ahora le toca a usted.
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Respuesta

Voy a explorar con usted las posibilidades para C. O sea, le
propongo que vayamos recorriendo juntos los posibles valores
que podria tomar C y ver si hay alguno que permita conservar la
igualdad que figura en (*), teniendo la precaucion de que los tres
nimeros (A, By C) sean todos distintos.

Supongamos que C fuera igual a cero. ;Podria suceder esto?
Le sugiero que piense usted junto conmigo, de manera tal que
en algiin momento, pueda independizarse de mi y avanzar en

soledad.

a) Sigo. Si C = 0, entonces al mirar la igualdad (*), resultaria
que al sumar tres veces cero, el nimero B que figura abajo, como
suma, no podria terminar en B: en ese caso, si C = 0, necesita-
riamos que B también fuera igual a cero, y esto estd descartado.
Luego, C no puede ser cero.

b) Ahora exploremos lo que pasaria si C = 1. En ese caso, al
empezar a sumar (como en (*)), resultaria que B tiene que ser
igual a tres (ya que alli figura que (C + C + C) = 3). Pero si B fue-
ra igual a 3, mirando la segunda columna de (*), resultaria que
(3+3+3) = 3 también (porque en este caso, el valor de B seria 3),
pero después necesitariamos que sea nueve. Luego, el caso C =1
hay que descartarlo también.

¢) Ahora veamos si C = 2. En ese caso, al sumar tres veces C,
obtendriamos que B = 6. Pero después, en la segunda columna
de (*), deduciriamos que (B+ B + B) =6+ 6 + 6 = 18, por lo
que tendriamos que dejar un nimero ocho. En ese caso, no se
cumplirfa la igualdad (*), porque B deberia ser un ocho por
un lado y un seis por otro. Luego, hay que descartar que C = 2
también.
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d) Estudiemos ahora C = 3. En ese caso, (3+ 3 +3) =9, por lo
que deduciriamos que B = 9. Entonces, mirando la segunda co-
lumna, tendriamos que (9 + 9 + 9) = 27, por lo que deberiamos
dejar un numero siete, pero B deberia ser 9 por un lado y 7 por
otro. Luego, también hay que descartar C = 3.

e) ¢Podria ser C = 4? Haciendo el mismo ejercicio que en los
casos anteriores, por un lado (4 + 4 + 4) = 12, por lo que uno
deduciria que B tiene que ser dos, pero deberfamos ‘llevar’ un
uno para la segunda columna. Si B fuera igual a dos, entonces
sumdndolo tres veces obtendriamos seis, y agregando el uno que
trafamos de la primera columna, deberiamos obtener siete. Y esto
no es posible. Luego, hay que descartar C = 4.

f) Veamos si C puede ser igual a 5. En ese caso, al sumar la
tercera columna, obtendriamos (5 + 5 + 5) = 15, por lo que B
deberia ser cinco también, y esto no es posible ya que los tres
digitos tienen que ser distintos.

g) Ahora pasemos a analizar C = 6. Aqui (6 + 6 + 6) = 18,
por lo que ‘llevariamos” un uno para la segunda columna, y B
deberia ser ocho. Pero si B fuera igual a §, entonces al sumar los
integrantes de la segunda columna (que son todos iguales a B),
tendriamos (8 + 8 + 8) = 24, mds uno que traiamos de la primera
columna, seria 25. Por esta razon, B deberia ser cinco, y esto no
es posible. Luego, hay que descartar C = 6.

h) Veamos el caso C = 7. Como antes, (7 + 7 + 7) = 21,
por lo que resultarfa que B = 1 (y deberfamos ‘llevar’ un dos
para la segunda columna). Entonces, si ponemos B =1 en la
segunda columna, sumarfamos (1 + 1 + 1) = 3, mds los dos que
‘tratamos’ de la primera columna, tendriamos B = 5, lo que no
puede ser.

i) Ahora, caso C = 8. Aqui (8 + 8 + 8) = 24. Se obtendria
que B =4, y ‘llevamos’ dos para la segunda columna. Al sumar
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los tres miembros de la segunda columna (que son todas letras
B), tendriamos (4 + 4 + 4) = 12. Pero como ‘trafamos’ dos de la
primera columna, jahora si podemos seguir! Es decir, en este
caso, hasta acd, no hay contradiccién. Sumamos los tres nime-
ros cuatro en la segunda columna, més los dos que trafamos de
la primera, y tenemos 14. Ahora, ‘llevamos’ uno para la primera
columna, y si decidimos que A = 1, entonces jtodo cierra!l He-
mos encontrado entonces tres nimeros A=1,B=4yC =8§, de
manera tal que si uno suma 148 tres veces, el resultado es 444,
que es tres veces B.

i) Ultimo caso posible. ;Qué pasaria si C = 9?7 De la tercera
columna, se tendria que (9 + 9 + 9) = 27. Se deduce que B =7.
Pero si pongo B = 7 y sumo tres veces el nimero siete, tenemos
21. Si sumdramos el dos que ‘traemos’ de la columna anterior,
deducirfamos que B tendria que ser igual a tres, lo que no es
posible.

Moraleja: jel inico resultado posible esA=1,B =4y C = 8!

Reflexion final

La particularidad que tiene este ejercicio es que el andlisis es
directo. Todo lo que hay que hacer es evaluar las distintas posi-
bilidades (tal como hicimos antes). La deduccién dependié de
lo exhaustivo del andlisis. Exploramos todos los casos posibles, y
descubrimos que habia una sola combinacién posible que valida-
ba el resultado que figura en ().

En algtin sentido, es un ejercicio diferente de los que aparecen
habitualmente, pero es muy ttil cuando uno necesita recorrer
un largo espectro de posibilidades. Puede que sea tedioso, pero la
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garantia estd dada: al terminar el recorrido, o bien uno encuentra
la solucién o bien estamos en condiciones de decir que no existe.
No es poco”.

75. Luego de leer el problema (y la solucién) Carlos D’Andrea me propu-
so que incluyera una variante. Acd voy: “;Qué pasaria si uno permitiera que
los digitos se repitieran?”. Es decir, en el enunciado original yo me ocupé en
enfatizar que los tres ndmeros, A, B y C, son distintos entre si. La nueva pre-
gunta ahora es: ;Existen A, B y C, tres nlimeros enteros, no necesariamente
distintos entre si, de manera tal que (ABC + ABC + ABC) = BBB?
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El Mago, Carolina, Martin y las 64 monedas.
Un problema dificilisimo

Me encuentro en una situacién complicada. El problema del
que quiero escribir me gusta muchisimo, lo considero hipera-
tractivo, pero al mismo tiempo me parece dificil. Mds atin: me
parece muy dificil. ;Qué hacer? ;No lo incluyo? ;No lo compar-
to? ;Quién dice que yo tengo razén? ;Cémo saber que es mejor
‘guarddrmelo’ para mi? En definitiva, ;c6mo lo encontré yo?

La historia fue asi. Noviembre del afio 2014. Mucha gente
tiene la generosidad de ofrecerme problemas que han visto en
algiin lugar y que quieren distribuirlos para que todos podamos
disfrutarlos. Es una suerte de ‘sociedad invisible’. Estamos todos
unidos, como ‘cruzados’ o ‘atravesados’ por un hilo invisible que
nos hace comparieros. Carlos Sarraute es uno de los mds activos
participantes y a mi me entusiasma verlo tan comprometido con
esta ‘causa’.

El correo electrénico de Carlos decia que habia tenido que
hacer un tramite bancario, sabia que no le quedaria més remedio
que estar parado en una cola por mds de una hora, y que habia
un problema que habia visto que lo tendria ‘entretenido’. Y asi
fue. Me escribié el enunciado y, como corresponde, en dos men-
sajes separados me cont6 la solucién.
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El propio Carlos terminé su dltimo mensaje diciendo: “Sé
que es un problema muy dificil, pero cuando uno lo lee piensa que
es imposible encontrar la solucién. De todas formas, pensé que te
interesarfa conocerlo. Decidi qué es lo que creés que habria que
hacer”.

Bien, decidi que lo quiero escribir. Y acd estoy. Después de ha-
ber pensado durante mucho tiempo c6mo plantearlo, esto es lo
que se me ocurrid. Eso si: una vez que lo lea, piense que si lee la
solucion, se priva de pensar algo que es una suerte de desafio. ;De
qué le serviria leerla si no le dedicé ningtin tiempo? Mi idea es
tratar de convencerla/convencerlo de que el atractivo de este tipo
de problemas es llegar a entender dénde estdn las dificultades.
Y de eso se trata. En fin, suficiente de mi parte. Este es el enun-
ciado que me envié Carlos. Los nombres elegidos le pertenecen.
Esto casi seguro que tienen alguna relacién afectiva con él y por
eso los respeté.

Carolina y Martin paseaban por una plaza, cuando ven a una
persona mayor haciéndoles sefias desde el sector de mesas de aje-
drez. Cuando se acercaron a él descubrieron que estaba disfrazado

q
de mago. Los tomé a ambos de un brazo y les dijo que les propon-
y PO}
drfa un desatfio.

—Vos —le dijo a Martin—, andd a la otra punta de la plaza. No
podés mirar nada de lo que hagamos Carolina y yo.

» o .

Voy a tomar 64 monedas y las voy a distribuir al azar una enci-

76

ma de cada casilla’™. Algunas serdn ‘caras’ y otras ‘cecas’, sin seguir
ningin ‘patrén’ en particular. A vos —le dice a Carolina—, te voy
a senalar una moneda entre las 64. Después, te voy a dar una opor-

tunidad para que des vuelta una sola de ellas y la transformes de

76. Se sobreentiende (espero) que “encima de cada casilla” significa “de
cada casilla de un tablero de ajedrez de 8 X 8”.
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cara a ceca, o viceversa. Cuando hayas terminado, lo llamamos a
Martin y sin que vos le hagas ninguna sefia ni nada, él tendria que
ser capaz (mirando el tablero) de descubrir cudl fue la moneda que
yo te sefialé. Cualquier acuerdo y/o estrategia que quieran estable-
cer, tendrd que ser antes de que Martin se vaya al otro extremo de
la plaza. ;Se animan?

Ambos se quedan conversando un rato y después de deliberar,
deciden aceptar la propuesta del Mago. Siguen las instrucciones vy,
cuando Martin vuelve, sefiala la moneda correcta. ;Cémo hicieron?

Ahora, como siempre, le toca a usted. Acépteme que haga otra
vez la misma observacién de antes: es un problema muy dificil,
si, pero al mismo tiempo, si usted logra avanzar en la direccion
correcta, créame que se va a sentir muy bien. Planteado asi, sin
haber pensado nada, parece imposible. Sin embargo, hay una
forma de resolverlo. O mejor dicho, hay por lo menos una forma
de poder resolverlo. La puede encontrar a continuacion: la deci-
sion es suya.

Si me permite una sugerencia, el nimero 64 (de casillas que
tiene un tablero de ajedrez) tiene una importancia relativa. En
todo caso, lo tinico esencial al problema es que 64 es una potencia
de dos, pero si prefiere, empiece pensando el problema con un
tablero con menos casillas, digamos cuatro o 16. Después us-
ted mismo verd que se puede generalizar a un tablero cuadrado
cualquiera en donde el nimero de filas sea una potencia de dos.
Ahora si, yo me retiro. ..

Solucién

Voy a comenzar suponiendo que el problema estd planteado
para un tablero de 2 X 2. Como sugeri en la parte final del plan-
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teo, el hecho de que el ndimero de filas (y columnas) sea una
potencia de dos, sugiere que usemos niimeros binarios.

Pongdmosle nombre a cada una de las casillas de este tablero
imaginario usando la numeracién binaria:

00 01
10 11

Alas monedas que voy a colocar alli las voy a llamar entonces:
Mg, Mgy, Mgy My,

My, My,
MIO Mll

Por supuesto, cada moneda puede estar en la posicién de cara
(C) o ceca (X). Para seguir con la misma idea, les voy a poner un
nimero para indicar en qué posicion estd la moneda que estd
sobre una casilla. Si la ‘cara’ estd para arriba, voy a poner un uno.
Si se ve ‘ceca’, voy a poner un cero.

Ahora bien: volvamos al planteo del problema. Carolina estd
con el Mago. Martin no estd: no puede ni ver ni escuchar nada.
Las monedas ya estdn distribuidas sobre el tablero. El Mago le va
a sefialar a Carolina una sola de las monedas. Lo Gnico que pue-
de hacer Carolina, antes de llamarlo a Martin, es dar vuelta una
sola de las monedas. Lo notable es que con la modificacion de
esa moneda necesita contener toda la informacién que Carolina
le va a pasar a Martin. ;Cémo hacer?

Supongamos que el Mago le mostré a Carolina la casilla que
estd arriba a la izquierda en la primera fila. Es la casilla que tiene
la moneda M. ;Cémo hace Carolina para ‘avisarle’ a Martin
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que es la moneda que estd ubicada alli? ;Cémo hacer para co-
municarle la posicién ‘00" dando vuelta una sola moneda? Peor
atn: Martin no pudo ni siquiera ver la posicion de las monedas
antes de irse por lo que ni siquiera puede detectar cudl es la mo-
neda que Carolina dio vuelta.

Es por todo esto que el problema parece tan dificil, o mejor
dicho, es por todo esto que el problema ES tan dificil.

Voy a poner un ejemplo, y a mostrarle lo que se puede hacer.
A partir de alli, entre usted y yo podemos ‘construir’ la solucién
para este caso particular y luego ver si logramos generalizarlo a
un tablero de 64 casillas. Pero sigo con el caso de un tablero de
2 X 2.

Supongamos que las monedas dispuestas por el Mago en el
tablero tienen estos valores:

Ceca Cara

Cara Ceca

De acuerdo con lo que establecimos antes, a las caras les co-
rresponde un nimero uno y a las cecas, un nimero cero. Por
lo tanto, es como si estuviéramos frente a un tablero con estos
numeros:

Figura 1

Como dije anteriormente, el Mago le sefialé a Carolina la
posicién en donde estd la moneda M, que en este caso estd en
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la posicion de ‘ceca’. Pero lo que importa a los efectos del ‘truco’
es que Carolina encuentre alguna forma de avisarle a Martin que
el Mago eligi6 ese lugar.

Carolina debe indicarle —de alguna forma— que la posicién
es 00. ;Cémo hacer? Carolina no puede decirle a Martin que
sume o que multiplique los nimeros que aparecen en las filas
o en una determinada fila, o en una columna, o lo que sea, ya
que la distribucién en caras y cecas puede variar. Se necesita en-
contrar algiin método de comunicacién entre Carolina y Martin
de manera tal que cuando Carolina de vuelta una sola moneda,
con ese tnico cambio, Martin sepa que la posicion que senalé el
Mago es la 00.

Por el momento, voy a ‘crear’ un par de niimeros, que voy a
llamar

D,D,

donde cada uno puede ser, o bien un cero o bien un uno. Es
decir, las posibilidades son:

00,01,100 11

Eisto es facil, pero ¢para qué? ;De quién o quiénes va a depender?
Hacemos asi:

D, =M, + M,
D, =My +M;, (%)

Fijese que los valores de My, M,;, My, y M;; pueden ser o
bien ‘ceros’ o bien ‘unos’. Como no quiero que ni D, ni D, sean nu-
meros diferentes de 0 o de 1, necesito pedir algo extra: que si los dos
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nimeros que intervienen en (*) son los dos unos, entonces, la suma
sea CERO. Es decir, si los digitos que intervienen son dos ceros, o
bien un cero y un uno, entonces, la suma da lo que corresponde.
Pero si LOS DOS SON ‘UNOS’, entonces la suma jda cero!

En el caso que nos ocupa, tal como aparecen en la Figura 1,
los niimeros que se obtienen son los siguientes:

DZ:M10+M11:1+O:1
D1:M01+M11:1+O:1

Es decir, en este caso, el par D2D1 resulta ser el par 11.

Fijese que lo que nos gustaria, o mejor dicho, lo que le gusta-
ria a Carolina es que ese par fuera el 00, porque ése fue el lugar
que le sefialé el Mago. ;Cémo hacer ahora para, dando vuelta
una sola moneda del tablero, modificar este par para que se trans-
forme en 00?

Lo que necesita Carolina es que, al dar vuelta esa sola mone-
da, cambien los dos digitos. Entonces, Carolina da vuelta la
moneda que figura en la posicion 11. Fijese lo que sucede:

Ceca Cara

Cara Cara

Por lo tanto, ahora el tablero resultaria asi:

Mire lo que pasa con los nimeros D, y D,. Si uno recurre a
(*), obtiene:
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D2:M10+M11:1+1:O

(recuerde que hemos modificado la forma de ‘sumar’)
Por su parte,
D1:M01+M11:l+120

Curiosamente, los dos digitos D, y D, ahora pasaron de valer
los dos ‘unos’ a valer ambos ‘ceros’. Por lo tanto, cuando Martin
vuelva, haga las sumas que corresponden y calcule D, y D,, se
encontrard con el 00 que es... jexactamente la posiciéon que el
Mago le indic6 a Carolina!

Practiquemos con otro ejemplo. Supongamos que la distribu-
cién original de las monedas era todas caras y el Mago le sefiala
a Carolina la posicion 11.

Como son todas caras, el tablero queda asi (en niimeros):

Luego, los valores de D, y D, se calculan asi:

D,=M;+M;;=1+1=0 (*7)
Dy =My +M;=1+1=0

Si Carolina no tocara ninguna moneda, Martin vendria, haria
), y el par que obtendria
es el 00. Y estaria mal, porque el Mago le marcé a Carolina el

las mismas sumas que figuran en (

lugar 11. Pero Carolina tiene una chance mds: puede dar vuelta
una moneda. Flla querrd hacerlo de manera tal que ahora el par
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D,D, pase de ser 00 a ser 11. O sea, tiene que modificar los dos
digitos. Luego, lo que debe hacer es jdar vuelta la moneda que
estd en el lugar 11! En ese caso, se modificardn tanto D, como
D,, y ambos pasardn de ser ‘ceros’ a ‘unos’. {Y eso es exactamente
lo que quiere Carolina que pase!l: cuando da vuelta la moneda
que figura en el lugar 11, la hace cambiar de ‘cara’ a ‘ceca’. El
tablero tiene ahora un cero en la casilla de la segunda fila y se-
gunda columna. Es decir, ahora M, = 0. Cuando Martin haga

DZ:M]0+M]]:1+0:1
D1:M0]+M11:1+O:1

Luego, el par D,D; es el par 11... jque es exactamente lo que
Carolina queria avisarle a Martin que le indicé el Mago: el lugar 11!

(Cudl es la idea que subyace detrds de todo esto? De entrada,
el Mago dispone las monedas de una determinada forma (caras
o cecas) estableciendo una distribucién de unos y ceros. Con esta
distribucion, tanto Carolina como Martin saben cé6mo calcular
‘su” par D,D,. Cuando Martin vuelve, él sabe c6mo ‘fabricarse’ el
par D,D, y ése le indicard la posicién que senal6 el Mago. Caro-
lina, a su vez, tiene la posibilidad de dar yuelta una sola moneda
para que cambie el mensaje para Martin. ;Cémo hace?

1. Si quiere cambiar D, solamente, tiene que dar vuelta M,,.

2. Si quiere cambiar D, solamente, tiene que dar vuelta M.

3. Si quiere cambiar ambos, tanto D, como D,, entonces tie-
ne que dar vuelta M.

4. Por supuesto, si no quiere cambiar nada, entonces, jno mo-
difica nada y deja todo como est4!

405



Bien, ahora creo que usted tiene una idea no sélo del grado de
dificultad que tiene el problema (jmuy dificil!) sino que —creo—
estd escrito el ‘germen’ sobre qué hacer cuando uno tiene un
tablero de 64 monedas. ;Qué habrd que modificar para ajustarlo
al nuevo tamarno de tablero? ;Podrd ser ahora nada mds que un
par D,D el que esté en juego?

Si tiene ganas de pensar usted en soledad, la/lo dejo para que
lo haga. Si no, yo sigo a continuacién.

Supongamos que ahora uno tiene un tablero de 64 casillas.
Hace la distribucién de las 64 monedas. Cada una de ellas puede
estar en la posicion de cara o ceca, lo que establece una distribu-
ci6n de unos (para cada ‘cara’) y ceros (para cada ‘ceca’).

(Como se llaman’ las diferentes casillas del tablero? Las pue-
do denominar asi. Supongamos que empiezo a numerarlas de
arriba abajo y de izquierda a derecha.

Antes, con un tablero de 2 X 2, teniamos esta configuracién:

MOO MO]
MIO Mll

Ahora, con un tablero de 8 X §, tenemos la siguiente:

Mio0000 Moot Mugooro Mogoont Muogo100 Mogoro1 Muogoi1o Moo
Mug1000 Mg1001 Muoi010 Mo Muo1100 Moo Muoi110 Moo
Moroo00 Moo Moo Moo Moroi00 Moo Moo Moo
Moti000 Mopi001 Moo Moo Motii00 Moo Moo Mo
Migo000 Migoo0n Migaoro Migoon Migoi00 Migo01 Moo Migoin
M 1000 Mg1001 Mig1010 M1 Migi100 Mg Mg Mg
Mo1o000 M 10001 Mio010 Mijoon Mijo100 Mijoi01 Mo Mo
M 1000 Mi001 M1 Mjon M0 M Mg M
Figura 2
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Esta distribuciéon o denominacién parece muy confusa, pero
no lo es: se trata en realidad de escribir en forma binaria los nu-
meros que van desde el 0 hasta el 63 (que son en total 64 nime-
ros). Le propongo en todo caso que, en lugar de emborracharse
con esta sopa de letras, revise cada uno de esos nimeros y verd
que el patrén es verdaderamente muy sencillo una vez que uno
descubre de qué se trata.

A partir del momento en el que usted se sienta cémoda/o con
esta notacion, se trata de hacer lo mismo que hicimos en el caso
de un tablero de 2 X 2, ahora con un tablero de 8§ X 8. En lugar
de tener un par que es el que indique la posicién que el Mago le
sefala a Carolina, necesitamos un sexteto de nimeros (que debe-
rdn ser o bien ceros o bien unos). Por ejemplo, si el sexteto fuera
el 000000, se trataria del lugar que figura en la primera fila y la
primera columna. Si fuera el nimero 100101, se trata del que
figura en la quinta fila y sexta columna (ambas posiciones estin
destacadas en la Figura 2).

Ahora hace falta definir el sexteto D;DsD,D;D,D,.

El digito D, serd el que tiene ‘prendido’ el primer ‘bit, es
decir:

D, = Mygo001 + Mogoon1 + Mogoion + --- + My

Si usted se fija, verd que el nimero D se obtiene sumando los
digitos que figuran columna por medio, empezando por la pri-
mera fila hasta llegar a la dltima. Se suman en total 32 niimeros.

Ahora, miremos lo que sucede con el digito D,.

D, es la suma de las monedas que tienen ‘prendido’ el segun-
do bit, o sea:

D, = Mygo010 + Mogoonr + Mogorio + --- + My
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Igual que antes, corrobore que D, se obtiene salteando, en
principio, las dos primeras columnas pero sumando (empezando
desde la primera fila y yendo de izquierda a derecha y de arriba
abajo) las columnas 3 y 4, salteando las 5 y 6, sumando las 7 y 8.
Eso ofrece sumar

Maoo010 + Mogoor1 + Mooor10 + Mogons

Después, hay que hacer lo mismo con la segunda fila: saltear
las primeras dos columnas, sumar los digitos que figuran en las
columnas 3 y 4, salteando después las 5 y 6, pero sumando las 7
y 8. Esto significa:

Moi010 + Mooron1 + Mogi110 + Moo

Y asi seguimos hacia abajo, siempre salteando las columnas 1 y 2,
y las 5 y 6, pero sumando los que figuran en las columnas 3,4, 7y 8.

De otro modo, para obtener D,, uno podria sumar directa-
mente los digitos que figuran en las columnas 3,4, 7y 8.

Para generar Ds, lo que hay que hacer es sumar todas las po-
siciones que tienen ‘prendido’ el tercer digito contando desde la
derecha. Por lo tanto, uno tiene que sumar todos los digitos que
figuran en las columnas 5, 6, 7 y 8.

Para obtener D,, hay que sumar todas las posiciones que tie-
nen ‘prendido’ el cuarto digito contando desde la derecha (hacia
la izquierda). Esto corresponderia a sumar las filas 2, 4, 6 y 8.

Para generar Ds, hay que sumar las posiciones que tengan
‘prendido’ el quinto digito (contando de derecha a izquierda). En
este caso, serfa sumar los digitos que figuran en las filas 3,4, 7y 8.

Por tltimo, el digito Dy se obtiene sumando todas las posicio-

nes de las filas 5, 6, 7 y 8.
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Miremos este ejemplo.

O |t | = |t |t |t [ D | b
S|~ o~ oo~
Ol IO IO o O
O|I—= OO || |— O
oS|I ||| |~ O|—
OS|IOoC ||| == O
OS|I OO || ==
—_— O | — | O || = — | —

Ahora calculemos (en lugar del par D,D;) el sexteto
D6D5D4D3D2D1:

D, = Suma de todos los nimeros que aparecen en las colum-
nas 2,4, 6y 8 =0 (recuerde que 1 + 1 =0).
D, = Suma de todos los niimeros que aparecen en las colum-

nas 3,4, 7y8=1.

D; = Suma de todos los niimeros que aparecen en las colum-
nas 5,6, 7y 8= 0.

D, = Suma de todos los nimeros que aparecen en las filas 2,
4,6y8=1.

D; = Suma de todos los nimeros que aparecen en las filas 3,
4,7y8=1.

Dy = Suma de todos los nimeros que aparecen en las filas 5,
6,7y8=0.

Luego, la ‘tira’” de seis digitos es:

011010
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Si el Mago resolviera indicarle a Carolina la posiciéon 111010,
o sea, donde estd la moneda M}, lo que Carolina necesita
hacer es cambiar la tira de seis digitos solamente en la primera
posicion, la que ocupa el Dq. Para eso, tiene que dar vuelta la
moneda que figura en M,y0. Esa moneda en este momento
estd en posicién de ‘cara’ (ya que figura un uno), es decir que al
darla vuelta, Carolina la pondrd en ‘ceca’ y, por lo tanto, quedara

un cero.
1 1 0 0 1 1 1 1
0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 1
1 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
Figura 3

Al haber hecho esta modificacion (y le pido que usted lo com-

pruebe para su propia tranquilidad), fijese que ahora la nueva tira
D,D;D,D;D,D, sera:

111010

que es exactamente lo que queriamos lograr.

Ultima comprobacién. Suponga que la Figura 3 es la nueva
configuracion del tablero. O sea, las monedas estdn dispuestas
como aparecen en la Figura 3. Después de los cdlculos que hici-
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mos anteriormente (y le pido que usted se siente un ratito y que
haga las cuentas para comprobarlo), la tira

D,D;D,D,D,D, = 111010

Supongamos que el Mago le indica a Carolina la moneda que
estd en la posicion M, y;;. ¢§Qué moneda tendria que dar vuelta ella
para que su compariero, cuando retorne, pueda deducir cudl es?

La/lo dejo en soledad un instante para que pueda pensar. La
respuesta sigue acd.

Como la tira es 111010, y se quiere llegara 111111, Carolina
tiene que modificar tanto D; (que es cero y ella quiere que sea
un uno) y el Dy, que también es cero y ella quiere que sea uno.
Luego, tiene que ‘dar vuelta’ la moneda My,

Hagdmoslo juntos. El tablero queda ahora asi (en donde resalté
la moneda que di vuelta):

O — O | =D |
Ol—|l— o~ oo~
OO |~ OO0 | O
O|I—= OO |OoO|—|— O
S| oI ||| O
SO ||~ =IO O
O |IOo ||| |||
—_— O | — | O | = | — | —

La moneda a dar vuelta es My(,. Estaba puesta en uno y
Carolina la dio vuelta y la puso en cero. Calcule ahora los ‘nue-
vos’ Dy, D,, D5, Dy, Ds y Dy, y verd que obtiene todos los valores
iguales a uno, que es lo que querfamos.
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Moraleja

;Dificil? Es muy muy dificil, mads que nada, porque es muy
dificil que a uno se le ocurra esta idea. sImposible? No, no es
imposible si uno descubre y se entrena con el ejemplo del table-
ro de 2 X 2. ;Se me ocurrié a mi? No, me conté esta solucion
Carlos Sarraute.

¢Por qué la escribi? Porque creo que alguna vez, en alguna de
estas comunicaciones e historias que escribo y/o relato por televi-
sién, o en el diario o en alguno de los libros, tiene que aparecer
un grado de dificultad distinto de los habituales.

¢La/lo desanimé? No deberia. ;Por qué? Porque uno, luego de
entrenarse durante mucho tiempo y de atravesar dificultades de
este tipo utilizando la numeracién binaria y la forma de ‘descu-
brir’ cémo modificar un solo digito trae aparejadas modificacio-
nes ‘en cadena’, decia, uno logra ‘entender un poco mds de qué
se trata este tipo de problemas’.

Por todo esto creo que abordar esta clase de dificultades es un
modo de entrenarse. Y es por eso que si bien es posible que uno
no utilice nunca un recurso como este, siempre es muy bueno
haberse enfrentado alguna vez, o muchas veces, con problemas
que requieran este tipo de estas herramientas. Quizds, aunque ni
usted ni yo lo sepamos, algin dia le serd qtil.

Por altimo, no puedo menos que sugerirle algo: piense cémo
generalizar este problema. Es decir, ;qué pasaria si uno modi-
ficara el nimero de filas y columnas del tablero? Manténgalo
siempre como un cuadrado, pero fijese qué pasaria si en lugar de
serde 8 X §, fuerade 16 X 16 0 de 32 X 32 0, en todo caso, 2™ X
2™, ¢De cudntos digitos tendrd que ser la ‘tira’? ;Cambia mucho
la solucién del problema? Esta deberfa ser la parte mds sencilla.
Después de tropezar con la dificultad central (como creo que
hemos hecho aqui), el resto deberia ser mds sencillo. Usted dir4.
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